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Contrôle continu no 1 : Correction.

Exercice 1 : Une suite explicite. (3 pts)

Soit n ≥ 1. On a :
n∑

k=1

2n+ 1

3n2 + n
≤

n∑
k=1

2n+ 1

3n2 + k
≤

n∑
k=1

2n+ 1

3n2 + 1
,

2n+ 1

3n+ 1
≤ un ≤

2n2 + n

3n2 + 1
.

On en déduit d’après le théorème des gendarmes que la suite (un)n≥1 converge vers 2/3.

Exercice 2 : Une suite implicite. (7 pts)

1. Soit n ∈ N∗.
fn est une fonction C∞ sur [0, 1] et f ′n(x) = 4nxn−1 + 4x+ 3 > 0 pour tout x ∈ [0, 1].
Ainsi, fn est une fonction strictement croissante. [1 pt]

fn est une fonction continue et strictement croissante. De plus, fn(0) = −7/8 < 0 et fn(1/2) =
4

2n
+

9

8
> 0.

D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un unique xn ∈]0, 1/2[ tel que fn(xn) = 0. [1,5 pts]

2. Soit x ∈ [0, 1].
Alors xn+1 ≤ xn pour tout n ∈ N∗.
Donc fn+1(x) ≤ fn(x) pour tout n ∈ N∗. [1 pt]

En particulier, pour tout n ∈ N∗, fn(xn+1) = fn(xn+1)− fn+1(xn+1) ≥ 0. Donc fn(xn+1) ≥ fn(xn).
Comme fn est croissante, on en déduit que xn+1 ≥ xn.
Donc (xn)n≥1 est croissante et majorée par 1/2.
On en déduit que la suite (xn)n converge. [1,5 pts]

3. On a lim
n→+∞

xn = 0 pour tout x ∈]0, 1[.
Comme (xn)n est croissante, on a :

0 < x1 ≤ xn < 1/2 pour tout n ≥ 1.

On a donc, pour tout n ≥ 1,

xn
1 ≤ xn

n <
1

2n
.

Ainsi, lim
n→+∞

xn
n = 0.

On en déduit que lim
n→+∞

(2x2
n + 3xn) = 7/8. En notant x∞ la limite de la suite (xn)n, on a

2x2
∞ + 3x∞ = 7/8.

L’équation 2x2
∞ + 3x∞ − 7/8 = 0 possède deux solutions

x∞,1 = −7/4 < 0 et x∞,2 = 1/4 > 0.

Donc lim
n→+∞

xn = 1/4. [2 pts]
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