INSA TD 3: Corrigé

Exercice 20 :

Soit g la fonction définie sur R par g(z) = max(sin(z), 0).

1. Graphe de la fonction : g est une fonction 2w-périodique. Sur [—m;0], g est nulle et sur [0;7], g = sin. On
remarque que g € CONCL.

2. Calcul des coefficients de Fourier.
On peut utiliser les formules de trigonométrie

sin(a) cos(b) = %(Sin(a +b) +sin(a — b)) et sin(a)sin(b) = %(cos(a —b) — cos(a+ b))

pour obtenir
o) = S
bo(g) =0¥n>1 et bi(g)=1/2

VYn>1 et ai(g) =0;

Pour le calcul de a,(g), on peut aussi faire le calcul suivant qui est plus astucieux et plus rapide. Il repose sur
deux intégrations par parties :

1 (7 -1 (7 -1/1 1 (7
an(g) = ;/0 sin(t) cos(nt)dt = el cos(t) sin(nt)dt = o (n[(—l)" +1]— 5/0 sin(t) cos(nt)dt)
-1 1
= nT[(—l)" +1]+ ?an(g) et on en déduit directement a,(g) pour tout n > 1.
™

Comme g € C°NCL, g est égale & sa série de Fourier :
(1) =+ +§OO: 2 (2nt) + < sin(?) tout ¢ € R
=—— ————cos(2n —sin our tou .
T T @ ) 2 P

3. Calculs de sommes.
On applique la formule ci-dessus en x =0 :

Ll

4n2 -1 2
n=1

On applique la formule ci-dessus en & = /2 :

f o 1
dn2 -1 4 2

n=1

4. On définit f par f(z) = |sin(z)| pour tout = € R.
11 suffit de remarquer que f(z) = g(x) + g(—=z) pour tout =z € R.
On en déduit donc que a,(f) = 2a,(g) et b,(f) = 0 pour tout n € N.

Exercice 21 :

Soit f une fonction de classe C! sur R et de période T. Alors f est égale a sa série de Fourier. On pose w = 27/T.
De plus, comme f’ est continue, on a par intégration par parties :

T T
an(f') = %/0 F'(t) cos(nwt)dt = % [f(t) cos(nwt)}g +nw/0 f(¢) sin(nwt)dt

=0 par T'—périodicité

Donc a,(f") = nwb, (f).
Un calcul similaire donne by, (f") = —nwa,(f).
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INSA TD 3: Corrigé

Exercice 22 :

Soit = .
oit p(z) = 5—
1. Soit z € R. , (2)
: 2—e : 2 — cos(x
T — d R 1T — .
wle™) 5 — 4 cos(x) onc Re(p(e™)) 5 — 4 cos(x)
2. On a N
1 1 1 1 n
o(z) = 5_,-3% s =35 X T;) (g) pour tout z tel que |z/2] < 1.
Donc :
+o00 on
n=0

3. f est une fonction continue, C}, et 27-périodique. Donc f est égale a sa série de Fourier et on a, pour tout
r € R, par continuité de ’application Re : C — R :

a1 =X
f(x) = Re(p(e™)) = 3 + Z S cos(nz).

n=1
4. D’apres le développement en série de Fourier de f, on voit que ao(f) = 1, c’est-a-dire

% ﬂf(x)daczl donc I = 7Tf(ac)daz:z

—T —T
De plus, d’aprés la formule de Parseval,

T

—+o0 —+oo
_ )2 Z Ian|2+|b ? 1 3 111X
J— _ﬂ—|f( d(E Z‘f’ 22n+3 —Z"‘g E

n=1 n=1

Donc
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