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Introduction.

Le processus d’exclusion est un modéle trés étudié en physique statistique hors équilibre.
Il décrit ’évolution d’une infinité de particules indistinguables qui interagissent entre-elles selon une dynamique
stochastique sur I’ensemble des sites d’un réseau Z¢ ot d > 1.

L’objectif de ce stage est de comprendre les mécanismes mis en jeu dans la construction rigoureuse d’un tel
processus afin d’en démontrer quelques propriétés. Afin de pouvoir définir précisément ce processus, nous allons tout
d’abord définir les chaines de Markov en temps continu puis nous intéresser plus particuliérement aux processus
de Poisson et & certaines de ses propriétés. Par la suite, nous nous interesserons & la construction du processus
d’exclusion et a I’étude de certaines de ses propriétés (mesurabilité, continuité...). Cette construction fera appel a
des résultats généraux de probabilité et de topologie (métrique de Skorohod) traités dans la premiére section. Pour
conclure, nous proposerons une illustration numérique du processus d’exclusion afin d’observer sa dynamique.

Enfin, je tiens a remercier mon maitre de stage, Monsieur Christophe POQUET, pour sa disponibilité, pour
le sujet trés interessant qu’il m’a proposé et pour ’autonomie qu’il m’a laissé dans l'organisation de mon travail.
Ce sujet a, en effet, été trés formateur car il m’a permis de compléter mon cours sur les chaines de Markov en les
étudiant en temps continu, de découvrir la topologie de Skorohod, de travailler sur un processus qui est 'objet de
recherches actuelles et de simuler numériquement, via Scilab, ce processus.

Ce stage est basé sur la compréhension des premiers chapitres du livre [I], qui servira de référence principale
pour ’ensemble de ce rapport.



1 Prérequis.

1.1 Rappels.

Dans cette section, nous allons donner certaines définitions et théorémes utiles pour les prochaines sections. Les
démonstrations ne seront pas rappelées.

1.1.1 Théoréme de Dynkin

Définition 1.1 : Classe monotone ou A-systéme.

Soit X un ensemble et M une famille de parties de X.
On dit que M est une classe monotone si

1. X CM;
2. ABeM, BC A= A\Be M;

3. M est stable par union monotone croissante :

AieM, Aic A= JAiem

€N

Définition 1.2 : II-systeme.

Soit X un ensemble et C une famille de parties de X.
On dit que C est un Il-systéme si C est stable par intersections finies :

A, BeC=ANnBeC.

Théoréme 1.3 : Théoréme de Dynkin.
Si C est un Il-systéme et M un A-systéme tel que C C M alors o(C) C M.

1.1.2 Chaine de Markov en temps discret

Nous allons rappeler la définition d’'un processus stochastique et d’une chaine de Markov en temps discret.

Définition 1.4 : Processus stochastique

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. On note E un espace métrique muni de la tribu borélienne.

Un processus stochastique X = (X;)ier est une famille de variables aléatoires (c’est-a-dire des applications
mesurables) X;, définie sur le méme espace de probabilité (2, F,P), a valeurs dans F et indexée par un ensemble
T.

Soit E un espace dénombrable.

Tout élément x € E est appelé état et E est appelé espace d’états.
On définit une loi de probabilité u = (u, | € F) sur un espace de probabilité (2, F,P).
Soit P = (p(i, 7)) jer une matrice stochastique.



Définition 1.5 : Chaine de Markov en temps discret

On dit qu'une suite de v.a. (X,),>0 est une chaine de Markov de loi initial p et de matrice de transitions P
(noté Markov(\, P)) si pour tout n > 0 et pour tout zg, 1, ...,z, € E,

1. P(Xo = x0) = fhag ;
2. P(Xpq1 =2nt1 | Xo =20y, Xon = Tpn) = (T, Trg1)-

Proposition 1.6 : Propriété de Markov
Soit (X, )n>o une chaine de Markov en temps discret. Alors pour tout n > 0, pour toute suite d’états

2
(0, ooy Ty Tny1) € B2 on a

P(Xn+1 = Tnp+1 ‘ XO = anXl =1, "'aanl = *xnflan = xn) = ]P(Xn+1 = Tn+1 | Xn - xn) .

Notation :
On note P*(B) =P(B | Xy = z) pour tout B € F.

1.2 Quelques propriétés de la loi exponentielle.

Soit X une variable aléatoire (v.a.) suivant la loi exponentielle de paramétre A, notée E(A).
Sa densité est :

fX (CL‘) = )\e_Ax]lwzo.

Sa fonction de répartition vaut :
P(X <) = (1 —e )u>0.

La loi exponentielle va jouer un role fondamental dans les chaines de Markov en temps continu grace a la propriété
suivante :

Proposition 1.7 : Propriété sans mémoire des lois exponentielles.

Une v.a. X a valeurs dans R et de fonction de répartition continue suit une loi exponentielle si et seulement si
pour tous réels s,t > 0,
PX>s+t] X >s)=PX >t).

Démonstration.
Supposons que X ~ E(A). Alors

P(X >s+t) e Mt
PX>s+t|X >s)= (IF’(X>5)): pev =e M=P(X >1).

Supposons alors que X posséde la propriété sans mémoire et que P(X > s) > 0.
Posons ¢(t) := P(X > t). On a alors :
g(s+1t) =g(s)g(t) Vs, t>0.

1
On suppose X > 0 pour que g ( ) > 0 pour tout n € N. Alors, on montre que :

g(l)g(i+...+;>g<i)n>0.



Dongc il existe A € [0, +o00[ tel que g(1) = e~ . De méme, on peut montrer que, pour tout p,q > 1,

g\ q) = g(1\ q)” = g(1)"\7.

Donc g(r) = e~" pour tout rationnels 7 > 0. Puis, par un argument de densité, on montre que g(z) = e~** pour
tout z € R. O

Proposition 1.8

Soit E un ensemble dénombrable et soit (T%)rer une suite de v.a. indépendantes tel que Tj ~ E(Ag).

Posons 0 < A:= )", A < o0 et T := infy, Ty.

Alors cet infimum est atteint pout une unique v.a. K & valeurs dans F, avec probabilité 1. De plus, T et K sont
Ak

indépendantes avec T ~ E(A) et P(K = k) = 3

Démonstration.
Posons K =k si T, < T pour tout j # k, (sinon K n’est pas défini). Alors :

P(K=FketT >t)=P(T; >0et T, > T pour tout j # k)

8

e MP(T; > s pour tout j # k) ds

S~

Ape kS H e Ni%ds
i#k

(o)

e Mds

I
T~

>

k —
ZFke )\t'

>

En sommant sur k € F, on en déduit que P(T > t) = e~* et que les v.a. T et K sont indépendantes. O

Proposition 1.9

La somme de n v.a. indépendantes de loi exponentielle de paramétre A suit la loi gamma de paramétres n et A
dont la densité est :

1.3 La topologie de Skorohod sur I’espace des trajectoires.

Dans cette section, nous allons définir la métrique de Skorohod et énoncer certaines propriétés utiles pour les
prochaines sections. Les preuves de cette section ont été étudiées dans le détail mais ne seront pas rédigées dans ce

rapport. Cette section s’appuie sur [3].

On note Y un espace métrique séparable.



L’objectif est de généraliser la topologie de C([0,1],Y) aux fonctions continues & droite et qui admettent une
limite & gauche. On dira que ces applications sont des fonctions cadlag et on notera ’ensemble de ces fonctions de
[0,1] dans Y : Dy 1.

De maniére heuristique, dans C([0,1],Y), deux fonctions f et g sont proches si sup,cio 1y [f(t) — g(t)| est "pe-
tit". On ne peut pas généraliser directement cette idée dans Djg 1) car les discontinuités peuvent rendre la norme
supérieure trés grande.

On va donc introduire une métrique qui permet des petites déformations en temps. On note A I’ensemble des
applications de [0,1] — [0, 1] strictement croissantes, continues et tel que A(0) = 0 et A(1) = 1. Ces fonctions vont
nous permettre de modifier I’échelle des abscisses des fonctions cadlag.

Ainsi, si on note d, la métrique sur D}, on a pour tout f,g € Djg i), pour tout € > 0, ds(f,g9) < € s'il

existe A € A tel que A —id||oc <€ et [lf—gole <€
—_———
on change ’échelle de temps d’au plus € on change ’échelle temporelle de g.

Proposition 1.10 : Métrique de Skorohod
Pour tout f,g € Dig 1,
4,(f>9) = inf (I~ idl| V]I ~ g o l}

défini une métrique sur Dyg 1), appelée métrique de Skorohod.

Définition 1.11 : Convergence dans Dy ).

On dit que (fn)nen converge vers f au sens de Skorohod ssi il existe une suite (A\,), € (A)N tel que
lim,, f o A\, (t) = f(t) uniformément en ¢ et lim, A, (¢) = ¢ uniformément en ¢.

Remarque 1.12

L’espace Djg 1) n’est pas complet pour la métrique d.

On va donc introduire une métrique dg, équivalente a ds pour laquelle Djg 1; est complet.

Alt) — A(s

L’idée est de rendre la déformation en temps plus proche de la fonction identité : on souhaite que la pente (ii()
—s

soit proche de 1.

On définit alors :
At) = A(s)

1
8 t—s

[[A]|? := sup
s<t

On a alors pour tout f,g € Dy q), pour tout € > 0, dy(f, g) < e s'il existe A € A tel que [|A|[* < eet [|f —gol||e <e.

Proposition 1.13 : Métrique (équivalente) de Skorohod

Pour tout f,g € Dig 1,
42(f,9) = inf (A VIIf — g o A}

défini une métrique sur Do q).



Proposition 1.14

Les métriques ds et d sont équivalentes sur Dy -

Théoréme 1.15

(Djo,1),dg) est un espace complet.

Nous allons chercher a étendre cette métrique sur Dy, := Djg ], ¢’est-a-dire sur 'ensemble des fonctions de [0, oof
dans Y ol Y est un espace métrique séparable.

Introduisons d’abord quelques notations :

> Pour tout ¢ > 0, D; := Dig g

> De la méme maniére que pour Djg 1}, on définit ||f|[; := sup,<; [f(s)], As, [[M|?, di (qui définie la métrique d
pour des fonctions de Dy), d?...

> A 'ensemble des fonctions continues, croissantes de [0, oo[ dans [0, ool.

Remarque 1.16

Si f € Dy, on peut considérer f comme un élément de D, par restriction de son ensemble de définition.

Définissons a présent la convergence dans D.
On définit la convergence de f,, vers f dans D, en demandant la convergence d?(f,, f) — 0 et en considérant les
n

restrictions de f,, et f a [0,t] pour tout ¢ > 0.

Lemme 1.17

Soient f,, f € D,.
Sid8(fn, f) — 0 et si pour m < u, f est continue en m alors d%,(fy, f) — 0.

La métrique sur Do, va étre définie par les métriques dS, pour m € N*.
On va définir, pour f € D, f™ qui est la restriction de f a I'intervalle [0, m], continue en m et qui est un élément
de Do.
Pour cela, on va noter
1 sit<m-—1
gm(t)=<m—t sim—-1<t<m
0 sit>m.

On pose alors f™(t) := gm(t) f(t) pour tout ¢ > 0.
Cela nous permet de définir une métrique sur D.



Proposition 1.18 : Métrique sur D.
Pour tout f,g € D,

oo

d%(fog):= Y 27" (AAdg,(f™,9™))

m=1

définie une métrique sur D,.

Remarque 1.19

Comme sur Djg ), si on remplace d;, par d,, dans la formule ci-dessus, on définit une autre métrique d
équivalente & dZ,.

Théoréme 1.20
On a équivalence entre les énoncés suivants :
L dgo(fnaf) — 0 dans Do ;
n—oo
2. Il existe A, € A tel que
a) sup|A,(t)—t| — 0
t<oo

n— oo

b) ¥m >0, tsgplfn(/\n(t))—f(t)l — 0.

n— oo

Remarque 1.21

Dans le théoréme, on peut remplacer la condtion 2.a) par [|A,||° — 0.
n—oo

Proposition 1.22 : Mesurabilité des projections.

Pour tout 0 < t; < ... <t < 0o, on définit la projection de Do, dans R* par
Tty o, () = (2(t1), .., 2(tr)) Vo € Deo.

Alors pour tout ¢ > 0, m; est mesurable par rapport a la tribu borelienne notée B(Dy).

Théoréme 1.23 : Egalité de tribus

La tribu borelienne B(Ds,) est engendrée par les projections (m)¢>o :

B(Do) =0 (m:\ t>0).

Dans toute la suite du rapport, les métriques de Skorohod définies ci-dessus seront toutes notées dg car il n’y aura
pas d’ambiguité sur la métrique a utiliser.



2 Chaine de Markov en temps continu.

Cette section s’inspire essentiellement du cours [4] et du livre [2].

2.1 Construction et définition d’une chaine de Markov en temps continu.

Dans notre étude, nous allons construire puis définir le processus (X;)¢>0, indexé par le temps t € R*.
Soit F un ensemble fini ou dénombrable.

Approche heuristique

Comme F est dénombrable, la chaine doit évoluer "en sauts" c’est-a-dire pas de maniére continue. L’évolution de la
chaine de Markov va étre définie de la maniére suivante : aprés une durée aléatoire passée dans un état x, la chaine
va sauter aléatoirement sur un autre état y de E. On répéte alors ce processus pour chaque état visité.
A partir d’un état initial, le processus doit satisfaire deux propriétés :
1. La propriété de Markov impose que la loi de probabilité que suit le temps de séjour dans chaque état ne doit
dépendre que de I’état x dans laquelle la chaine se trouve. Elle ne doit pas dépendre du temps déja passé en x.
La propriété d’absence de mémoire de la loi exponentielle impose que le temps d’attente dans un état x suit la
loi exponentielle de paramétre noté \(x). Ce paramétre s’interpréte comme le taux de saut a partir de 1'état x.

2. Lors d’un saut, la propriété de Markov impose que le choix du prochain état ne dépende que de ’état actuel x.
Ainsi, les sauts sont décris, comme pour les chaines de Markov en temps discret, par une matrice stochastique
A = (a(z,y))z,yer OU a(x,y) est la probabilité de passer de I'état x a I'état y.

Cette approche heuristique suggére que la construction d’une chaine de Markov en temps continu (X;);>o de
paramétre (A(z))zer et A = (a(2,y))s,yer repose sur une chaine de Markov & temps discret (Y;,),en de matrice
de transition A dont il va falloir ajuster les temps d’attente dans chaque état pour qu’ils suivent une loi exponentielle.

Construction en temps continu

Soit € F un état initial. Soit (Qq,H1,P}) un espace de probabilité sur lequel est défini une chaine de Mar-
kov & temps discret Y,, de matrice de transition A = (a(x,y))s yer et d’état initial z € E. Soit (Qa, Ha,P2) un espace
de probabilité sur lequel est défini (©;)o< <0, une suite de variable aléatoire de loi exponentielle i.i.d. d’espérance 1
et indépendante de la suite (Y,),. On suppose qu’il existe une constante Ay tel que pour tout = € E, A(z) < A.
On note (2, H,P*) Pespace produit de probabilité sur lequel on va définir la chaine de Markov en temps continu
(Xe)e

(Q, H, PI) = (Ql X Qo, H1 ® Ha, Pf X ]P2).

Les états visités par la chaine de Markov en temps continu X; est donnés par la suite Y, Y7, ... .

On définit alors les temps d’attentes de chaque état par o, = )\(Yn)_l@n. Pour tout n € N, Y,, étant donné, la
variable aléatoire o, est indépendante de (o, Yx)o<k<n—1 €t suit une loi exponentielle de parameétre A(Y,).

On définit alors To =0 et T, = 09 + ... + 0,1 pour tout n > 1. On pose alors :

Xy =Y, pour T, <t<T,q pour tout n € N.

Autrement dit, X; reste pendant le temps o, a I'état Y,, puis saute a 'état Y, 1.
X est bien défini pour tout 0 <t < oo (car A(z) < Ag pour tout z € E, voire les conditions de non-explosion d’une
chaine de Markov en temps continu [2.11]) et la construction peut étre répétée pour tout état initial x € E.

10



Graphiquement,
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Remarque 2.1

Par construction, on a que la trajectoire t — X; est une application continue & droite.

Définition 2.2 : Processus de sauts

Soit (S, )nen une suite croissante de variables aléatoires a valeurs dans RT.
On dit que (X¢)¢>0 est un processus de sauts d’espace d’états E et d’instants de sauts (Sp)nen si (X¢)t>0 est un
processus stochastique dont les valeurs ne peuvent changer qu’en ses instants de sauts :

VYneN Iz eF Vte[S,,Sntil, Xi==x.

Définition 2.3 : Processus de sauts markovien ou chaine de Markov en temps continu

Un processus de sauts (X;);>0 d’espace d’états E et d’instants de sauts (S, )nen est markovien s'il existe :
1. une suite bornée (A(z))zer de réels strictement positifs ;

2. une matrice A = (a(x,y))syer de réels positifs vérifiant

Ve e E, a(z,x) =0 et Za(m,y)zl

yeE
tel que :
vn €N, Vzq,z, vy Ty Tyl € E, V4, vt ot 2.0,
P(Xs,,, = Tnt1, Sng1—Sn > tug1 | X, =@ny Sn— Sne1 >tn, o . Xs, =21, S1— So > t1, Xg, = 0)
=P (X5, = nt1, St — S > tas1 | Xs, =) v
_ ef,\(:cn)twla(xmxnu) (2)

11



Remarque 2.4 : Bilan de la construction et de la définition.

1.

Le temps de séjour dans ’état x est donné par o,, = S, 11 — Sp ~ E(A(x)). Ainsi, le temps de sé¢jour dépend,
a priori, de I’état, de la position = mais est indépendant du passé du processus (X)¢>o.

. A Vinstant S, 11, le processus saute de ’état x vers ’état y (avec x # y) avec probabilité a(x,y) qui est

indépendante de S, 1 — S, et du passé.

(1) traduit la caractére markovien du processus : "conditionnellement a I’état présent, le futur ne dépend
pas du passé".

Dans (2), le terme e~ M@n)tnt1 correspond a la probabilité pour un temps de séjour de loi exponentielle de
paramétre A(z,) d’étre supérieur a ¢, car

]P)(Sn+1 - Sn > tn+1) = e_)‘(xn)tywrl .

Le produit de e A#n)tnt1 et q(z,, 2,41) traduit 'indépendance entre le temps de séjour et le futur état
visité.

. A(z) est appelé tauz de saut & partir de 1'état x.

) est le temps moyen passé dans I’état x avant le prochain saut.
x

. La variable aléatoire X; est bien définie pour tout ¢ > 0 car la suite (S,,)nen tend presque siirement vers

I'infini (la suite (A(z))zecp étant bornée).

2.2 Générateur de Markov.

2.2.1 Définitions

Proposition 2.5 : Propriété de Markov

Un processus de Markov en temps continu (X;);>0 & espace d’états E satisfait les 2 égalités suivantes :

VneN, Vag,..,tn,Tnt1 € E, Y0 <t1 < ... <t, <tlpnt1,

]P(Xt = Tp+1 | th = Tp, ...,th = I‘l,XO = IZ’Q) = P(th+1 = Tp+1 | th = II?n)

nt1
- P(thJrl—tn = Tn+1 | XO - an)

Démonstration.

Nous allons donner les idées principales de cette démonstration qui repose essentiellement sur la propriété de Markov
en temps discret et sur la propriété "sans mémoire" des lois exponentielles.

L’état passé du processus (X;) avant U'instant ¢ est donné par le nombre de sauts avant ¢, disons n, ses états successifs,
disons xg, ..., T, et les temps d’attente dans chacun de ces états. L’état présent du processus est donné par X; = x,,.
L’état futur est donné par I’évolution de la chaine de Markov en temps discret (Yi)k>n issue de x,, et par les
temps d’attente dans chacun de ces états. D’aprés la propriété de Markov pour la chaine en temps discret, 1’évolution
de (Y,,) sachant son état passé ne dépend que de z,,. Les temps d’attente des états z,, Yy, 11, Yii2,... sont donnés
par les v.a. T, X490, Xpnas, ..., ou T := X, 11 — (t = Sy,). Il reste alors a montrer que T conditionnellement aux états
passés, aux temps d’attente passés et & .S, <t et X, 41 > (t —S,) (qui permet d’assurer qu'il y’a eu exactement n
sauts avant t) suit une loi exponentielle de paramétre A(z,,). On utilise pour cela les propriétés des lois exponentielles

D).

O

12



On définit la probabilité de transition de 1’état x vers y sur un intervalle de temps de longueur ¢ par pi(x,y) =
P(X: =y | Xo =x).

On note alors P, = (pi(x,y))s yek la matrice de transition sur un intervalle de temps de longueur ¢.

Remarque 2.6

1. Comme dans le cas discret :
(a) P; est une matrice stochastique;

(b) la loi u; de la v.a. X; est obtenue par le produit matriciel entre la loi initiale ug et la matrice de
transition P; :

pt = po b

2. Comme lapplication ¢t — X; est continue & droite, on a aussi que la probabilité de transition p;(z,y) est
continue a droite en temps que fonction du temps pour tout x,y € E. Donc la limite

= 1.
po(z,y) = lim py(z,y)

_JOsiz#y
1 siz=y

est bien définie.

Proposition 2.7 : Relation de Chapman-Kolmogorov

Soit (X¢); un processus de Markov en temps continu de matrice de transition (P;);>¢. Soit s, > 0. Alors on a :
Piyy = P,P,.

Autrement dit, pour tout z,y € E :

Pris(@y) = Y pul,2) pal2,y)

zelR

Démonstration.
Soient s,t > 0 et z,y € E.
Potit(x,y) =P(Xpys =y | Xo =2)
=Y P(Xiye =y, X1 =2 |Xo=21)

z€FE

:ZP(Xt+S:y|Xt:Z7 Xo=12)P(Xy =2 | Xo=2)

z€E

=) P(Xips=y| Xy =2) P(X; =z | X =x) d’aprés la propriété de Markov

z€E

= Z P(Xs =y | Xo=2) P(X; =2 | Xo=2) par homogénéité
z€E

= ps(z9) pela,2)
zeE
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Théoréme 2.8

Soit (X;)¢>0 une chaine de Markov en temps continu associé & la suite (A(2))zck et & la matrice A = (a(z,y))s,ycE-
Soient z,y € E. L’application ¢ — p;(x,y) est dérivable & droite en ¢t = 0 et cette dérivée vaut :

o p(my) —po(z,y)  JA(x) alz,y) six#y
al@,y) = tl—1>r%+ t o {—)\(x) siz=vy

Lorsque les états x et y sont distincts, cette dérivée est appelée taux de transition de x vers y.
La matrice @ = (¢(2,y))syer est appelée générateur de Markov du processus (X;);>o-

Démonstration.
Nous ne traiterons que le cas x = y. Le cas x # y se traite de fagon similaire.
Supposons que = y.
On suppose qu’a l'instant initial ¢ = 0 et au temps ¢, la chaine se trouve dans 1’état x. Alors soit le processus n’a pas
quitté ’état z, ce qui signifie que le premier temps de saut 7} survient apreés ¢ ; soit le processus a quitté 'état x et y
est revenu, ce qui implique au moins deux sauts avant l'instant ¢. On a donc :
P(Xt:,f | X()ZLL‘):]P)(Tl >t | XOZLL')-‘FP(Tl <t, Th<t, Xy ==z | X():CL').
Sachant que Xy = x, I'instant du premier saut 77 suit la loi exponentielle de paramétre A\(x). On a alors :
P(Ty >t | Xo=2) = e MOt

Lorsque t tend vers 0, on a donc :

P(Ty >t| Xo=2)=1-—Xx)t +o(t).
On a aussi :

]P(T1<t,T2§t,Xt:l‘|X0:£L’) T1<t,T2§t|X0:{L')

<t Tp -1, §t| X():CL')

SZP(T1<t, T, — T <t, XT1:Z|X0:$)
z€FE

< P(
< P(

Soit z € E. Par définition d’une chaine de Markov en temps continu, on a :
Py <t, bo—-Th <t, Xy, =2 | Xo=2)=P(Xp =2 To—T1 <t, |Th <t, Xo=2)xP(Ty <t| Xo=1)
=P(Xp, =z To—T1 <t, | Ty <t, Xo=u1x)x (1—e @)
= (1—e @ q(z,2) (1 — e @)

En utilisant 'inégalité de convexité e > 1 — u et le fait que la suite (A(z)),ecp soit bornée par une constante Ao,
on a, quand t tend vers 0 :

]P(T1<t, T, <t, Xt:l'|X0:.’E)§ZP(T1<t, Ty — 1T <t, XT1:Z|X0:.’E)

zeE
<> (1= a(a,2) (1 - e
z€FE
<D A2) a(z,2) A(z) £
z€FE
< AoA(z)t? Z a(z, z)
z€E
< AoA(z)t?



Ainsi, on obtient bien la limite recherchée,

PX;=x|Xo=2)—-1
, =

—A(z) + o(1).

Définition 2.9 : Générateur de Markov

Un générateur de Markov sur un espace dénombrable E est une matrice Q = (¢(i,7))i jer qui satisfait les
conditions suivantes :

1. 0 < —¢q(i,i) < co pour tout i € F;
2. q(i,7) > 0 pour tout i # j;
3. 2 jer q(i,j) =0 pour tout i € E.

Remarque 2.10

1. Le générateur de Markov @ est entiérement déterminé par la suite (A(x)),cr et la matrice A. C’est une
matrice & coefficients réels positifs sauf sur la diagonale :

yEE y#x yEE y#x
La somme des coefficients d'une ligne de A vaut donc 0.

2. Les termes q(i,j) pour i # j, s’interprétent comme les tauz de sauts de l'état i a I'état j. Les termes
diagonaux ¢(%,4) s’interprétent comme le tauz de quitter l’état i.

3. L’interét du générateur de Markov est qu’il ne dépend pas du temps contrairement aux matrices de
transitions.

4. On peut résumer 'information du générateur par un graphe de transition. C’est un graphe orienté et pondéré
dont ’ensemble des sommets est F.
Exzemple : Le graphe de transition associé a la matrice génératrice

2 1 1
Q=1 1 -1
2 1 -3
est : -
()
\_/
1 1
2 1
(D)
G/ N
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Si chaque temps passé dans un état est strictement positif, on peut avoir une suite d’états avec des temps
d’attente de plus en plus courts et ainsi avoir une infinité de sauts en un temps fini, c’est-a-dire que la suite (S,,),
ne tend pas vers +oo p.s. quand n — +o00. Ce phénoméne est appelé explosion. Ainsi, pour un processus dont les
temps de saut sont donnés par Sy, S1, ... et les temps d’attente par o1, 09, ..., le temps d’explosion ( est défini par

o0
(=sup S, = ZU”‘
n n=1
On dit alors qu’il y’a explosion si et seulement si ( < co.

Exemple d’'un phénoméne d’explosion :

X{(w)

A SRR JORORS SO 0 11
| R
.
o TR,
A NS
o - i

So S 'S) S; S; t

Lemme 2.11 : Condition de non-explosion d’une chaine de Markov en temps continu.

Soit (X¢)¢>0 une chaine de Markov de paramétre A et de générateur Q. Alors (X;);>o n’explose pas si

sup q(i,7) < oo.
icE

Démonstration.
On pose O,, := q(Y,,—1,Yn_1)0on.
Alors 01,0, ... sont des v.a. i.i.d. de loi exponentielle de paramétre 1 et indépendantes de la suite (Y3,),>0 (d’apreés

21).

Comme ¢ := sup ¢(i,1) < 0o, on a
i
oo
q¢ > Z 0, = oo p.s. d’apres la loi des grands nombres.
n=1
Cette égalité montre que le processus (X;); n’explose pas p.s. O
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2.2.2 Générateur de Markov, matrice de transitions et matrice de sauts

Théoréme 2.12 : Equations de Kolmogorov

On considére un processus markovien de sauts de probabilités de transition (P;):>o et de générateur Q. On a la
relation :

(Pt)I:PtQ:QPt

ou (P;)" désigne la dérivée de P; au point ¢ si ¢ > 0 et la dérivée a droite sit =0 :

/ o peys(myy) — (2, y)
(p)'(z,y) = lim S .

Démonstration.
Nous ne traiterons le démonstration que dans le cas ou E est fini.
La relation de Chapman-Kolmogorov s’écrit :

V(x,y) € B, prys(@,y) = Y pi(w, 2)ps(2,y).

z€FE

On dérive cette formule par rapport & s :

V(z,y) € E?, li

h—0 h

o Prrsth (@ Y) = Psre(@,Y) =Y pile) (hm ps+h(27y)h— ps(z,y)) '

zeE

On calcule cette expression en s =0
pour tout z,y € E :

. pt-‘rh(xvy) ph(z7y) _pO(Z,y)
1 li
lim =Y nla s ( im -
z€E
v) =Y pilw,2)q(z,y)
zeE
On en déduit alors que
(Pt)/ - PtQ
La seconde égalité s’obtient en dérivant par rapport a t et en faisant ¢ = 0. O

Remarque 2.13

Si on connait le générateur d’un processus de Markov, on peut trouver les probabilités de transition comme
solutions d’une équation différentielle linéaire & coefficients constants. En particulier, si E est fini, on a

th
:ZHA.

k>0
Exemple :
Si on considére le générateur
-2 1
Q= 1 -1 0
2 1 =3

17



alors on peut calculer la matrice de transitions P;.

Par exemple, en calculant ’exponentielle de la matrice @ et en utilisant les équations de Kolmogorov (2.12)), on
obtient :
e—2t 36—415

4+8

ool w

pt(L 1) =

Remarque 2.14 : Générateur de Markov et matrice de sauts

Dans cette remarque, nous allons présenter une procédure pour obtenir une matrice stochastique a partir d’un
générateur de Markov. Plus précisément, la matrice stochastique obtenue correspond & la matrice de transition P
de la chaine de Markov & temps discret (Y,,)n,>0 qui intervient dans la construction d’un processus de sauts
markoviens.

Soit @ un générateur de Markov, on définit P = (p(4, j))i jer, la matrice de sauts par :

sij#ietq(ii)#0
0 sij#ietq(i,i)=0

p(isd) :{ 0 siq(i,i)£0

1 siq(i,4) = 0.
Exemple :
Si on considére le générateur
-2 1
Q= 1 -1 o
2 1 -3
alors on peut calculer sa matrice de sauts P :
0 1 1
2 2
P= 1 0 0
2 1 0
3 3
et en déduire le diagramme de sauts :
!// 7‘\\
(1)
12 ’
2/3 172

2.2.3 Construction alternative d’une chaine de Markov en temps continu

Dans ce paragraphe, nous allons proposer une autre construction d’une chaine de Markov en temps continu
(Xt)i>0 & partir de la donnée d’un générateur de Markov Q.

18



On pose Xy := Yy, I’état initial du processus ou Y suit une loi exponentielle de parameétre A\ et avec une fa-
mille de variables aléatoires (07,),>1, jer indépendantes qui suivent la loi exponentielle de parameétre 1.

On va construire par recurrence sur n la chaine de Markov en temps continu.

SiY, =4, on pose :

ol = i1 pour j # i
" g 5) ’

: J
Opt1 = info
n+ i n+1»

j si UZH_l =0Opy1 < OO
YnJrl = . .

i Slopy1 =00
Alors, conditionnelement & Y, = i, les variables aléatoires UfL 41 sont indépendantes et suivent des lois exponentielles
de paramétre ¢(7, j) pour tout j # i.
Donc, conditionnelement a Y,, =i, d’apreés 0On+1 suit une loi exponentielle de paramétre ¢(i,4) = >, q(4, ),
Y41 a la méme loi que (p(4,))jcr, €t ont1 €t Yiq1 sont indépendantes, et indépendantes de la suite Yy, ..., Y, et
01, ...,0n, comme voulue.

Remarque 2.15

Cette construction justifie Pappellation des termes ¢(i,j) pour @ # j (taux de sauts de 'état i & 1'état j) et des
termes diagonaux q(i,4) (tauz de quitter l’état 7).

2.3 Deéfinitions générales des processus markoviens.

Soit Y un espace métrique.
On note Dy l'espace des trajectoires possibles pour le processus, c’est-a-dire I’ensemble des fonctions continues a
droite et avec des limites & gauche en tout point de [0, +oo[ dans Y :

Dy ={w:[0,400[— Y | w(t) = li{% w(s) et lalimite w(t™):= 1i}% w(s) existe}.
S S
On appelera les éléments de Dy des trajectoires cadlag.
On munit Y de la tribu borélienne associée. On munit Dy de la tribu F engendrée par les applications w — w(t)
pour tout t > 0 :
F=0c(w(®)|wr—w(t), t>0).

Sur lespace de fonctions Dy, on note X, = (X, | t > 0), 'ensemble des trajectoires définies par X;(w) = w(t) de
loi P et F; = 0{X, | 0 < s <t} la tribu engendrée par les trajectoires jusqu’au temps ¢. On note que P* est une
mesure de probabilité sur (Dy,F).

On introduit également [’opérateur de translation ©; : Dy — Dy définie par O:(w(s)) = w(s + t).

Pour un événement A € F, 'image inverse

0;1(A) = {w e Dy | B;(w) € A}

correspond & I’événement "A se réalise a partir du temps ¢ ".
Remarque : On a vu, (d’aprés , que la tribu F est égale a la tribu borelienne B(Dy).
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Définition 2.16 : Processus de Markov

Un processus de Markov est une famille {P* | 2 € Y} de mesures de probabilité sur Dy qui possédent les
propriétés suivantes :

1. PP{w € Dy |w(0) =z} =1,

2. Pour tout A € F, la fonction & — P*(A) est mesurable sur Y,

3. P*[0;1(A) | Fi](w) = P*®(A) pour P*-presque tout w, pour tout = € Y et pour tout A € F.

Remarque 2.17

Dans la définition précédente, la propriété 1. signifie que x est I’état initial du processus sous la mesure P?; la
propriété 2. répond & des contraintes de mesurabilité et 3. est la propriété de Markov.

Définition 2.18 : Autres définitions

1. Pour commencer un processus a partir d’une loi initiale p différente d’une masse de Dirac §(x), on définit
sur Dy, la mesure P* par :

Pr(A) = / P*(A) p(dz) pour tout A € F
Y

2. La probabilité de transition p:(x,dy) est défini pour tout ¢t > 0,2 € Y et tout borélien B C Y par

pi(z, B) = P*{X, € B}

Proposition 2.19 : Equation de Chapman-Kolmogorov

Soient s,t >0, x € Y et B C Y un borélien. Alors on a :

pasilr, B) = /Y pa(y. B) pu(,dy)

Démonstration.
Soient s,t > 0, x € Y et B CY un borélien.

psit(x, B) =P(Xs4+ € B | Xog = 2)

P(Xs41 € B, Xy €dy | Xo =1)

P(Xs4:t €B| X €dy, Xo=2) P(X; €dy | Xog =2x)

P(Xs4t € B| X: €dy) P(X; € dy | Xo =) d’aprés la propriété de Markov

P(X; € B| Xo € dy) P(X; € dy | Xg = z) par homogénéité

Il
— S S e —

ps(ya B) pt(1'7 dy)
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3 Processus de Poisson.

Cette section s’inspire essentiellement du cours [4] et du livre [2].

3.1 Définitions et constructions du processus de Poisson.

Définition 3.1 : Processus de Poisson homogéne d’intensité A

Un processus de Poisson homogeéne d’intensité A €]0, 400 est une chaine de Markov en temps continu N; sur
Pespace d’états N et de générateur @) définie par ¢(j,j + 1) = X et ¢(j,j) = — pour tout j € N.

Construction du processus de Poisson N;.

Cette construction s’appuie sur les mémes idées que celle de la chaine de Markov en temps continu.

Soit (Y;);en une suite de variables aléatoires discrétes et déterministes définie par Y; = j pour tout j > 0.
On introduit aussi une suite (X)), en de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de paramétre A.

On pose

So=0
S, = X1+ ...+ X,, pour tout n > 1.

On définit alors pour tout n € N
Ny =n pour S, <t<S,i1.

On a construit une chaine de Markov en temps continu de paramétre A et de matrice de saut P = (p(¢, 7)) jen
définie par p(%,7 + 1) = 1 pour tout ¢ € N, le processus (Y;), étant déterministe. A partir de cette matrice de sauts,
on en déduit, d’aprés que le générateur de Markov est la matrice () définie ci-dessus.

Remarque 3.2

L’intensité du processus de Poisson s’interpréte comme le nombre moyen d’événements qui se produisent pendant
un intervalle de temps de longueur unité c’est-a-dire

E[Nt+1 - Nt] = )\

Remarque 3.3 : Définition équivalente du processus de Poisson

La construction précédente donne, pour tout ¢t > 0 :

n

Ny = Z n s, .s,..((t) = Z Zﬂ[snas7l+1[(t)
n=0

n=1 j=1
- Z Z ﬂ[snysn+1[(t) = Z ]l[Sj,-i-oc[(t)
Jj=1n=j j=1

= Tjo(S)).
j=1

Cette derniére égalité suggére un point de vue différent pour définir un processus de Poisson. On peut ainsi
considérer 'ensemble {S;};cs ot J est une partie de N, comme un ensemble de points aléatoires sur ]0, 4+o0[ et
définir N; comme le nombre de ses points sur U'intervalle |0, T'.
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On peut généraliser la remarque ci-dessus en définissant une mesure de comptage aléatoire N(.) par
o0
N(B) = Z]IB(Sj) pour tout borélien B CJ0, ool.
j=1

La construction précédente Ny = N(]0,t]) est alors le cas particulier on B =]0, ¢].
Autre construction du processus de Poisson N;.

La remarque ci-dessus donne une construction différente du processus de Poisson.
Soit ]0, +oo[= U2, U;, la décomposition de ]0, co[ en unions d’intervalles bornées deux & deux disjointes. Pour tout
i, on définit (t})1<k<oo une suite de variables aléatoires, uniformément distribuées dans l'intervalle U; et tel que
toutes les variables aléatoires (t};)lg,;Koo soient indépendantes. Soit {K;};, un ensemble de variables aléatoires
indépendantes et indépendantes des (})1<i k<co, de loi de Poisson de paramétre A |U;| ou | - | est la mesure de
Lebesgue. L’ensemble de points qui définit le processus de Poisson est ’ensemble

T={ti]i=12,.., 1<k<K;}

ou la fonction de comptage
oo K;

Ny =" o (th)-

i=1 k=1

Proposition 3.4

Les deux constructions du processus de Poisson sont équivalentes.

Démonstration.
Admis. O

Remarque 3.5 : Bilan sur les différents point de vue pour un processus de Poisson

On pourra désormais alterner parmis ces 3 points de vue d’un processus de Poisson sur ]0, +oo] :
1. Une suite ordonnée d’instants de sauts séparée par des durées aléatoires : 0 < S1 < S < ....
2. Un ensemble aléatoire : S = {51, 52 ...} ;
3. Une fonction de comptage : Ny = Card(T N]0,t]).

Représentation graphique :

Niw)
4 - —
" .
S=0_S Y s ‘
X X, X X, :
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3.2 Propriétés du processus de Poisson.

Lemme 3.6

La loi des n premiers instants de saut (S, ...,.S,,) est donnée par la densité f,(t1,...,t,) = A\"e M lgy, <. <4, -

Démonstration.

On sait que les variables aléatoires X; = S; —S;_1 sont i.i.d. de loi exponentielle de paramétre A\. On va déterminer la
loi de (51, ..., S,) alaide de celle de (X7, ..., X,,) par le changement de variables (z1, ..., x,) — (¢1,...t,) défini par
ty = 21+ ... + T ol 7} =t —tr_1 pour tout k € [1,n]. On a bien un C!-diffSomorphisme de D = {0 < t; < ... < t,}
dans A = (R%)™ dont le jacobien vaut 1 (c’est un systéme linéaire triangulaire).

Alors pour toute fonction borélienne intégrable h, on a :

E[h(S1, ..., Sn] = E[h(X1, X1 + Xa, .., X1 + ... X30)]

n
h(z1, 21 4+ 2, ...,x1 + ... + T4) H e Mrdry..dx,
k=1

B(ty,...,tn) N\ e~ Nndty .. dt,

Rty tn) N € Ml g oy o cq, dby...dbydty..dty,

I
ST I

ce qui achéve la preuve. O

Proposition 3.7

Conditionnellement a 1’événement {N; = n}, la loi du vecteur (Si,...,S,) des n premiers instants de saut
d’un processus de Poisson est la méme que celle du réordonnement par ordre croissant d’une suite de n v.a.
indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, ¢].

Autrement dit, si on tire des variables aléatoires Uy, ..., U, indépendantes de loi uniforme sur [0, ] et si on les
réordonne en posant

Y= min X; <Y <..<Y, = max X;
LG 2 T<i<n” Y

alors la loi conditionnelle de (S, ..., S,) sachant N; = n est la méme que celle de (Y7, ..., Y},).

Démonstration.
La densité de probabilité du vecteur aléatoire (S, ...S,,) étant donné par on calcule pour une fonction A borelienne
intégrable :

E[h(S1, ..., Sn)In,=n] = E[A(S1, ..., Sn) L1, <t<T,]

/ » h(tl, t27 . tn)ﬂtngt<tn+le_M""H/\n+110<t1<m<t"+1dtl...dtn+1.
R+’I‘L
On intégre par rapport a ¢,,41 :
o0
E[R(S1, ey Sp) N, =n] = / h(ty,ta, ..., tn)]lo<t1<,__<tn§tdt1...dtn/ e Mot \n gy
R+n t

:/ h(t1,ta, s tn)loct, <. <, <t€ NN Tty .. dt,.
R+’!L
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—)\t)\n

e
En divisant cette expression par P(N; = n) = T on obtient I’espérance conditionelle :
nl
n!
E[M(T1,...,Ty) | Ny = n] :/ h(ty,ta, --~7tn)t710<t1<...<tn§tdt1~~~dtn.

La densité du vecteur (S, ..., Sy) conditionnellement & N,, = n est donc

n!

gty .tn) = ﬁﬂ0<t1<...<tn§t~

Montrons & présent que g est aussi la densité du réordonnement de n points tirés uniformément au hasard sur [0, t]. La
densité du vecteur (Ut ...,U,) est ™" sur le pavé [0,t]”. On divise ce pavé en n! secteurs (Si)1<k<n! correspondant
aux permutations des (u;); et on fait sur chaque secteur le changement de variable (u1,...,un) — (Y1,..., Yn)
(réordonnement par ordre croissant) dont le jacobien vaut 1 :

1
Eh(Y1, ., Vo)l = Y / W (1) s T (m)) g 21
1<k<n!” Sk
1
:n!/ h(yl,...,yn)t—ndyl...dyn,
0<y1<...<yn

ce qui achéve la preuve. 0

Proposition 3.8

Soit (N¢); un processus de Poisson d’intensité A.
Pour tout ¢t > 0, Ny, ~ P(A 1) :
e (A"

Yn>0, PN;=n)=e ‘
n!

Démonstration.
Soit (N¢); un processus de Poisson d’intensité A.
On sait que
Sn = X1+ ...+ X,, pour tout n > 1.

ol (X;);en est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de paramétre A.
Alors S, ~ T'(n, \) pour tout n > 1 d’aprés
Par ailleurs, ’événement {N; > n} est égal & {S,, <t} dont on connait la densité. On a alors :

P(N; > n) =P(S, <t)
t /\nxn—le—/\x
= / ————dz puis par intégration par parties :
o (m—=1)!
/\ntnef)\t
Tl
)\ntne—)\t

n!

+ P(Sp41 < 1)

+P(Ne >n+1)

On obtient donc :
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Théoréme 3.9 : Propriété de Markov

Soit (N¢); un processus de Poisson d’intensité A.
Pour tout s > 0, (Ngys — Ng)¢>0 est aussi un processus de Poisson d’intensité A et est indépendant de (N, | r < s).

Démonstration.
Soit (Ny): un processus de Poisson d’intensité A. Soit s > 0.
Posons N; = Ngiy — Ns.
Soit 7 > 0.
Ona:
{Ns = Z} = {Sz <s< SZ‘+1} = {Sl < 8} N {Xi+1 >S5 — Sz}

On considére les événements N, = Z;Zl Iy, < pour 7 < s et les temps d’attente X1, X27 ... de Nt définies par

Xi=Xip1—(s—-8:), X,=X;1n, pourn>2,

et représentés dans le diagramme suivant :

X X
. Xis1 : Xi .
e f > -

On sait aussi que les temps d’attente X1, X5... sont indépendants et suivent la loi exponentielle de paramétre .

Montrons que X1, Xo, ... sont i.i.d. de loi exponentielle de paramétre X et indépendant de X1, Xo....

D’aprés on a que X;11 — (s — 5;) sachant {X;41 > s —5;} = {Ns; = ¢} suit la méme loi que X;11.

Ainsi, conditionnellement & { N, = i}, (IN;); est un processus de Poisson d’intensité ) et indépendant de (N, | r < s)}.
O

Proposition 3.10 : Quelques propriétés du processus de Poisson.

Soit (N¢); un processus de Poisson homogéne d’intensité A.
P1 : Pour tout ¢ > 0, la variable aléatoire IV; est finie presque surement.

P2 : (Ny); est un processus de comptage pour presque tout w € € c’est-a-dire que les trajectoires
t — N¢(w) sont a valeurs dans N := {0, 1, ..., 00}, croissantes, continues a droites, nulles en 0 et de sauts de

taille 1.

P3 : Si N,- désigne la limite & gauche au point ¢ de la fonction N;, alors pour tout ¢ > 0 on a
Ny = N;- presque surement.
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P4 : (Ny); est un processus & accroissements indépendants c’est-a-dire que pour tout k& € N et pour
toute suite d’instants 0 < ¢; < ... <t les accroissements Ny, — Ny, ..., Ny, — N, _, sont des v.a. indépendantes.

P5 : Les accroissements du processus (NV;); sont poissonniens, c’est-a-dire que pour tout s, > 0 tel
que s < t, la variable aléatoire Ny — N, suit la loi de Poisson de paramétre A(t — s).

P6 : (IV;); est un processus homogéne ou & accroissements stationaires :
VO S tl < tQ, S 2 07 Nt2+s — Nt1+s ~ NtQ — Ntl-
P7 : (N¢): est un processus d’événements rares :
P(Nt+h — Nt > 2) = O(h) Vit > 0.
Démonstration.

Soit (N¢): un processus de Poisson homogéne d’intensité A.
P1 : D’aprés la loi forte des grands nombres, la suite (S,,),, étant i.i.d. de carré intégrable, on a :

Sy pes, 1 5,
= p—)]E[Xl]:X:>Sn p—>+OO
n
= Z 1g,<¢ <oo p.s.

n>1

= N, < oo p.s.

P2 : Par construction, les trajectoires t — N;(w) sont & valeurs dans N et de sauts de taille 1.
Soient s,t > 0 tels que s < t.

Ns = Z IlS,,Lgs < Z IlSngt = Nt

n>1 n>1

d’ou les trajectoires croissantes.
On a aussi d’apres le théoréme de convergence dominée

lim Nt = lim Z ]lsngt = Z ]IS,LSa = Naa

t—at t—at
n>1 n>1

ce qui prouve la continuité a droite des trajectoires.
Enfin, les trajectoires sont nulles en 0 car P(Ng =0) =1—-P(Ng #0) > 1-P(X; =0) = 1.

P3 : Soit w € Q.

On pose A(w) :={t € R | Ny # Ny-}.

L’aléa étant fixé, on a A(w) = {S,(w), n>1}.

Or pour tout ¢ > 0, on a presque surement, P(S,, = t) = 0 pour tout n € N.
On a donc presque surement, AN {t} = @. Donc N; = N,- presque surement.

P4 et P5 : Soient 0 < t; < ... <t, et kq,..., k, des entiers.
On cherche a calculer
P = P(Nh = khNtz - Nt1 = klv "'7Ntn - Ntn71 = kn)

Posons 11 = k1,ro = k1 + ko, ..oyt = k1 + ... + k.
On obtient alors :
P = P(Ntl = Tl,Nt2 =T, -~-7Ntn = ’I"n)
= P(Ntl = 7’1,Nt2 = ’]"2,...,Ntn_1 =Tn—1 | Ntn = Tn)]P)(Nt = Tn)

n
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D’aprés la définition de N¢, on a

P=P(S,, <t1 <Sp, +1,..,8, _, <tn1<Sp,_,+11]8,, <t, <S5, + 1PN, =r,)

n—1 Tn —

D’apreés on sait que la loi des n premiers instants de sauts (S, ..., Sy,), conditionnelement a {N; = n} est la méme

que celle du réordonnement croissant d’une suite de (k;)1<i<n de n v.a. indépendantes et de méme loi uniforme sur
[O§ tn] :

On cherche donc la probabilité que parmis k,, uniformes indépendantes, il y’en ait ky dans [0, ¢;], ko dans [t1,ts],....kn
i —tic1

dans [t,—1,tn]. La probabilité pour que chaque variable uniforme d’appartenir a l'intevalle [¢;_1, ¢;] est p; := "
n

On a donc

k
. prtP o~ Mn (Atn)"™
O !

. — ti_l)]kief)\(tiftifl)

n—1
A
- 1;[1 k)

P=

ce qui achéve la preuve.
On a montré que les accroissements (Ny, — Ny, ,);>1 sont indépendants et suivent la loi de Poisson de paramétre
respectif A(t; — t;_1).
P6 : Pour tout 0 < t; <t, s >0, on ad’aprés P5, Ny, — Ny yo ~ P(A(t2 +5 =11 —5)) = P(A(t2 — t1)).
On a donc Nt2+s — Nt1+s é th — Ntl-
P7 : Soit t > 0.
On a, d’aprés P5 :
P(Nyyn — Ny =0) =e M =1-Ah+o(h),
P(Nyyn — Ny =1) = (Ah)e ™ = Ah 4 o(h).

On a alors
P(Nt_;,_h - Nt Z 2) =1- ]P(Nt_;,_h - Nt == O) - ]P)(Nt_;,_h - Nt = 1) == O(h)

Remarque 3.11

On peut aussi définir un processus de Poisson comme étant un processus stochastique vérifiant P2, P4 et P6.
La démonstration de cette équivalence de définitions ne sera pas traitée ici.

Théoréme 3.12

1. On suppose que {7;} est une famille de processus de Poisson mutuellement indépendants sur |0, 00|
d’intensité respective A;. On définit A := Zj Aj < oo et on note 7 = U;7T;. Alors T est un processus de
Poisson d’intensité A. De plus, pour tout temps 0 < s < oo, la probabilité que le premier point de 7 suivant

le temps s proviennent de 7; est de 7]

2. Soit T un processus de Poisson d’intensité A, et soit (p;); une loi de probabilité sur N. A chaque ¢t € T, on
associe une v.a. Y; € N qui vérifie P(Y; = i) = p;.
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On pose alors 7; = {t € T | ¥, = i}. Alors {7;} est une famille de Processus de Poisson mutuel-
lement indépendant d’intensité respective p; \.

Démonstration.
Nous allons démontrer ce théoréme dans le cas de deux processus de Poisson vus comme des fonctions de comptage.

1. Soient (N}) et (N?) deux processus indépendants, de paramétre respectif A; et A2. On va montrer que pour
tout t e Ry, Ny = N1 + N2 est un processus de Poisson de paramétre A = A\ 4+ Ao.
11 est clair que le processus somme (V;) est & accroissements indépendants. Vérifions maintenant que (IV;) est
un processus a accroissements stationnaires.
Pour tout 0 < t; < ty et pour tout s <0, on a

Nizts = Neyys = Nt12+e Nt22+s*(Nt11+s Nt21+9)
(Nt12+8 Nt11+s) + (N1522+s N1521+s)

~P(A1(t2—t1)) ~P(A2(t2—t1))

Puis par somme de deux v.a. qui suivent une loi de Poisson, on obtient :
Nt2+8 - Nt1+S ~ P()‘(tQ - tl))

et donc, d’apres [3.11} (IV;) est bien un processus de Poisson de paramétre \.

2. Soit (N;) un processus de Poisson de paramétre X\. On associe aux instants de saut (S, )nen de ce processus
une suite de variables de Bernoulli (Y;,)nen de paramétre p, indépendantes, indépendantes du processus (IV¢),
et de méme loi :

vneN, P(Y,=1)=p, PY,=0)=1-p

Soit N}, respectivement N2, le processus dont les instants de saut sont les (S,,) tels que Y,, = 1, respectivement
Y,, = 0. Montrons alors que (N}) et (N?) sont des processus de Poisson de paramétres A\; = Ap et Ay = A(1—p)
respectivement.

Il est clair que la suite des temps d’attente du processus (N}!') ou (N?) est une suite de variables indépendantes.
Il faut encore montrer que ces intervalles de temps d’attente suivent des lois exponentielles de méme parameétre.

Supposons que Y;, = 1, considérons I'instant de saut S,, et notons X le temps d’attente aprés S,, du processus
(N}!) et X1, Xo, ... les temps d’attente aprés les temps de saut Sy, Spy1, ... - La loi de X est donnée par :

P(X >t) =Y PHUX >t} N {Yoy1 =0} NN {Voppo1 =0} N {Vpe = 1})
=3 PUX1+ .+ X >t} N {Yopn = 030 N {Yppm1 = 0} N {Y,pp = 1})
= iIP’(Xl + ...+ X > t)(1 —p)*'p par indépendance

> )\u k—1
= Z / )\ e Mdu daprés [

k=1
> A1 —p)u)k—t
= /t )\pe_)‘";(((k)l)).du d’aprés Fubini-Tonelli
_ /OO )\pef)\u A1 p)udu
t
:/ Ape Uy
t
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On en déduit que X suit bien une loi exponentielle de paramétre Ap et (N}) est un processus de Poisson de
paramétre Ap.
O

On introduit les notations suivantes :

FY =o{Ns;; 0<s<t}
:U{Nt,ShSZ;“-aSNt}

Définition 3.13 : Temps d’arrét

Etant donné un processus de Poisson {NN;, ¢ > 0}, on appelle temps d’arrét une v.a. T a valeurs dans R U {+oo}
qui posséde la propriété suivante
vteR,, {T <t}eF).

Remarque 3.14

Pour tout t € Ry, T' =1t est un temps d’arrét.
Pour tout n, S,, est un temps d’arrét.

A tout temps d’arrét T de { Ny, t > 0}, on associe la tribu des événements "déterminés par la trajectoire { Nyin(t, 1), t >
0} arrétée a T" :
FN ={AcFN: An{T <t} e FN, vt >0}.

Théoréme 3.15 : Propriété de Markov forte

Soit {N¢, t > 0} un processus de Poisson d’intensité A, et 7' un temps d’arrét de {IV;}. Sur 'événement {T" < oo},

on pose pour tout ¢ > 0
N}! = Npyy — Np.

Conditionnellement a {7 < oo}, {NJI, t > 0} est un processus de Poisson d’intensité A, indépendant de FX.

Démonstration.
On sait que le résultat est vraie si 1" est constant.
Supposons que T prend ses valeurs dans une suite croissante (¢;, j > 1) de réels positifs. Comme T est un temps

d’arrét, on a
{T=t;} ={T <t; N{T <t;..} e F}).

Soit A € .7:%’, 0<m <..<metng,..,n dans N.

l l
P (Aﬁ (ﬂ{Nf; an})> = ZP (‘{T:tj}ﬁAm (ﬂ{th+Tk — NV, an}>>
k=1 J k=1
l
= ZP({T = tj} NA)P (n{th+Tk _th = nk})
7 k=1

l
= ]P)(A)HD (ﬂ{NTk = le}) :

k=1

On a utilisé le fait que {T' =t; N A} € ]:t];[ pour la seconde égalité, et le fait que le second facteur de ’avant derniére
expression ne dépend pas de t; par stationnarité des accroissements de {N;}.
On a établi le résultat pour un temps d’arrét prenant ses valeurs dans une suite croissante d’instants. On peut
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néanmoins approcher tout temps d’arrét T' par une suite décroissante (T,),, de temps d’arrét de cette forme. En
effet, pour tout n, posons :

T, = Z k27" L [(k—1)2-n<T<k2-7]-
keN

Le calcul ci-dessus reste vrai pour le temps d’arrét 7T;, car
T <T,= Fy CFp.

On a donc

1 l
P (A N (AN = nk})> =P(A) P (ﬂ {N,, = nk}> .
k=1 k=1
On peut passer a limite quand n — oo dans le membre de gauche par continuité des trajectoires {IN;, ¢ > 0} ce qui
achéve la preuve. O

3.3 Construction d’une chaine de Markov en temps continu & partir d’un processus
de Poisson.

Cette construction, dite construction graphique, utilise le méme procédé que la construction du processus d’exclu-
sion qui sera traitée dans la section suivante.

Soit (2, H,P) un espace de probabilité.

On note 7, ) un processus de Poisson dont les sauts s’effectuent de I'état x vers I'état y.

On définit sur cet espace, une famille de processus de Poisson indépendants sur |0, 00[, {T(,,) | (z,y) € E?, x # y}.
Les taux de sauts du processus 7,y sont donnés par q(z,y) = A(z)a(z,y).

Construction graphique :

Pour chaque = € E, on associe un axe temporel [0, co[ définissant ainsi I'espace produit E X [0, ool.

Pour tout ¢ € 7, ), on crée "une fleche" notée ((x,1); (y,t)) qui part du point (z,t) et qui arrive au point (y,t).
Pour tout état initial z, on définit un chemin (¢, XF) pour ¢ € [0, oo[ sur l'espace produit [0, co[x E qui évolue avec
un taux de 1 le long de ’axe temporel et saute instantanément a chaque rencontre avec une fléche sur le point qu’elle
désigne.

Construction explicite du chemin :
On se donne un état initial x.
On définit le chemin X} de la maniére suivante :
on pose Tp :=0, yo:=z et X§ :=1yo;
on note T} le premier instant qu’une fleche part de (yo,¢). On suppose que la fleche pointe vers le point (y,t).
On pose alors :
XF =y pour Tp <t < T}
Xt =y

On répéte alors les mémes étapes :
Soit T3 le premier instant qu’une fleche part de (y1,¢). On suppose que la fleche pointe vers (ys,1).
On pose alors :

{Xf =1y pour 11 <t <Th

X%z = yg.
En réitérant, on obtient une suite de données temporelles : 0 =Ty < T1 < T3 < ...,

et d’états : x = yo,y1, ---,
qui possédent les propriétés suivantes pour tout 7 :
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v aucune fleche ne part du point (y;,t) pour T; <t < Tji1;

V (i Tig1); (Yir1, Tig1)) est une fleche.

Le chemin est alors défini par :

th =y, pour T; <t < Ti+1-

Graphiquement, si les croix représentent les processus de Poisson et si le chemin est représenté par les segments

rouge, on obtient :

t t t t
K ——————— >
X-—=---= -
- — — — — — — =
T6 PG o0 o-0—0 0o o-)
D
T5 4 g0 ooo +H+o—x
T4 1 ><Q'—H-O—H—0 o—o—op>|
X—————m >
K
T3 - P o—o-o 0—0-0 o0 -o-)
T2 £+ oo oo o-00 o HX
¢ — —— —— —
7’1 4 ){0-0—0—0—0 e &
K——————- »
T0= 0 >
Yo 3 Yo N E
Vs »2
Y4

Remarque : on a choisi une représentation graphique "simple" dans le sens ou seuls les états voisins peuvent étre
reliés par des fléches. En fait, on doit aussi considérer tous les processus de Poisson entre des états qui ne sont pas

voisins (entre yo et y3 par exemple).

Théoréme 3.16

Le chemin X7 définie ci-dessus est un processus de Markov qui posséde la propriété suivante :

aprés un saut d’un état x, le temps attendu en x suit une loi exponentielle d’espérance

, est indépendant du

b
A(z)

passé, et 'état d’arrivé y est selectionné avec une probabilité a(z,y) indépendament du passé.

Démonstration.

Nous allons commencer par montrer que X7 est un processus de Markov.
On note T ={T(zy | 7,y € E?, x # y} ensemble des processus de Poisson.
On note #H; la tribu associée au processus de Poisson sur l'intervalle de temps ]0, ¢].

On note O4 l'opérateur translation défini par O4(N;) = Ny L'effet de cet opérateur sur 'application de comptage
et sur ’ensemble aléatoire est de réinitialiser le temps initial au temps s :

Os(N(t,u]) = O5(Ny) — Os(Ny) = N(s+t,s +
Os(TM)={t—s|teT, t>s}

D’aprés la construction de X[, on peut considérer X7 comme une famille d’applications déterministes G;.
Ainsi, X7 = G¢(x,T) : Gy construit Pétat X7 a partir de 1’état initial = et de T.
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On a alors py(x,y) = P(X] = y) = P(G(x,T) = y).
On va constuire X7, en deux étapes, de 0 & s puis de s & s + ¢. On remarque d’abord que

X§+t = Gt(X;:a 68(7))-
On a donc

P(XZ, =y | Hs) =P(G(XT,04(T)) =y | Hs)
=pe(X5,y)

La derniére égalité résulte des remarques suivantes :

v X7 est Hs-mesurable;

v O4(T) est indépendant de H car ©4(7T) ne dépend que des processus de Poisson définis sur |s, oo et que des
processus de Poisson définis sur des ensembles disjoints sont indépendants ;

v O4(T) suit la méme loi que 7 car Gy ne dépend que de (Ns — No)ge(o,) et pas de Ny par construction du processus
de Poisson.

Cette égalité montre que X est un processus de Markov avec probabilité de transitions p:(z,y).

Montrons & présent la propriété de ce processus.
Comme pour la construction du processus, on suppose que X7 = y,. La construction du chemin & partir du temps
T,, est donnée par

X7, 41 = Gi(yn, 01, (T)).

Comme T,, est un temps d’arrét pour le processus de Poisson, on a, d’aprés la propriété de Markov forte (3.15)), que
O, (T) est indépendante de Hr, . De plus, on a vu ci-dessus que O, (7)) suit la méme loi que 7.
Alors, létat y,, est Hr, -mesurable, donc le processus de Poisson translaté O (7) est aussi indépendant de Hr, .

Posons alors z = y,. D’apré appliqué aux processus {Or, (7(..,)) | ¥y € E} et Or, (T2) := UyO1, (T(54)), on a
que O, (7>) est d'intensité > g(z,y) = A(2).

Alors T},41 — T}, suit la loi exponentielle de paramétre A(z).

Toujours d’apreés la probabilité pour qu’'une fleche parte du point (z,7},+1) et arrive au point (y,T,+1) est

q(z,y)

a(z,y). En effet, la probabilité que le premier point de O, 7. provienne de O, 7., est o) a(z,y). O
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4 Processus d’exclusion.

4.1 Construction du processus d’exclusion.
4.1.1 Idées générales

On se donne une matrice de probabilités de transition P = (p(,y))s yer sur un réseau E = Z% c’est-a dire une
matrice a coefficients positifs vérifiant }° 5 p(z,y) =1 pour tout z € E.

On suppose que pour tout x,y € E, p(z,y) est :
1. invariant par translation : p(x,y) = p(0,y — )

2. de rang fini : il existe un ensemble fini B? C E tel que p(0,z) = 0 pour tout « ¢ BP.

On va construire un processus de Markov selon I'idée suivante. Des particules sont placées en certains points de E';
on appelera ces points des sites, avec la seule contrainte que deux particules ne peuvent pas occuper le méme site.
Chaque particule attend un temps aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramétre 1, indépendament des autres
particules, avant de sauter sur un autre site. Plus précisément, si la particule est en x, elle choisit un nouveau site y
avec probabilité p(x,y). Si le site y est libre, la particule saute en y et si le site y est occupé alors la particule reste
en z et attend un nouveau temps aléatoire, de loi exponentielle, indépendament du passé et du reste du systéme
avant d’essayer de sauter sur un autre site. Toutes les particules du systéme sont régies par ce cycle d’attente et de
sauts. Les temps d’attente et les choix du site lors des sauts sont mutuellement indépendants et indépendant du
reste du systéme. Les interractions entre les particules répondent au principe d’exclusion : les sauts de particules sur
des sites déja occupés ne sont pas autorisés. Sans cette régle, toutes les particules évolueraient "simplement" comme
des chaines de Markov définies sur E avec des probabilités de saut données par la matrice P.

Comme les temps d’attente sont donnés par une loi a densité continue ; deux particules ne peuvent pas essayer de
sauter en méme temps avec probabilité 1, donc on ne considérera aucun conflit entre deux particules qui souhaiteraient
aller sur le méme site vacant.

On peut supposer que p(0,0) = 0.
On peut ainsi définir un autre noyau de transition

p(0,z)

5(0,0) =0 et ﬁ(o,x):m

Vo # 0.

Ce noyau de transition permet de supprimer les cas ot une particule saute de nouveau sur son site : ce cas n’ayant
aucun effet sur la configuration du systéme. On continuera de noter p(z,y) les probabilités de transition.

Définissons a présent 1’état du systéme comme un ensemble de sites occupés ou vacants. Pour tout x € F,
on définit n(x) := 1 si x est occupé et n(z) := 0 si z est vacant.
On introduit alors la configuration du systéme

n:={n(z) |z € E}
sur lespace d’état X = {0,1}.

L’objectif de cette section est de construire rigoureusement un processus de Markov 1, = (n:(x)),c g répondant au
mécanisme présenté ci-dessus.

Remarque 4.1

L’espace d’états X n’est pas dénombrable donc 'existence d’un tel processus n’est pas garantie par les constructions
précédentes.
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4.1.2 Représentation graphique du processus d’exclusion

Soit E7 := {(z,y) € E? | p(x,y) > 0}, Iensemble des paires de sites pour lesquels des sauts sont possibles.
Soit (€2, H,P) I'espace de probabilité sur lequel on définit une famille {7, . | (=,y) € Eg} de processus de Poisson
mutuellement indépendants définis sur I'intervalle de temps [0, oo[. Le processus de Poisson 7, ,) est homogéne et
d’intensité p(x,y). Les temps de saut de 7, sont les temps aléatoires pour lesquels il peut y avoir un saut entre x
et y.

On pose :
7:(: = U Ta:,y)a
Y

qui est 'ensemble des temps pour lesquels une particule peut sauter de I’état x (si x est occupé). C’est un processus
de Poisson d’intensité >, p(z,y) = 1.
On pose aussi :
!
T, = U (T(:L’y) U T(ym)) J
y
qui est I’ensemble des temps pour lesquels une particule peut sauter de x ou arriver en z. C’est un processus de
Poisson d’intensité Zy(p(x, y) +p(y,z)) = Ey p(z,y) + Zy p(0,z —y) = 2 (d’aprés 'hypothése d’invariance).

D’aprés associer des processus de Poisson indépendants 7, ) & chaque aréte (z,y) (Cas 1) est équivalent
a associer un processus de Poisson 7, d’intensité 1 pour chaque site z, puis associer chaque t € T, a une aréte
particuliére (z,y) avec probabilité p(z,y) (Cas 2). Heuristiquement, a la place d’avoir une horloge en x puis choisir
aléatoirement un site y avec probabilité p(z,y) quand I'horloge sonne, on attache des horloges & toutes les arétes
(z,y) possibles et on saute lorsque I'une d’elles sonne.

Graphiquement, les deux points de vue se représentent ainsi : (on continue de dessiner la trajectoire en rouge et de
représenter les processus de Poisson par des croix ou des fléches en pointillées)

¢ t
I pxy) |P(x.y2)
Vi X V2 E N1 X Y2 E
Cas 1 Cas 2

Soit w € Q2 (autrement dit, on fixe un ensemble {7, ,} de processus de Poisson).
En négligeant les ensembles de P-mesure nulle, on fait la supposition suivante :

Remarque 4.2 : Hypothéses importantes

Pour tout « € E, on suppose que 7, contient seulement un nombre fini de temps de saut dans tout intervalle
borné ]0, T, et on suppose aussi que deux processus distincts 7, ) et 7(, ) n’ont pas de temps de saut en
commun.

On fixe une configuration initiale n € X.
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La représentation graphique consiste en la construction suivante. A chaque x € E, on attribu un axe temporel
vertical. A chaque temps de saut ¢ € 7, ), on dessine une fleche de (x,t) vers (y,t). On place notre configuration
initiale en t = 0. Une fois le processus commencé, toutes les particules montent verticalement le long de leur axe
temporel & la méme vitesse. Quand une particule rencontre une fleche en (x,t) et pointant vers (y,t), elle bouge
instantanément le long de la flache pour arriver en y si le site y est libre, ou reste en z si le site y est occupé. Ainsi,
chaque particule décrit une trajectoire dans le graphique.

Graphiquement, si I’on se donne une configuration initiale avec trois particules (une verte, une bleue et une rouge),
on peut représenter leur trajectoire respective en suivant le procédé décrit plus haut :

—0—0 - o—0—0 =
G = o =
= — = — — —
P -»>
—————— -
- — — — — — ]
CP R —— &o—o—ooo—o-oo-
—————— -
fpm0m0 - =m0 &
O Pl = = = —— ]
= o —

Problémes de cette construction :

Supposons que 'on calcule 7;(0) pour ¢ > 0.

Cette valeur est potentiellement influencée par ns(z) pour 0 < s < ¢ pour tous les sites z qui interargissent avec 0
pendant l'intervalle de temps ]0,¢]. Autrement dit, on doit aussi s’interesser aux états x pour lesquels 7, o) ou T(o,z)
ont un temps de saut qui appartient a ]0,¢]. Mais alors, en connaissant 7, (z) pour 0 < s < t et pour tous ces sites x,
on doit aussi considérer ce qui se passe pour tous les sites y qui interargissent avec les sites = et ainsi de suite...
De plus, pour suivre I’évolution d’une chaine de Markov, il faut attendre le premier temps de saut, qui modifiera la
configuration du systéme. Mais ’état initial 7 contient, & priori, une infinité de particules. Il y’a donc une infinité de
sauts possibles dans un petit intervalle de temps 0, €[.

Comment construire rigoureusement un tel procédé ?

4.1.3 L’argument de percolation

L’argument de percolation garantie que pour un petit intervalle de temps déterministe [0, o], 'ensemble E peut
étre décomposé en une union disjointe de composantes connexes finies qui n’interargissent pas entre-elles. Pour
chacune de ces composantes finies, ’évolution de la configuration 7; pour 0 <t <ty peut alors étre construite car on
ne peut considérer qu'un nombre fini de temps de saut.

Pour 0 < s < ¢, on note G le graphe aléatoire non orienté dont les sommets sont les points de F et dont
I’ensemble des arétes est & ; défini par

Esr = {{z,y} € E* | T, ou T, . contient un temps de saut dans Uintervalle ]s, ]}.

Ainsi, pour calculer I’évolution de la configuration n,(x) pour 0 < s < t, seuls les sites qui se trouvent dans la méme
composante connexe que x dans le graphe Gy ; sont nécessaires.
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Lemme 4.3

Chaque aréte {z,y} appartient au graphe G, ; avec une probabilité égale a 1— e~ (t=9)(P(@:¥)+p¥:2)) ‘indépendament
des autres noeuds.

Démonstration.
On calcule :

P({z,y} € Gs1) = P({z,y} € &)
= P(T(z,y)0u T(y,2) a un temps de saut dans I'intervalle|s, t])
=1—P(T(z,y) et T(y,z) n’ont pas de temps de saut dans I'intervalle s, t])

—P(7(z,y) n'a pas de temps de saut dans l'intervalle |s, ¢]) x

P(7(y,2) n’a pas de temps de saut dans l'intervalle |s,¢])  par indépendance,
— P(le temps d’attente du processus 7, . est plus grand que t — s)x

P(le temps d’attente du processus 7, ,) est plus grand que  — s)

=1— e =)@ +PW:2)  car les temps d’attente suivent des lois exponentielles.

Proposition 4.4

Pour ¢, suffisament petit, le graphe aléatoire G+, a presque stirement des composantes connexes finies.

Démonstration.
On note B, := BPU (=B P) et R:= m%x\x|oc le rayon et k, := Card(B.).
re B
D’apres 'hypothése de rang fini, on sait que 7, ,) peut contenir des temps de saut ssi y — x € BP c’est-a-dire ssi
{z,y} € &+ On alors nécessairement que y —x € B, et © —y € B, et donc

ly — z|oo < R.

Montrons que si tg > 0 est fixé suffisament petit alors la composante connexe qui contient I'origine est finie presque
stirement.

Estimons la probabilité qu’il existe un site y qui appartient a la méme composante connexe que 0 et un réel L tel
que |Y|oo > L. Alors il existe un chemin de 0 & y. Plus précisément, il existe xg, 1, ..., T, € E tel que

O=z0—>21 = ... > Ty =Y.
De plus, chaque aréte {x;, z;+1} ne peut étre séparée que par une distance au plus égale & R. On a donc :
L <|yloo < |Tm — Tm—1| + ... + |21 — 20| < MR,
ce qui donne

m > L/R.

Par ailleurs, une suite de sites zy, ..., z,, vérifiant x;,11 — x; € B, forment un chemin dans le graphe Gy ¢, avec
probabilité

m—1
H (1 _ e—to(P(xuale)'i'P(ﬂle»ﬂfi))) <(1- e—Qto)m
1=0
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Aussi, le nombre possible de chemin allant de 0 & y commencant & l'origine et de longueur m est k7 car chaque
sommet z;;1 doit étre choisi parmis les k. éléments de ’ensemble x; 4+ B,.
On fixe t( suffisament petit tel que k. (1 — e~2!) < 1 (c’est un choix déterministe).

On note I’événement
A, := {il existe un chemin de longueur m dans le graphe a partir de lorigine 0}.

On a alors : - -
D OP(Ap) < Y EM(1 - e < oo
m=1 m=1

D’aprés le théoréme de Borel-Cantelli,

P <lim sup k7'(1— ezto)m> =0.

m—r o0

Donc, avec probabilité 1, on a au plus un nombre fini d’événements A,, qui se réalisent.
Donc il existe presque siirement un réel L (aléatoire) fini pour lequel 0 n’est connecté & aucun sommet y tel que
[Y|oo > L.

On a montré que si tg > 0 est fixé suffisament petit alors la composante connexe qui contient 'origine est fini presque
stirement.

Enfin, d’aprés 'hypothése d’invariance par translation, ’espérance de Lz y)ee,,, est invariante par translation.
Alors la probabilité qu'un sommet x appartienne & une composante connexe infini est la méme pour chaque z. On
en déduit alors, par ce qui précéde, que cette probabilité est nulle. O

Afin de construire le processus 7; pour 0 < t < tg, nous allons le construire séparément sur chaque composante
connexe fini du graphe G ;,. Aussi, ne considérer qu’une seule composante connexe pendant l'intervalle de [0, o] est
équivalent a ne considérer qu'un nombre fini d’arétes sur le graphe Go ;, d’aprés la remarque @

4.1.4 Construction du processus avec un nombre fini de temps de saut

D’aprés ce qui précéde, construire le processus d’exclusion avec un nombre fini de temps de saut revient a
construire le processus sur une composante connexe fini du graphe.
On suppose donc qu’il y’a un nombre fini de sauts qui interviennent aux temps 0 < 7 < 79 < ... < 7,,. On note
(1,91), (T2,92), -y (T, Yn) les paires de sites tel que 74 € T(y, 4,) pour k =1,...,n.

On rapelle que l'on a fixé la configuration initiale 7. On pose :
ne=mno pour 0 <& < 7.
Si 21 est occupé et y; est libre en 77 (qui correspond au temps "juste avant" 7), alors on bouge la particule de x; a
y1 au temps 71 et on pose alors
On introduit alors la notation ¥ qui correspond & la configuration du systéme a partir de I’état initial n aprés

avoir échangé n(x) et n(y), c’est-a-dire

n(y), siz=zx
nY(z) = qnx), siz=y
n(z), siz#wx,y.

Si z; est libre ou y; occupé en 7, , le systéme en change pas et on pose :

Ny =M
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On a donc défini le processus sur U'intervalle de temps [0, 71].

On poursuit la construction du processus par récurrence.
On suppose que 'on a construit ’état 7; pour 0 < t < 7. On pose alors

Ne =Ny, Pour 7 <t < Tpyq.

Sin,. (@re1) =1et . (yr+1) =0, on pose

e Th41,Yk41
Mg =1 _— )

Th+1
et si 77Tk_+1(xk+1) =0et nT;:+1(yk+1) =1, on pose

77m+1 - 777-1;_1 .

Ce procédé de construction est répété jusqu’a ce que la construction soit finie sur [0, ¢y] pour une composante
connexe. Comme la composante connexe est finie, on sait (d’aprés la remarque [4.2)) que l'on atteint le temps ¢y aprés
un nombre fini de temps de saut, ce qui justifie que le procédé de construction se termine.

On répéte ce procédé de construction sur chaque composante connexe du graphe Gy.. On a alors construit
le procédé d’exclusion sur [0, to].

4.1.5 Construction du processus en tout temps

A ce stade, pour une configuration initiale 7 donné, on peut construire I’évolution 7; pour 0 < ¢t < tg pour
presque toute réalisation des processus de Poisson {7(;.4)}.
Pour construire 1’évolution au-dela du temps ¢o, on considére I’état 1, comme nouvelle configuration initiale et on
utilise les processus de Poisson restreints a l'intervalle de temps Jtg, 2¢¢).
La proposition [{:4] garantie de nouveau, qu’avec une probabilité 1, les composantes connexes du graphe aléatoire
Gto,2t, sont finies. Ainsi, la construction détaillée ci-dessus s’applique de nouveau de o & 2t.

En continuant cette construction pas a pas, on a montré que ’on peut construire I’évolution 7; pour tout temps
0 <t < oo de toute configuration initiale i et pour tout ensemble (de mesure non nulle) de processus de sauts
markoviens {7(5,y)}-

Remarque 4.5

La construction présentée ici ne semble pas correspondre totalement & la démarche expliquée au début de la
section. En effet, dans le processus, chaque particule attend un temps de loi exponentielle puis tente de sauter.
Dans notre construction, les horloges 7, ,) sont attachées sur chaque aréte entre z et y. Ces deux points de vue
sont en fait équivalent grace a I’absence de mémoire de la loi exponentielle :

On note 0 < T7 < T, < ... les temps ou la particule, initialement située en xg, va essayer de sauter & un autre
état. On note zy, ’état de la particule au temps Ty. Comme les (T;); sont des temps d’arrét pour les processus de
Poisson, d’aprés la propriété de Markov forte, on peut considérer que les processus de Poisson sont "réinitialisés"
au temps T} indépendament du passé (et donc des états x1, xa, ...zx). Donc pour la particule, aprés le temps T,
I’horologe 7(,, ) sonne avec une probabilité de saut p(zx,y) indépendament du passé, comme si la particule
suivait sa propre horloge.
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4.2 Propriétés de la construction.

Le but de cette section est de prouver des résultats de mesurabilité et de continuité relatifs a la construction.

Rappels et notations :
2 On rapelle que les configurations 1 du systéme sont définies sur l'espace d’états X = {0,1}.
On muni X de la métrique :

Vn ¢ € X, d(n &)=Y 271 n(x) - &(a)].

zeE
On dit qu’une suite de configurations 7™ converge vers une configuration 7, c’est-a-dire que d(r](”), n) — 0ssi
n—oo

pour tout ensemble fini A C F, il existe ng € N tel que n(™ (x) = n(x) pour tout = € A et pour tout n > ny.

On munit X de la tribu borélienne associée.
2 On rappelle les notations suivantes :

Dx = {n. : [0,400[— X | . est une trajectoire cadlag}.

On munit Dy de la tribu F engendrée par les applications 7 — w; pour tout ¢ > 0 (voir [1.23)).

& On adopte le point de vue suivant :

Les processus de Poisson sont vus comme des fonctions w(.) = (N(g;yy)(.))(ﬁc ez O Nay) (t) = Card(T(z,,)N]0,1])
pour tout ¢ > 0. :

On remarque que la trajectoire ¢ — N, ,(t) est un élément de Dy.

S w(t) = (N (t))(z,y)eEg est un élément de 'espace produit U = NZs.

On munit U de la métrique

Vm, ne U, dU(m, Il) = Z 27|m\w7\y\w (\m(%y) — n(£7y)| A 1) .

(z,y)€E]

& w:= (w(t) | t > 0) est un élément de espace Dy métrisé par la métrique de Skorohod.
Dy est muni de la tribu borelienne B(Dy) (voir [1.23)).
& L’espace de probabilité sur lequel sont définis les processus de Poisson est donc :

(Q’H’P) = (DUvB(DU)’P)'

& On note €y lensemble des chemins (ensemble noté w) qui satisfont et pour lesquels le graphe aléatoire
Okto,(k+1)t, @ des composantes connexes finies pour tout entier .

& On a construit le processus d’exclusion comme étant une fonction d’un état initial n € X et d’une trajectoire
w € Qp. Afin d’exprimer la dépendance d’une configuration en (7,w), on introduit les notations suivantes :

© 7y (w) : la configuration du processus au temps ¢t > 0;

© n(z,w) : létat du site z (occupé ou non) ;

© 7" : le processus de configuration initiale 7.

Théoréme 4.6

Pour tout (n,w) € X x g, la fonction ¢ — 1, (w) est continue & droite et a des limites a gauche pour tout ¢ > 0.

Démonstration.

Soit r > 0. On considére la boule B = {z € E \ |z|e <7}

D’apres le processus de Poisson |, 5 7., contient un nombre fini de points dans |¢, T pour tout 0 <t < T < oo.
Soit t > 0.

Il existe d(r) > 0 tel que |J, .5 7, n’a pas de temps de saut dans |t,t + §[. On a alors

zEB

0 (z,w) =nl(z,w) pour z € Bett <s<t+0d.
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Donc

d(n} (w), nl(w)) < 271wl

= z 9=zl

{z\|z]| oo >r}

= Z 27" x Card(z \ |*]eo = n)
n=r+1

< > 27m2d2n+ )"t

n=r+1

<2d f: (%)"(Qn—i-l)d_l

n=r+1

reste d’une série convergente

Pour tout € > 0, on a, pour r suffisament grand (et donc pour ¢ suffisament petit) :

d(ng(w)ang(w)) < €.

On a montré que
d(nf (w),nd(w)) — 0.

s—tt+

Donc la fonction ¢ — 1} (w) est continue a droite.

Pour la limite a gauche, il faut considérer le cas ou ¢ € 7, pour un certain z : 1, s(z,w) peut alors étre différent de
ny (z,w) pour 6 > 0 suffisament petit.

Mais pour tout site z € E, il existe d, > 0 tel que T, n’a pas de temps de saut dans |t — d,,t[. Alors

nd(z,w) =ng(x,w) Vs,u €]t — by, t[.
Et donc la limite

n-(x,w) = lim n?(z,w) existe.
s—t—

Comme la convergence dans X se fait coordonnée par coordonnée, on a bien I'existence de la limite & gauche :

Conclusion : t — 7y (w) € Dx. O

Théoréme 4.7

La trajectoire ¢t — 7, (w) est une fonction de Dx continue en (n,w) € X x Q.

Démonstration.

Soit (n,w) € X x Q.

Soient A C FE une boule et T < oo.

Soit k > 0 tel que (k — 1)ty < T < o ou ty vérifie la propriété

Montrons la propriété % suivante :
Il existe un ensemble fini B C FE tel que si £, € X vérifient £ = n sur B alors

ni (w,w) = nf(z,w) Vo€ A, VO<t<T.
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Par récurrence, montrons, pour tout k > 1, la propriété :
Hy, :"VACE, 3By 4 :=Bga, » C E tel quesi ((z) =n(x) Vx € By 4 alors né(z,w) = n(x,w) Yo € AVt e [0, kto]”.

Pour k = 1, I'argument de percolation [£.4] permet de conclure en posant, pour tout A C E,

BLA = U 007250(%).

z€A

Supposons maintenant qu’il existe, pour tout A C E, un ensemble By, 4 satisfaisant la propriété ci-dessus.
Soit A C E.
Posons
A= Crtg btt0 (@).
r€A
Alors, il suffit de prendre
Bjt1,4 := B a

qui satisfait la propriété Hy 1. En effet, si un état ny, au temps ktg est donné, alors 'évolution {n;(z) \ ktg <t <
(k + 1)to} ne dépend que des valeurs {nt,(y) | ¥ € Chey,(k+1)t ()} d’aprés 'argument de percolation.

On a montré que pour 2 configurations initiales identiques, chaque site de A est dans le méme état pour tout temps
de [0,T].

Soit € > 0.
11 existe ¢’(e) > 0 tel que pour tout 6 < ¢’, pour tout w’ := (N(’w )
il existe un élément A € A vérifiant ||A||° < € et pour lequel on a :

pour tout (x,y) € B?,

(.)) un autre élément de Qg tel que ds(w,w’) < 4;

Nz (t) = N, ,y(A(t)) pour tout 0 <t <T.
Quitte a réduire 4, on peut supposer que d(n,§) < d implique que n = ¢ sur B.

Pour tout (§,w’) € X x Qg tel que d(n, &) + ds(w,w’) < J, on a, pour tout = € A et pour tout 0 <t < T,

1

(z,w) = n; (z,w) d’aprés % ;

U

=nf(x,w’ o)) car les trajectoires w et w’ o A coincident sur B jusqu’au temps 7,
= ﬂi(t) (iE, wl)

La derniére égalité vient du fait que le nombre de sauts de la trajectoire w’(\(.)) dans lintervalle ]s, ] est le méme
que ceux de la trajectoire w’ dans |A(s), A(t)].
On a alors :

sup d(n?(w)7 Wi(t) (w/)) = sup Z 27|x|m |TIZ](‘T5 w) - T’E\(t) (IL‘,W’)‘
0<t<T 0<t<T 2€E

< Yol

¢ A

Cette derniére quantité peut étre choisie aussi petite que ’on veut en choisissant convenablement la boule A.
Et donc, d(n,7™) + ds(w,w™) — 0 implique, d’aprés m que
do(" (@), 1 (w)) — 0,

n—oo

ce qui montre bien la continuité de n”(w) en (n,w) € X x Q. O
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Corollaire 4.8

L’application w — ( ) est une application mesurable de 0y dans Dx pour tout n € X.

Démonstration.

On a montré dans la preuve de 4.7, que (n,w) — [0,00[ = nX € Dx est continue.
t =y (w)
L 0,00 — )
En particulier, w — " est continue pour tout n € X.
t = (W)
Donc n"(w) est B(Dy)-mesurable. O

On note P" la mesure de probabilité sur (Dx,F) définie par :
P"(A) =P(w | n"(w) € A) pour tout A € F.

On rappelle aussi la tribu
Fii=0{ns | 0 <s <t}

Théoréme 4.9

La famille {P" | n € X} de mesures de probabilités sur Dx est un processus de Markov, c’est-a-dire :
L Pno = 1] ;
2. Pour tout A € F, Papplication n — P"(A) est mesurable;
3. P'ney. € A| Ft] =P (A) P"-p.s. pour tout n € X et A € F.

Démonstration.

1. Immédiat car n{(w) = 7.

2. On note M :={A € F\ n+—P"(A) est mesurable}.
M est un A-systéme.
OnnoteC={Ae F\A={n € Dx |n, € Hy,...,m,, € H,} o k € Net Hy, ..., H, sont des boréliens de X.
C est stable par intersections finies et on a F = o(C).
C est donc un II-systéme. D’aprés le théoréme de Dynkin, F = o(C) C M.

Nous allons montrer que C C M. Pour cela, montrons que pour tout A € C, n — P"(A) est mesurable.

La fonction F(n,w) = 1g, (n (w))La, (0, (w))... Lo, (0, (w)) est une fonction F @ B(Dy )-mesurable par com-
posée d’applications mesurables :

> (n,w) — n7(w) est mesurable d’apres [4.8);

> les projections 7). — 1, sont mesurables sur Dy d’apres [1.22]

Alors la fonction :

" /Q F(n, w)P(dw) = /Q Loz, (7 (@) Lz (07, (@) D g, (1], ()P (o)
=P"(A) d’apres le théoréme de Fubini.

est une fonction mesurable en 7.

3. Montrons que P"[ny. € A | Fy] =P (A) P'-p.s. pour tout n € X et A € F.
On note 7y, la restriction de la fonction 7, € Dx a l'intervalle [0,t] et Dx[0,t] I'espace des fonctions cadlag
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sur [0, ¢].
Montrons que
VB C Dx[0,t], E"[La(ne+.)L5(np,)] = E"P™(A)Lp(no,4)]

On introduit 'application
G =X xQy — Dx
(n,w) — ' (w)

qui construit le processus d’exclusion d’état initial 77 et dont la famille de processus de Poisson est w = {754}

On note ©; 'opérateur de translation que I'on va appliquer aux processus de Poisson. Ainsi, si 7(,,) a
les temps de saut 0 < 51 < ... < 5 < Spg1 < ... et sit € [5,,1, 5[ alors O(T(,y)) a les temps de saut
suivants : 0 < $y—t < Sma1—t < .... Autrement dit, ©;(w) est obtenu en "réinitialisant" les processus w au
temps t.

D’aprés les propriétés du processus de Poisson on sait que wyg 4 est indépendant de ©(w).

On peut donc construire 'évolution 7, (w) & partir de 1’état 7, et du processus O (w). Ainsi,

iy (w) = Gy, ©:(w))-

On a donc :

E[La(e+.) Lo (njo.)] = / L (@) La (0 (@) P(dw) 1)
- /QnA<G<nf<w>,etw))nB(nfg,ﬂ(w))P(dw) (2)
— [ Al g @DP() [ 1a(Gl (), 04(@)P(d2) (3)

Q Q
— [ a0 @)B() [ 146l w),)B(2) (1)

Q Q
= | 150 (@))B(d) x B () (5)
— E"[15(n0.0)P™ (A)). (6)

En effet, (3) vient de I'indépendance entre w4 et ©;(w), on peut alors intégrer séparément par rapport a
chaque variable que I'on notera w et @ et (4) vient aussi de I'indépendance entre nf707 9 (w) et wio : O (@) suit
la méme loi que w.

Cette derniére égalité achéve la preuve.
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4.3 Illustration numérique du processus d’exclusion.

Dans cette section, nous allons illustrer numériquement le processus d’exclusion a l’aide de Scilab.

Code utilisé pour simuler le processus :

0001 function [

T, P]=exclusion(X, h, lambda)

0002 n=length(X); //X est la configuration initiale des particules.

0003 T=[01]; //T correspond & 1'ensemble des temps de saut des particules.

0004 P=[X]; //P désigne les positions des particules.

0005 while T($)<h //on regarde les trajectoires des particules jusqu'au temps h.

0006 t=grand(1l,1, 'exp' ,1/(n*lambda)); //les temps de saut de chaque particule suivent une loi
exponentielle, on introduit donc le minimum des n lois exponentielles: t représente le premier temps de
saut.

0007 T=[T,T($)+t];

0008 i=ceil(n*rand()); //i désigne la particule qui va sauter au temps t.

0009 y=rand();

0010 u=ceil (5*rand());

0011 if (y<0.5) then //on traite le cas symétrique ou les particules ont autant de chance de
sauter a gauche qu'a droite.

0012 y=X(i)-u;

0013 else y=X(i)+u;

0014 end //on choisit ici le site sur lequel la particule veut sauter.

0015 3=1;

0016 b=0;

0017 while (b==0 & j<n+l)

0018 if X(j)==y then

0019 b=1;

0020 else j=j+1;

0021 end

0022 end

0023 if b==0 then

0024 X(1i)=y;

0025 end //on regarde si le site sur lequel la particule veut sauter est libre; si oui,
on autorise le saut; si non on ne change pas la configuration.

0026 P=[P,X];

0027 end

0028 for k=1:n do

0029 plot2d2(P(k,:),T); //on trace la trajectoire de chaque particule.

0030 end

0031 endfunction

Voici une représentation des trajectoires de plusieurs particules :
[T, P] = exclusion([—30; —27; —24; —15; —9; —8; —5; —1; 0; 1; 2; 4; 7; 8; 9; 11; 16; 17; 19; 23; 25; 29; 30], 10, 1).
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