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Introduction

Un premier probléme

Une instance =
e un ensemble de taches J

e les durées de ces taches (pj)jcy
e des poids pour chacune de ces taches (w;)jey

Un ordonnancement solution =
e une famille de périodes d'exécution deux a deux disjointes

But : minimiser la somme pondérée des dates de fin
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Introduction

[llustration sur un exemple

Une instance : J={1,2,3}

( 5 )
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Introduction

[llustration sur un exemple

Une instance : J={1,2,3}

(4 ) (&)

) p1=4 i p2=1 p3=
Un ordonnancement solution :
( i )

} I

t t l l t t
0 G=3 G=4

14
4x3 1x4
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Introduction

[llustration sur un exemple

Une instance : J={1,2,3}

 n ) () (5]

) p1=4 C p=1 p3=2
w1=>5 wr=1 w3=4

Un ordonnancement solution :

s e )

3/56



Introduction

Notre probléme juste-a-temps

Une instance =
e un ensemble de taches J
les durées de ces taches (pj)jcy
une date d'échéance commune et non restrictive d > ) p;

des colits de retard pour chacune de ces taches («;)jcy

des colits d'avance pour chacune de ces taches (5;)c

Un ordonnancement solution =
e une famille de périodes d'exécution deux a deux disjointes
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Introduction

[llustration sur un exemple

Une instance : J={1,2,3,4}

h ) (&)

p1=4 p2=1
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Introduction

[llustration sur un exemple

Une instance : J={1,2,3,4}

a0 @ B A

p1=4 p2=1 p3 =2 psa=3
poids tous égaux : VjeJ, oy = fFj =4 et d =10
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Introduction

[llustration sur un exemple

Une instance : J={1,2,3,4}

Ca ) &) ) CE)

p1=4 p2=1 p3=2 ps=3
poids tous égaux : VjeJ, oy = 5 =4 et d =10

Un ordonnancement solution :

AR G D i G 'N B 9 ) G

4
| T T T T T T T T T

P
0 d
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Introduction

[llustration sur un exemple

Une instance : J={1,2,3,4}

) () (s ) ()

< > -~ < e

p1=4 p2=1 p3 =2 ps=3

poids tous égaux : VjeJ, oy = fFj =4 et d =10

Un ordonnancement solution :

N GV B GV TR R ' ) GV

—

0 d 55 4
5,5%4 = 22
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Introduction

[llustration sur un exemple

Une instance : J={1,2,3,4}

—— ) N G R S

p1=4 p2=1 p3 =2 pa=3
poids tous égaux : VjcJ, oj = fBj =4 et d =10

Un ordonnancement solution :

A G T B G Y G

[ t t t t t t } t t i t
0 d v
5%x4 =20
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Introduction

[llustration sur un exemple

Une instance : J={1,2,3,4}

x ) () (k) ()

-—>

p1=4 p2=1 p3 =2 pa=3

poids tous égaux : VjeJ, oy = fFj =4 et d =10

Un ordonnancement solution :
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Introduction

[llustration sur un exemple

Une instance : J={1,2,3,4}

) (&) () (h )
p1=4 p2=1 p3 =2 pa=3

poids tous égaux : VjeJ, oy = fFj =4 et d =10

Un ordonnancement solution :

I R 1[ i Jil i I Ji3 iJ4i jx —t
0 { { di {
8 0 94 16 (28]
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Introduction

Codage par les (C))jey

d
I I G G U9 G
R s
0 Ci=6 CG=8C=1 Ca=4

Le coit s'écrit alors | Y~ aj % [C; — d]T + B+ [d — ]t
JjeJ
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Introduction

Codage par les (C))jey

Le coit s'écrit alors | Y~ aj % [C; — d]T + B+ [d — ]t
jed

En notant £={j € J| (;<d;} les taches en avance
T={j € J| C;>d;} les taches en retard
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Introduction

Codage par les (C))jey

Le coit s'écrit alors | Y~ aj % [C; — d]T + B+ [d — ]t
jed

En notant £={j € J| (;<d;} les taches en avance
T={j € J| C;>d;} les taches en retard

le coiit s'écrit aussi | > ;= (G, —d)+ > Bj*(d — ()
JEE JET
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Introduction

Codage par les (&)jey et les (tj)jey
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Introduction

Codage par les (&)jey et les (tj)jey

On note Vj€ J, ej=[d — Gj|* et t;=[C; — d]*
| i | 1[ ; J.l : % J3 . J4 . ]i .
0 d—2 d d+1 d+4
6’1¢:2 €3i0 62¢=0 e4i0
t1=0 t1=01t=1 t1=4

7/56



Introduction

Codage par les (gj)jcy et les (tj)jey

On note Vj€ J, ej=[d — Gj|* et t;=[C; — d]*
. )
' |

1 ( ol [ 4
[ t t t t t t t i I |
0 d-2 d d+1 d+4
€1J/:2 63i EQ\LZO e4¢:0
t1=0 t1=0t=1 t1=4

< linéaire en les variables e;/t;

Le coiit s'écrit alors
jed

7/56



Plan

1. Introduction
2. Etat de I'art de I'ordonnancement juste-a-temps

3. Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléeme min " w;C;

I

. Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (colits quelconques)

o1

. Etude expérimentale

6. Conclusion



Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

2. Etat de I'art de I'ordonnancement juste-a-temps
Le probléme avec poids unitaires
Le probléme avec poids symétriques
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

Le probleme

Hypothéses supplémentaires :
e colits symétriques V/j < J, o = [3;

e colits indépendants de la taches Vjc J. o, = a et Vje J, 3 = [

— tous les colits égaux
VjeJ, aj = B; = une constante qu’'on suppose valoir 1
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

Rappel sur les dominances

Si tous les ordonnancements optimaux vérifient une propriété p,
on dit qu'on a dominance stricte des ordonnancements vérifiant p

optimalité = p

Si au moins un ordonnancement optimal vérifie la propriété p,
on dit alors qu’'on a dominance large des ordonnancements vérifiant p

@ optimalité + p
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

lllustration de la dominance cm [Kanet,81]

L'ordonnancement S vérifie OO0 < il est sans trou

Propriété
Pour le probléme avec poids unitaires,
on a dominance stricte des ordonnancements [0
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

lllustration de la dominance &> [Kanet,81]

L'ordonnancement S vérifie &9 < il admet une tiche qui finit a |'heure

Propriété
Pour le probléme avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

lllustration de la dominance &> [Kanet,81]

L'ordonnancement S vérifie &9 < il admet une tiche qui finit a |'heure

Propriété
Pour le probléme avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements

U s OV 0 e G VW S
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

lllustration de la dominance &> [Kanet,81]

L'ordonnancement S vérifie .’ < il admet une tache qui finit a I'heure

Propriété
Pour le probléme avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements

c .. J..C )

ST i
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

lllustration de la dominance &> [Kanet,81]

L'ordonnancement S vérifie &9 < il admet une tache qui finit a |'heure

Propriété

Pour le probléme avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements

c_ o.c ). C )

St i
d

colt(ST) = colt(S*) —ex Y aj+ex ), fj
JEE JET
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

lllustration de la dominance &> [Kanet,81]

L'ordonnancement S vérifie .’ < il admet une tache qui finit 3 I'heure

Propriété

Pour le probléeme avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements

c_ o.c ). C )

St i
d
colit(ST) = colit(S*) — 5*2 aj + 5*2 B;
jeE jET
—— ——
a(E) B(T)
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

lllustration de la dominance &> [Kanet,81]

L'ordonnancement S vérifie &9 < il admet une tache qui finit a I'heure

Propriété
Pour le probléme avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements

.. J C ... C )
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

lllustration de la dominance &> [Kanet,81]

L'ordonnancement S vérifie .’ < il admet une tache qui finit a I'heure

Propriété
Pour le probléme avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements

_J..CX ... C )

S~ i
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

lllustration de la dominance &> [Kanet,81]

L'ordonnancement S vérifie &9 < il admet une tache qui finit a I'heure

Propriété
Pour le probléme avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements

N — e .. O
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

lllustration de la dominance &> [Kanet,81]

L'ordonnancement S vérifie &9 < il admet une tache qui finit a I'heure

Propriété
Pour le probléme avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements

N — e .. O
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

lllustration de la dominance &> [Kanet,81]

L'ordonnancement S vérifie &9 < il admet une tache qui finit a I'heure

Propriété
Pour le probléme avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements

L. O .. O
d
donc a(E) = B(T) et donc colit(St)=cott(S™)=codt(S*)
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

Utilisation des dominances [Kanet,81]

On cherche I'optimum parmi les ordonnancements IO et
donc de la forme :

Jo, JJe)... ([ Jsy I ). (Ja | Ja )

|
d
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

Utilisation des dominances [Kanet,81]

On cherche I'optimum parmi les ordonnancements IO et
donc de la forme :

Jo, JJe)... ([ Jsy I ). (Ja | Ja )

|
d

a b
le colit s'écrit | > kxpa, + > (k—1)*pp,
k=1 k=1

14 /56



Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

Se ramener a un probléme d'affectation [Kanet,81]

A1
? P
//// A2
>y (pr]e=o--- T
Quand a et b sont fixés N NN
on est ramené 3 un simple N \Aa
probléme d’affectation ' N
X \\\ B
2 \:
a b :”’___‘\‘\\;82
> kxpa, + > (k—=1)%pg, \ B
k=1 k=1 :
B

x 1€

X 2€

X a€

x0€

x 1€

x(b—1)€
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

L"algorithme de Kanet sur I'exemple [Kanet,81]

Chn ) & (s) s )
Chn ) s ) (s) &
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

L"algorithme de Kanet sur I'exemple [Kanet,81]

Chn ) & (s) s )
Chn ) s ) (s) &

|
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Le probléme avec poids unitaires

L"algorithme de Kanet sur I'exemple [Kanet,81]

Chn ) & (s) s )
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|
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

L"algorithme de Kanet sur I'exemple [Kanet,81]

Chn ) & (s) s )
Chn ) s ) (s) &

(5,

1
d
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

L"algorithme de Kanet sur I'exemple [Kanet,81]

Chn ) & (s) s )
Chn ) s ) (s) &

aresles)

1
d
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

L"algorithme de Kanet sur I'exemple [Kanet,81]

Chn ) & (s) s )
Chn ) s ) (s) &

aresles)

C gl ) Jo )
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

L"algorithme de Kanet sur I'exemple [Kanet,81]

Chn ) & (s) s )
Chn ) s ) (s) &

5 ) Ch)
_—

i(ﬂ n
0 4

N

Q

00 <+ 115
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids unitaires

Conclusion

Algorithme de Kanet en O(nlog n)
— le probléme avec poids unitaires o; — 3; = 1 est dans P.
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids symétriques

Le probleme

Hypothéses supplémentaires :
e colits symétriques Vj < J, a; = [J;

<~ on pose VjE€J, wj:=aj = f3

@ Ici le coit dépend de la tache!
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On pose Vj€ J, rj == wj/pj
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids symétriques

Dominances [Hall & Posner,91]

On pose Vj€ J, rj == wj/pj

Propriété
Pour le probléme avec coiits symétriques, on a :
e dominance large des ordonnancements [N

e dominance large des ordonnancements
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids symétriques

Dominances [Hall & Posner,91]

On pose Vj€ J, rj == wj/pj

Propriété

Pour le probléme avec coiits symétriques, on a :
e dominance large des ordonnancements [N
e dominance large des ordonnancements

e dominance stricte des ordonnancements /' \"

o les taches en avance sont par r croissant
ot Svérifie N\ < R P .
les taches en retard sont par r décroissant
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids symétriques

Complexité du probléme [Hall & Posner,91]

e algorithme de programmation dynamique en O(nP)ou P=>" p;
jeJ
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids symétriques

Complexité du probléme [Hall & Posner,91]

e algorithme de programmation dynamique en O(nP)ou P=>" p;
jed

@ c'est une complexité pseudo-polynomiale
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Etat de 'art de I'ordonnancement juste-a-temps

Le probléme avec poids symétriques

Complexité du probléme [Hall & Posner,91]

e algorithme de programmation dynamique en O(nP)ou P=>" p;
j€d

@ c'est une complexité pseudo-polynomiale

Propriété

‘ Le probléme avec poids symétriques est NP-difficile au sens faible
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

3. Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléeme min " w;C;
Structure du polyédre
Description du polyédre par des inégalités
Une autre preuve, constructive
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Le probleme

Une instance =
e un ensemble de taches J
e les durées de ces taches (pj)jcy

e des poids pour chacune de ces taches (wj)jey

Un ordonnancement solution =

e une famille de périodes d'exécution deux a deux disjointes

But : minimiser > w;C;
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Regle de Smith [Smith,56]

L'ordonnancement S vérifie 10 < il est sans trou et tassé a gauche

L'ordonnancement S vérifie \" < les taches sont par ratio décroissant
ou Vjed, rj = u%;/;y

Propriété

Pour le probléme de minimisation de la somme des dates de fins,
on a dominance stricte des ordonnancements 1D et N

23/56



Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Regle de Smith [Smith,56]

L'ordonnancement S vérifie 10 < il est sans trou et tassé a gauche

L'ordonnancement S vérifie \" < les taches sont par ratio décroissant
ou Vjed, rj = u%;/;y

Propriété
Pour le probléme de minimisation de la somme des dates de fins,
on a dominance stricte des ordonnancements 1D et N

<algorithme en O(nlog n)
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Regle de Smith [Smith,56]

L'ordonnancement S vérifie 10 < il est sans trou et tassé a gauche

L'ordonnancement S vérifie \" < les taches sont par ratio décroissant
ou Vjed, rj = u%;/;y

Propriété
Pour le probléme de minimisation de la somme des dates de fins,

on a dominance stricte des ordonnancements 1D et N

<algorithme en O(nlog n)
—ce probléme € P
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Structure du polyédre

Ensemble des solutions [Queyranne 93]

Une instance =
e un ensemble de taches J

e les durées de ces taches (pj)jcy
e des poids pour chacune de ces taches (wj)jey
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Structure du polyédre
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Une instance =
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Structure du polyédre

Ensemble des solutions [Queyranne 93]

Une instance =
e un ensemble de taches J
o les durées de ces taches (p;)jcy
e des poids pour chacune de ces taches (w;)jec

Q@ := |'ensemble des vecteurs codant des ordonnancements réalisables
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Structure du polyédre

Ensemble des solutions [Queyranne 93]

Une instance =
e un ensemble de taches J
e les durées de ces taches (pj)jcy
e des poids pour chacune de ces taches (w;);ey

vied, G =pj
V(j, k) € J2, Ce = Ci+ pxou G = Cx + pj

Q= {CERJ
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Structure du polyédre

Ensemble des solutions [Queyranne 93]

Une instance =
e un ensemble de taches J
e les durées de ces taches (pj)jcy
e des poids pour chacune de ces taches (w;);ey

vjed, Gz p

Q= {CERJ

—On va étudier Conv(Q)

V(j, k) € J2, Ce = Ci+ pxou G = Cx + pj

|
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Structure du polyédre
Description géométrique [Queyranne, 93]

Q= U K7

geB

G

p1+p2 -
P2
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Structure du polyédre
Description géométrique [Queyranne, 93]

Q= U Conv({C})+CC° ({ui|i € [L.n]})

ced

G

p1+p2 -
p2 |

0 P p1+p2 G
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Structure du polyédre
Description géométrique [Queyranne, 93]

Q= U Conv({C})+CC° ({ui|i € [L.n]})

— C:)ii(Q):Conv{C" lo € Sy} + CC° {ui,a |:§é16:]}
G
pi+p> |
p2 |
0 }

0 P pi+p2 G
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Structure du polyédre
Description géométrique [Queyranne, 93]

Q= U Conv({C})+CC° ({ui|i € [L.n]})

ced

— (:OT(Q):COnv{CO' | o€ 6,7} + CCo {Uiﬁ' |I€[1n]}

ceS,

< | Conv(Q) = Conv ({C7 |0 € &,}) + (RT)’

G 1 .7

p1+p2
P2 4
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Description du polyédre par des inégalités

Inégalités de Queyranne [Queyranne, 93]

Inégalité facette : (w|C) > c ot w € (RT) et ou c:rc’nirg\)<w| C)
€

27 /56



Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Description du polyédre par des inégalités

Inégalités de Queyranne [Queyranne, 93]

Inégalité facette : (w|C) > c ot w € (RT) et ou c:rc’nirg\)<w| C)
€

Poids particuliers : wS:=3" p;i1; pour SCJ
2 Pi%
j€
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Description du polyédre par des inégalités

Inégalités de Queyranne [Queyranne, 93]

Inégalité facette : (w|C) = c ot w € (RT)? et ot c=min(w|C)

ceQ
Poids particuliers : wS:=3" p;jl; pour SCJ
Jjes
PJ)—R
8= S+— min{(w’|C)
CeQ
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Description du polyédre par des inégalités

Inégalités de Queyranne [Queyranne, 93]

Inégalité facette : (w|C) > c ot w € (RT) et ou c:rC11i2)<w| C)
€

Poids particuliers : wS:=3" p;jl; pour SCJ

Jes
PJ)—R
=\ S+ minpxC(S) | U PC(S)=2 pixCi
CeQ ies
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Description du polyédre par des inégalités

Inégalités de Queyranne [Queyranne, 93]

Inégalité facette : (w|C) = c ot w € (RT)? et ot c=min(w|C)

ceQ
Poids particuliers : wS:=3" p;jl; pour SCJ
Jjes
PJ)—R
8=\ S+ minpxC(S) | °u pC(S)=2 pix G
ceqQ i€s

Polyedre de Queyranne : PQ:={CeR’ | VScJ, pxC(S) = g(5)}
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Description du polyédre par des inégalités

Inégalités de Queyranne [Queyranne, 93]

Inégalité facette : (w|C) > c ot w € (RT) et ou c:rC11i2)<w| C)
€

Poids particuliers : wS:=3" p;jl; pour SCJ

Jes
PJ)—R
=\ S+ minpxC(S) | U PC(S)=2 pixCi
CeQ ies

Polyedre de Queyranne : PQ:={CeR’ | VScJ, pxC(S) = g(5)}

Résultat : | PQ = Conv(Q)
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But point extréme = sans-chevauchement
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

|dée, par contraposée |AEF]

But point extréme = sans-chevauchement

Preuve par contraposée "chevauchement" = non extréme
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

|dée, par contraposée |AEF]

But point extréme = sans-chevauchement
Preuve par contraposée "chevauchement" = non extréme

Preuve plus précisément "chevauchement" = milieu de deux points

Soit C € P® avec chevauchement : il existe (i, ) € J? tels que
GG<G+ Pj‘

pi
G ! C}4‘FU
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

On aimerait poser... [AEF]

+— —+ +— . €1. - £€1.

OUfr—+._Cc_=1. 4 21,
2 C—T=C Pi1’+Pj11 — ‘,;. -
o JC)‘%[@
Choisir ¢ tel que VSCJ, Y pCF~ > g(S) et Y. puC T = g(5)
keS kesS

29 /56



Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG
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Une autre preuve, constructive

On aimerait poser... [AEF]

+— —+ +— . €1. - £€1.

OUfr—+._Cc_=1. 4 21,
2 C =C Pi1’+lej } } I ‘ p‘ i 5
o JC)‘%[@
Choisir ¢ tel que VSCJ, Y pCF~ > g(S) et Y. puC T = g(5)
keS kesS

— SiieSetjeS v
— Sii¢Setj¢Ss
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

On aimerait poser... [AEF]

+— —+ +— . £€1. _ £€1.
c-+C g_+:_g+@-i{ gjif My
2 =L =5 i+ b i i } i [; i >
G Ci+p
Choisir ¢ tel que VSCJ, Y pCF~ > g(S) et Y. puC T = g(5)
keS kesS

— SiieSetjeS v
— Sii¢Setj¢Ss
— Sii¢SetjeSs
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

On aimerait poser... [AEF]

+— —+ +— . £€1. _ £€1.
c_c+C g_+:_g+@-i{ @if My
2 =L =5 i+ b i i } i [; i >
G Ci+p
Choisir ¢ tel que VSCJ, Y pCF~ > g(S) et Y. puC T = g(5)
keS kesS

— SiieSetjeS v
— Sii¢Set ¢Sy
— Sii¢SetjeSs
— e1:=min {pxC(S') — g(5') | SeP*(J),i¢ S, jeSt}
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

On aimerait poser... [AEF]

+— —+ +— . £€1. _ £€1.
c_c+C g_+:_g+@-i{ @if My
2 =L =5 i+ b i i } i [; 1 >
G Ci+p
Choisir ¢ tel que VSCJ, Y pCF~ > g(S) et Y. puC T = g(5)
keS keS

— SiieSetjesS v
5 Siig¢Setj¢Sy
— Sii¢SetjeSs
— e1:=min {pxC(S') — g(5') | SeP*(J),i¢ S, jeSt}
— SiieSetj¢s
— e2:=min {pxC(5?) — g(5?)| SeP*(J),i€5%,j¢ 5%}
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Veérifier que g1 > 0 [AEF]

Lemme

4 cl
Si C; < G, alors VS € P(J), J’i‘;l} = pxC(S) > g(SY)
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Veérifier que g1 > 0 [AEF]

Lemme

-4 cl
Si G < G, alors VSt € P(J), Jligl} = pxC(S) > g(SY)

‘4 Gl
Par I'absurde s'il existe S avec J’igl tel que | pxC(S?) = g(S?)

On note S! 5{} pxC(S1) = pxC(SY) + p;i G

g(Sh) = g(SY) + pp(Sh)
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Une autre preuve, constructive

Veérifier que g1 > 0 [AEF]

Lemme

¢l
Si G < G, alors VSt € P(J), jigl} = pxC(SY) > g(SY)

‘4 Gl
Par I'absurde s'il existe S avec Jlggl tel que | px C(S?) = g(S?)

On note §1:S\1{j}. p*xC(St) = /i\;kC(SNl) +p;iC

g(SY) = g(SY) + pp(Sh)
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Veérifier que g1 > 0 [AEF]

Lemme

igSt

Si G < G, alors VSt € P(J), jeSl} = pxC(Sh) > g(S?h)

4 cl
Par I'absurde s'il existe S* avec Jligl tel que ‘ p*xC(SY) = g(SY) ‘

On note S1 :S\1

4

pxC(SY) = pxC(S1) + p;CG; donc | C; < p(SY)
I WV

g(SsY) =g(SY) + pip(SY)
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Vérifier que €1 > 0 [AEF]

Lemme
4 cl
Si G < G, alors VSt € P(J), J’ggl} = pxC(SY) > g(S?)
pxC(ST U {i})= pxC(S") + piG; p*xC(S1) = g(S1)
G < p(Sh)
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Vérifier que €1 > 0 [AEF]

Lemme
4 cl
Si G < G, alors VSt € P(J), J’ggl} = pxC(SY) > g(S?)
pxC(STU{i})= p*cl(51)+p,-c,- pxC(S') = g(S")
=g(57) +piG
G < p(Sh)
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Lemme
4 cl
Si G < G, alors VSt € P(J), J’ggl} = pxC(SY) > g(S?)
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Vérifier que €1 > 0 [AEF]

Lemme

4 cl
Si G < G, alors VSt € P(J), I¢5 } = pxC(SY) > g(S?)

jest
pxC(STU{i})= p*cl(51)+p,-c,- pxC(S') = g(S')
:g(s )+PiCi 1
< g(51)+pig CJ § p(s )
< g(S) + pip(St)
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Vérifier que €1 > 0 [AEF]

Lemme

4 cl
Si G < G, alors VSt € P(J), IS } = pxC(SY) > g(S?)

jeSt
pxC(StU{i})= p*C1(51)+p;C- pxC(S') = g(5")
=g(S i C;
<§E51§IZ;CJ G < P(ST)
< g(S') + pip(Sh)
< g(SY) + pi[p(SY) + pi]
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Vérifier que €1 > 0 [AEF]

Lemme

4 cl
Si G < G, alors VSt € P(J), J’ggl} = pxC(SY) > g(S?)

Y + pip(S?)
) + pilp(SY) + pi]
tu{i})

30/56



Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Veérifier que g1 > 0 [AEF]

Lemme

4 cl
Si G < G, alors VSt € P(J), J’ggl} = pxC(SY) > g(S?)

pxC(STU{i})

*
a

S+ piC pxC(S?) = g(SY)

-

[y
— — — N T

+ piCi

+pi G
+pip(Sh)

+ pilp(Sh) + pil
tu{i})
(Stu{i})

G < p(Sh)

T mmmm
n QZ gl n On

YA VANY/AN/AN|

[B)
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Vérifier que e, > 0 [AEF]

Lemme

i€ S§?

Si G; < G+ pj, alors YS?2 € P(J), jgéSz} = pxC(5?) > g(5?)
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Veérifier que e, > 0 [AEF]

Lemme

Si G < G + pj, alors ¥S2eP(J), !

Par I'absurde s'il existe S2 avec

T

i¢S
JeS

€S2

1
1 tel que

S5} = P (s> 6(s)

pxC(S') = g(S")
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Lemme

Si G < G + pj, alors ¥S2eP(J), !

Par I'absurde s'il existe S2 avec

De méme on a| G < p(S?)

T

i¢S
JeS

p+C(S*U{j})= p*C(S?) + p; G

€S2

1
1 tel que

S5} = P (s> 6(s)

pxC(S') = g(S")
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Une autre preuve, constructive

Veérifier que e, > 0 [AEF]

Lemme

Si G < G + pj, alors ¥S2eP(J), !

Par I'absurde s'il existe S2 avec

De méme on a| G < p(S?)

T

i¢S
JeS

p+C(S*U{j})= p*C(S?) + p; G

=g(S*) +pG

€S2

1
1 tel que

S5} = P (s> 6(s)

pxC(S') = g(S")
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Vérifier que e, > 0 [AEF]

Lemme

o2
Si G; < G+ pj, alors YS?2 € P(J), j;gz} = pxC(5?) > g(5?)

Par I'absurde s'il existe S? avec J’ggi tel que | pxC(S!) = g(S?)

De méme on a| G < p(S?)

prC(SPU{j})= pxC(S*) + B G
=g(5%) +p,G
<g(52)+PJ[C + pj
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive
Veérifier que e, > 0 [AEF]
Lemme

o2
Si G; < G+ pj, alors YS?2 € P(J), j;gz} = pxC(5?) > g(5?)

- cl
Par I'absurde s'il existe S? avec ’.¢51 tel que | pxC(S!) = g(S?)

JeS
De méme on a| G < p(S?)
pxC(SPU{j})= p*C2(52) +pG
=g(5%) +pG
< g(5%) + piGi + pj]
< g(5?) + pilp(5%) + pj]
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Vérifier que e, > 0 [AEF]

Lemme

o2
Si G; < G+ pj, alors YS?2 € P(J), j;gz} = pxC(5?) > g(5?)

Par I'absurde s'il existe S? avec J’ggi tel que | pxC(S!) = g(S?)

De méme on a| G < p(S?)

pxC(S?U{j})= p*C(S?) +PJ

52) + p;i G

$?) + PJ[C + pil
57)

S

j + pj[p(S ) + pj]

0g 0y 0y 0

(
(
(
(

/AN A
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Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min > wiG

Une autre preuve, constructive

Vérifier que e, > 0 [AEF]

Lemme

o2
Si G; < G+ pj, alors YS?2 € P(J), j;gz} = pxC(5?) > g(5?)

Par I'absurde s'il existe S? avec J’ggi tel que | pxC(S!) = g(S?)

De méme on a| G < p(S?)

px C(S2U{j}) C($?) +piG
5%) +pG
52)+pj[C +pJ]

2) + pilp(S?) + b))

NN AN
T 0y 0y 0y 0y
X NN~ X
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coiits quelconques)

4. Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (colits quelconques)
Formulation (e, t,d,/,r)
Intérét du polyedre pP'et:oLr"
Probléme de séparation associé
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

Le probleme

Une instance =

e un ensemble de taches J

les durées de ces taches (pj)jcy

une date d’échéance commune et non restrictive d > ) p;

des coiits de retard pour chacune de ces taches (a;j)jc;

des colits d'avance pour chacune de ces taches (5;)jcy
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Une

instance =

un ensemble de taches J

les durées de ces taches (pj)jcy

une date d'échéance commune et non restrictive d > > p;
des colits de retard pour chacune de ces taches (o;)jcy

des colits d'avance pour chacune de ces taches (5;)jcy
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Utiliser les variables e et t pour pouvoir exprimer le codt linéairement.
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

dée [AEF]

Utiliser les variables e et t pour pouvoir exprimer le coit linéairement.

MAIS il faut assurer :

[cohérence] Avec ¢; et t; on peut déterminer la période d'exécution de J;
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Formulation (e, t,6,/,r)

dée [AEF]

Utiliser les variables e et t pour pouvoir exprimer le coit linéairement.

MAIS il faut assurer :

[cohérence] Avec ¢; et t; on peut déterminer la période d'exécution de J;

[non-chevauchement] Les périodes d’exécution sont deux a deux disjointes.
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

dée [AEF]

Utiliser les variables e et t pour pouvoir exprimer le coit linéairement.

MAIS il faut assurer :

[cohérence] Avec ¢; et t; on peut déterminer la période d'exécution de J;
[non-chevauchement] Les périodes d’exécution sont deux a deux disjointes.

[positivité] Les périodes d'exécution ne commencent pas avant le temps 0.
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

Assurer la cohérence [AEF]

e Introduire des variables disjonctives — §;

(el)  Vjed, t

vjed, e >0 i
€j < M(Sj (62) t;

>0 (t.1)
<M1 -6) (t2)
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Formulation (e, t,6,/,r)

Assurer la cohérence [AEF]

e Introduire des variables disjonctives — §;

(el)  Vjed t

vjed, e >0 y
€j < M(SJ (62) t;

>0 (t.1)
<M1 -6) (t2)

e Pour M assez grand, ces contraintes assurent la cohérence
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

Assurer la cohérence [AEF]

e Introduire des variables disjonctives — §;

Vied, e > (el)  Vjed t

0 >0 (t.1)
€ < M(SJ (62) t; < M(l — (5J) (t2)

e Pour M assez grand, ces contraintes assurent la cohérence

e Avec M := 3" p; on a aussi la positivité
j€d
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

|dée pour assurer le non-chevauchement [AEF]

e Pour un ordonnancement :

non-chevauchement =
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

|dée pour assurer le non-chevauchement [AEF]

e Pour un ordonnancement :

tiches en avance et taches en retard

a gauche de d a droite de d
non-chevauchement =
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

|dée pour assurer le non-chevauchement [AEF]

e Pour un ordonnancement :

tiches en avance et taches en retard

a gauche de d a droite de d
non-chevauchement =
non-chevauchement et non-chevauchement

cOté avance coté retard
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

|dée pour assurer le non-chevauchement [AEF]

e Pour un ordonnancement :

non-chevauchement =

tiches en avance et taches en retard
a gauche de d a droite de d

non-chevauchement et non-chevauchement
cOté avance coté retard

< Utiliser les inégalités de Queyranne, de part et d'autre de la due-date :

{vsu, p*t(S) > g(S)
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

|dée pour assurer le non-chevauchement [AEF]

e Pour un ordonnancement :

non-chevauchement =

tiches en avance et taches en retard
a gauche de d a droite de d

non-chevauchement et non-chevauchement
cOté avance coté retard

< Utiliser les inégalités de Queyranne, de part et d'autre de la due-date :

vScJd, px[p+e](S) =

{vsu, p*t(S) > g(S)

g(S) T Tl
e v/ v BN
g Ch k) Chy
Pi G d0  G=pite
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

Ces inégalités sont-elles valides ? [AEF]

1
Pour S={i,j} ot t;=0 l'inégalité s'écrit : p;t; > 5[(p,- +p)* + (p7 + 7))

= p? + P} + pipj
> p?

Inégalité non valide pour [ Ji J| Jj ]

d

< On pose E:={j€J|d;=1} et T:={j€J| =0} pour écrire :

{VSCJ, p*[p+el(SNE') > g(SNE’) (S1")
WSCJ. pxt(SNT) > g(SNT) (52)
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

Eliminer les intersections [AEF]

S1)evscd, Y plp+els = [ (S pa) + > p2
jed JEJ jed
2
©VSCd, > po; +ZpJeJ 2 > pipioid; + 22
Jjed JjeJ (ij)es? jed

:ej

@v5cJW+ijej/ S pipidid; +}pfﬁf
Jjed (Ij €J2

S VSCJ, Z pjej = Z p;pj5;5j
j€d (ij)e?
i<j
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

Eliminer le terme quadratique [AEF]

On introduit des variables /; ; vérifiant V(i,j)eJ<, I;;

V@ﬂeJﬁ&@:I@{

>0 (1)
i< o; (/.2)
[ < 0 (/:3)
15> 00+ 0;—1 (/4)
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

Eliminer le terme quadratique [AEF]

On introduit des variables /; ; vérifiant V(i j)eJ<, I;; >0 (1.1)
li j < 0 (1.2)
lij <9 (1.3)
lij = éJ, +0; =1 (1.4)

. < _ di=

(i,j) € J ,5,5j_1<:>{5 =1 oy=1

On introduit des variables r; j vérifiant V(i,j)eJ<, r;; >0 (r.1)
rij S (1=6;)  (r.2)
rij < (175) (r3)
rij=1-— 5{ —6; (r.4)

v(i.j) € J5, (1=8)(1-0) =1 {§ =0 & ry=1
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coiits quelconques)

Formulation (e, t,6,/,r)

Formulation [AEF]

pretolr .= {(e,t,6,/,r)e R x R x R? x R/" x R/™ |
Vjed, =0 (el) Vjed ;=0 (t1
6 < M6 (e < M(1—6) (1.2)
Vjed,0<6; <1 (0)
V(i,j)ed<, ;=0 (1.1)  V(i,j)ed<, rij =0 (r.1)
i < 0 (/.2) rij < (1*5,‘) (r.2)
/,"j < (5 (/3) I’,',j < (175) (r3)
>0 +6—1 (14 g >1— 01— 0 (r4)
vSeP*(J), > piei = pipjli; (S1)

i€S (ij)es<

> opiti =Y pipitij + > pA(1—6i) (S2)
i€S (i,j)es< i€S }
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

n "
Intérét du polyédre P et.dlr

Extr* [AEF]

Définition

x* € Extr(P"et5:hr") x*=(e, t,6,1,r) avec (,1,r)€{0,1}"
Extr’ = il existe des coiits (a, 8) € (RT)?" tq
x* minimise {c|e) + (B|t) sur P"&tohr"
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

n n
Intérét du polyédre P et.dlr

Extr* [AEF]

Définition
2

x* € Extr(P"et5:hr") x*=(e,t,0,1,r) avec (6,1,r)€{0,1}"

Extr” := il existe des coiits (v, B) € (RT*)?" tq
x* minimise {c|e) + (B|t) sur P"&tohr"

Propriété
Si x € Extr* alors x code un ordonnancement réalisable (1D et %5 .
Propriété

Réciproquement un ordonnancement réalisable 10 et &) est codé par un
vecteur de Extr”.
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Probléme de séparation associé

Inégalités a séparer

VSeP*(J), > piei = pipjlij (S1)

i€S (ij)es<

Y. Piti =) pipjfij + Z pP(1—07) (52)

ieS (ij)es<

deux familles d’'inégalités en nombre exponentiel
— deux problémes de séparation paralléles
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i€S (ij)es<

> piti = Epzpjrlj+z:5pl (1-4i) (52)

i€S (ij)es<

deux familles d'inégalités en nombre exponentiel
— deux problémes de séparation paralléles
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Probléme de séparation associé

Inégalités a séparer

VSeP*(J), > piei =) pipjli, (51)
ieS (ij)es<
> opiti =Y pipirij + Y pA(1— i) (52)
€S (ij)es< i€s
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Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coliits quelconques)

Probléme de séparation associé

Difficulté du probléeme

1 et [ sont super modulaires
— algorithme de séparation polynomial
< algorithme de coupes polynomial

— difficulté du probléme due aux § entiers
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Etude expérimentale

Un algorithme de Branch-and-Cut

De la théorie & la pratique

Formulation mixte < algorithme de branchement

Notre formulation n’est pas compacte < algorithme de coupe

En dur les inégalités (e,-), (t,-),(6,-),(/,-),(r,-) et (S2) avec S singleton

A séparer les inégalités (S1) et (S2) restantes

Algorithme global codé avec Cplex

Probléme de séparation ramené a MAX-CUT dans un graphe complet
—utilisation de Cplex a un autre niveau

45 /56



Etude expérimentale

Résultats expérimentaux

Le benchmark [Biskup & Feldmann,01]

. Pj
82 ?axi? \r/7arier K schéma de génération | «; | pour chaque k
Bj

< instances non-restrictives disponibles en ligne
http://people.brunel.ac.uk/ mastjjb/jeb/orlib/schinfo.html

Pour la due-date on pose d = h* > p; pour divers h €]0,1]
=l

Tests de leurs heuristiques.
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Etude expérimentale

Résultats expérimentaux

Leurs résultats pour n=10

Table 3

The upper bounds and optimal objective function values for the 10 job examples

10 jobs 10 h=02 h=04 h=06 h=08

(n=10) ‘:Zl

k=1 116 2009' 10571 84111t g1t
[1936] [1025]

k=2 129 1125" 615+! 615+ 615+
[1042]

k=3 125 17311 931! 793+ 793+
[1586] 171

k=4 102 2392! 12511 g 15t g1sum
[2139] [1230] [803]

k=5 94 1220 661' 521 521+
[1187] [630]

k=6 88 1623 908+ 755 75510
[1521]

k=17 103 2269' 13741 110241 1083+1
[2170] [1101]

k=8 79 17741 11041 6104 540*
[1720] [1020]

k=9 92 1792 876*! 5824 554+
[1574]

k=10 127 19341 1173 7118 6711
[1869] [1136] [710]
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Etude expérimentale

Résultats expérimentaux

Nos résultats pour n=10

k  p(J) | valeur de propor® | borne | temps nbr de nbrde
I'objectif  avance sup | ensec coupes noeuds

1 116 818 0,66 818 <1 10 5

2 129 615 0,40 615 <1 12 0

3 125 793 0,54 793 <1 14 10

4 102 803 0,67 803 <1 13 0

5 94 521 0,54 521 <1 15 4

6 88 755 0,50 755 <1 13 0

7 103 1083 0,60 1083 1,4 18 4

8 79 540 0,77 540 <1 13 4

9 92 554 0,67 554 1,3 12 12

1 127 671 0,69 671 <1 11 0

48 /56



Etude expérimentale

Résultats expérimentaux

Nos résultats pour n=20

k p(J) | valeur propor® | borne écart | temps nbrde nbrde
objectif avance | sup  relatif | en sec coupes nceuds
1 217 | 2986 0,44 2986 0 73 56 269
2 237 | 2980 0,70 2980 0 76 54 107
3 233 | 3583 0,47 3600 0,47% 65 63 747
4 230 | 3040 0,70 3040 0 90 48 145
5 188 | 2173 0,53 2206 1,5% 83 77 354
6 207 | 3010 0,53 3016 0,19% 68 96 364
7 244 | 3878 0,67 3900 0,56% 71 53 250
8 202 | 1638 0,53 1638 0 161 52 144
9 139 | 1965 0,51 1992 1,3% 107 76 505
10 216 1972 0,62 1995 1,1% 71 33 100

49 /56



Etude expérimentale

Résultats expérimentaux

Nos résultats pour n=20

k p(J) | valeur propor® | borne écart | temps nbrde nbrde
objectif avance | sup  relatif | en sec coupes nceuds
1 217 | 2986 0,44 | 2986 0 73 56 269
2 237 2980 0,70 2980 0 76 54 107
3 233 | 3583 0,47 3600 0,47% 65 63 747
4 230 | 3040 0,70 3040 0 90 48 145
5 188 | 2173 0,53 2206 1,5% 83 77 354
6 207 | 3010 0,53 3016 0,19% 68 96 364
7 244 | 3878 0,67 3900 0,56% 71 53 250
8 202 | 1638 0,53 1638 0 161 52 144
9 139 | 1965 0,51 1992 1,3% 107 76 505
10 216 1972 0,62 1995 1,1% 71 33 100

49 /56



1. Introduction

2. Etat de I'art de I'ordonnancement juste-a-temps

3. Etat de I'art sur I'approche polyédrale du probléme min 3~ w; C;
4. Etude polyédrale du probléme juste-a-temps (coiits quelconques)
5. Etude expérimentale

6. Conclusion

50 /56



Le stage :

e un état de I'art A deux entrées
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Conclusion

En résumé

Le stage :
e un état de |'art a deux entrées

e une nouvelle formulation pour le probléme due-date commune
non restrictive
poids quelconques

e une partie implémentation et expérimentation
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Conclusion

Améliorations

La suite :

améliorer I'algorithme de séparation,ajouter des heuristiques, des tests
retrouver la polynomialité du cas des poids unitaires

enrichir la formulation pour le cas restrictif

comparer, envisager d'autres formulations

caractériser complétement le polyédre
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due date quelconques | ., due date cOMMUNE | NP-dificile
coiits quelconques ) non restrictive car déji avec
due date quelconques dépendant de la tache due date COMMUNE eP . n | coits quelconques | symétric
coits quelconques et non restrictive Ofnlogn)| ————""" dépendant de la tiche | au sens??
INDEPENDANTS de la tiche b coiits quelconques oot B
Sa=acf INDEPENDANTS de In tiche
pi=p - “ap=aet B 3
g - Fl HALL et POSNER [7]
P e quelconques 5 N
; ) due date coMMUNE | NP-diffcile
SYMETRIQUES KANET J10) non restrictive par réduction
due date quelconques P dépendant de la tache due date COMMUNE ep coits SYMETRIQUES | de EOP
colts RIQ oy non restrictive Ofntogm)| P {ependant de la tache | au sens
INDEPENDANTS de la tiche N § §
n=p coilts SYMETRIQUES o= =w__|faibleowr)
e INDEPENDANTS de la tiche
due dates quelconques | NP-diff, au oIy €P | | commune €r
. ) ! ! sens fort non restrictive Ol non restrictive Ofnlogn)
coits quelconques | sens
due dates quelconques ¢ e | pondération colts SYMETRIQU colits SYMETRIQUES
due dates quelconque NP-difficile | pond®ratoL | gpondant de la tache [ car plus dur 1 t \? ! 1 1 \‘\q\ !
coilts quelconques car dja avee a et B que ST, dépendan e dependant de fa tache
INDEPENDANTS de la tiche cai= wi o
Sai=act fi=4 wi=p ] lp=r 171
due date coMmUNE | NP-diffcile
2|z due dates quelconques | NP-difficile due date COMMUNE NP- O RESTRICTIVE car d&ja san
GAREY, TARJAN, WILFONG [3] o SYMETRIQUES | o difficile coits quelconques
due dates quelconqu dépendant de la tache | ponderatio ¢t RESTRICTIVE car déjh avee dépendant do la thche )
e dates quelconques ) P oy et f ausens 7?7
a; = B = w, au sens?? coiits quelconques symétrie . .
coilts SYMETRIQUES rduction de Do=fi=w e its quelconqu B .
INDEPENDANTS el tiche | FoP INDEPENDANTS ey il | s :
Sai=p=1 au sens?? o= f=f ible [9]
due dates quelconques | € P £ HOOGEVEEN et VAN DE VELDE [§]
coits quelconques | O(alogr = due date coMMUNE | NP-diffiile
due dates quelconques CLA I Jépendant de la tiche due date COMMUNE NP-diffcile nation | ¢t RESTRICTIVE car de san
coilts quelconques Olnlognmf—] < ay et B ct RESTRICTIVE par xéduction | P coiits SYMETRIQUES
INDEPENDANTS ache séquence fixée 3l coilts SYMETRIQUE de EOP! 8] Jépendant de la tache
Soap=act Fi=p INDEPENDANTS de la tiche | au sens <o =G =w
séquence fixée 3] Soa=fi=1 faible 0(11) %
/ COMMUNE 34 COMMUNE 34
due dates quelconques | € P RESTRICTIVE Olnlogn || RESTRICTIVE Ofnlo
coiits SYMETRIQUES | O(nlog COMMUNE €P | | coits SYMETRIQUES Coilts SYMETRIQUES | par 1
due dates quelconques eP ic RESTRICTIVE Ofm dépendant de la tache dépendant de la tache | avec d
Coilts SYMETRIQUES Onlogn) Coilts SYMETRIQUES o= = w placke
INDEPENDANTS de la ti séquence fixée 3], INDEPENDANTS de la tic b 181w = p )
Sa=p8=1 Sa=8=1
séquence fixée 3] n=p 18l

1. EOP=EVEN-ODD PARTITION est défini en section 4
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