Cours d’arithmétique

Alban PIROUTET, Léo FILMONT
Janvier-Avril 2024

Table des matiéres

1

2

Introduction

Chapitre 1 : Corps finis

2.1 Corpsfinis . . . . . .. .
2.2 Groupe multiplicatif d'un corps fini . . . . ... ... ... ... ...
2.3 Sommes de pUuiSSances . . . . . . . ... e e
2.4 Le théoréeme de Chevalley . . . . . ... ... ... ... ... ...,
25 CarrésdeF, . . . . ... .o
2.6 Symbole de Legendre (cas élémentaire) . . . . . . . .. ... ... ..
2.7  Loi de réciprocité quadratique . . . . . . . ... ...
Chapitre II: Corps p-adiques

3.1 Propriétésde Z,. . . . . ...
32 Lecorps @Qp . . . . ..
3.3 Solutions . . . . . . . ...
3.4 Amélioration des solutions approchées . . . . . . . .. ... ... ..
3.5 La filtration du groupe des unités. . . . . . . . . ... ...
3.6 Carrésde Q) .. . . ...
Chapitre III: Symbole de Hilbert

4.1 Définition et premiéres propriétés . . . . . ... ...
42 Calcul de (a,b) . . . . ..
4.3 La formule du produit . . . . . .. ... oL

Chapitre IV : Formes quadratiques sur Q, et sur Q
5.1 Définitions . . . . . . . ...

5.2 Orthogonalité . . . . . . .. . ...
5.3 Vecteurs isotropes . . . . . . . . . ...
5.4 Bases orthogonales . . . . . . .. ... ... o0
5.5 Théoréme de Witt. . . . . . . . . . ... L
5.6 Traductions . . . . . . . . . ...
5.7 Forme quadratique sur les corps finis . . . . .. ... ... ... ...
5.8 Formes quadratiques sur R . . . . . . . .. ... ... ... ...
5.9 Formes quadratiques sur Q, . . . . . ... ... ...



Classification des formes quadratiques sur @) et sur @), A. Piroutet, L. Filmont

1 Introduction

2 Chapitre 1 : Corps finis

§1. Généralités

2.1 Corps finis

Soit K un corps. L’image de Z dans K est un anneau intégre, donc isomorphe a 7
ou & Z/pZ avec p un entier naturel.

Lemme 1. Soit K un corps de caractéristique p > 0 alors p est un entier
naturel premier. De plus 'application o : x — xP est un isomorphisme de K
sur un de sous-corps KP.

Définition 1. Supposons par l’absurde que p n’est pas premier alors p = ab

avec 1 < a < p quitte a échanger. On note U le morphisme de Z dans K. Par

définition Ker(y)=Z/pZ. Or (p) = ¥(ab) = ¥(a)p(b) = 0 or K est integre

donc quitte a échanger a et b on a ¥(a) = 0 donc pla : absurde. Ainsi a=1

donc p est premier.

On a o(zy) = (zy)P = 2P X y? = o(x) X o(y) car K est supposé commutatif.

De plus comme p est premier on a ¥ 1 < k < p ,p\(g) donc en utilisant la

formule du binéme de Newton on a: o(z+y) = (z+y)P = > 7_ (F)zk xyp~F =
Pk x P 2P P = 2P + 4P = o(z) + o (y).

De plus il est clair que o est injectif car K est intégre.

Théoréme 1. i) Si K est un corps fini de caractéristique p > 0 qui est un
nombre premier, en notant f = [K : Z/pZ] on a card(K) = p/.

ii) Soit p un nombre premier et soit ¢ = p’ avec f >= 1 une puissance de
p.  Soit Q un corps algébriquement clos de caractéristique p. Il existe un
sous-corps de Z/qZ de Q) et un seul a q éléments; c’est ’ensemble des racines
du polynéome X9 — X.

ii1) Tout corps fini a ¢ = p’ éléments est isomorphe a F, = Z/qZ.

2.2 Groupe multiplicatif d’un corps fini
Soit p un nombre premier, f > 1 un entier et ¢ = p/.

Théoréme 2. Le groupe multiplicatif F; du corps fini Iy est cyclique d’ordre
q— 1.

Lemme 2. Sin est un entier > 1, on an =3, ¥(d)

Lemme 3. Soit H un groupe fini d’ordre n. On suppose que, pour tout diviseur
d de n, Uensemble des x € H tels que z% = 1 a au plus d éléments. Alors H est
cyclique.
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§2. Equations sur un corps fini Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p,
et on considére K un corps de cardinal q.

2.3 Sommes de puissances

Lemme 4. Soit v un entier > 0. La somme S(X") =) _, " est égale a —1
st u > 1 et divisible par ¢ — 1; elle est égale a 0 sinon.

2.4 Le théoréme de Chevalley

Théoréme 3. (Chevalley-Warning). Soient f, € K[X1,..., X,] des polynomes
a n variables tels que Y deg(f,) < n, et soit V l’ensemble de leur zéros communs
dans K™. On a Card(V) =0 (mod p).

Corollaire 1. Si > deg(f.) < n et siles f, sont sans terme constant, les f,
ont un zéros non trivial.

Corollaire 2. Toute forme quadratique d’au moins 3 variables sur K a un zéro
non trivial.

§3. Loi de réciprocité quadratique

2.5 Carrés de I,

Soit ¢ une puissance d’'un nombre premier p.

Théoréme 4. a) Si p =2, tout élément de F, est un carré.
b) Sip # 2, les carrés de F;; forment un sous-groupe d’indice 2 de F

* .
q}

groupe est le noyau de ’homomorphisme x — x%, a valeurs dans { +1}.

ce Sous-

Démonstration. Le cas a) résulte du fait que z — 2% est un automorphisme de F,.

Dans le cas b), on considére €2 une cloture algébrique de F; si x € Fy, soit y € Q
q—1

tel que y> = 2. Onay? ! =22 = %1 car 29! = 1. Pour que x soit un carré
dans F,, il faut et il suffit que y appartienne a F,, c’est a dire que y9~' = 1. On
remarque donc que ij est le noyau de = +— 27, De plus F} est cyclique d’ordre
q — 1, Vindice de F;? est donc 2.

2.6 Symbole de Legendre (cas élémentaire)

Définition 2. Soit p un nombre premier différent de 2, et soit x € F,. On
appelle symbole de Legendre de x, et on note (%), Uentier x5 = £1. On étend
ce symbole a IF), a tout entier en posant (%) = 0. De plus si x € Z a pour image
/ ) _ (2 e o - Ty 1=
«' € Fy on pose (7) = (). D’apres le théoréme précédent on () =1 =
Calcul de (%) pour x = 1,—1,2. On considére le cas ou n est un entier impair. On
définit €(n) et w(n) par:
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_n—1 _J 0 sin=1 mod4
e(n) = 2 m0d2_{1 sin=-1 mod4

0 sin=41 mod 8
1 sin=45 modS8

w(n) = 3 mon:{

Théoréme 5. On a les formules suivantes :

i) () =1
i) (32) = (~1)@

i) (2) = (10

DN

2.7 Loi de réciprocité quadratique

Soient [ et p deux nombres premiers distincts, différents de 2.

Théoréme 6. On a (%) = (2)(—1)De®)
Démonstration. On se place dans une cloture algébrique 2 de F, et 'on fixe ¢ € Q2
racine primitive [-iéme de l'unité. L’objet central de la preuve est la somme de

Gauss S := Y p (7)¢*. On vérifie par calcul que celle ci vérifie S* = (F)L, et

SP = (B)S d’ou SP71 = (E), ce qui offre Pexpression souhaitée pour 'z = (1%)

3 Chapitre 1I: Corps p-adiques

Pour I’ensemble du chapitre p désigne un nombre premier.

§1. L’anneau Z, et le corps @,

Pour tout n > 1, on pose A, = Z/p"Z. On peut observer qu'un élément de A,
définit entiérement un élément de A,,_;. On a donc un morphisme &, : A, — A, _1
qui est surjectif, et de noyau p"1A,.

La suite ...~ A, — A,_1 — ... — A; constitue un "systéme projectif".

Définition 3. On désigne par anneau des entiers p-adiques noté Z,, la limite
du systéeme projectif (A, ®,). Par définition un élement de Z, est une suite
x = (o, Tp, ., 1) avec x, € A, et ®,(x,) = x,_1 sin > 2. On définit
naturellement l'addition et la multiplication dans Z,, par l'addition et la multi-
plication coordonnées par coordonnées.

3.1 Propriétés de 2,

Soit €, I'application n-iéme composante.

Proposition 1.

"€

p n
La suite 0 = Z, — Z, = A,, = 0 est exacte.
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Proposition 2. i) Un élément de Z, (resp. de A, ) soit inversible, il faut et il
suffit qu’il ne soit pas divisible par p.

ii) Si U désigne le groupe des éléments inversibles de Z,, tout élément de Z,
différent de 0 s’écrit de fagon unique sous la forme p™u, avec u € U et n > 0.

Proposition 3. [L’anneau Z,] L’aneau Z, est un anneau de valuation, de
maniére équivalente, c¢’est un anneau principal possédant pour unique idéal maz-
imal m := pZ,. C’est donc un anneau local, dont les idéaux sont donnés par
la chaine A 2 m 2 m? D m3 D ... Les éléments irréductibles (/ premiers
Jextrémaux) sont les pu ot u € U.

Démonstration. La valuation v sur Z, (qui a tout p"u € Z,, avecn € Net u € U
associe n) s'é¢tend a Q, = Frac(Z,) (voir paragraphe suivant) et 'on a clairement
Z, ={xr € Q, | v(x) > 0}. Le reste découle des propriétés des anneaux & valuation
discréte.

3.2 Le corps @,

Définition 4. On appelle corps des fractions des nombres p-adiques, et on note
Qp, le corps des fractions de l'anneau Z,.

On peut observer que Q, = Z,[p1].

§2. Equations p-adiques

3.3 Solutions

Lemme 5. Soit ... — X,, — X,_1 — ... = Xy un systéme projectif et X sa
limite projective. Si les X,, sont finis et non vides, X est non-vide.

Notation : Si f € Z,[X1, ..., X;,] est un polynome & coefficients dans Z,, et si n > 1,
on note f, le polynéme & coefficients dans A,, déduit de f par réduction modulo p™.

Proposition 4. Soient f) € Z,[X,...,X,,] des polynémes a coefficients
entiers p-adiques. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) Les £ ont un zéro commun dans Z,™.

ii) Pour tout n > 1, les polynomes (f,,)? ont un zéro commun dans (A,)™.

Notation : Un point z = (x4, ..., 2,,) de (Z,)™ est dit "primitif" si I'un des z; est
inversible, c’est a dire si les x; ne sont pas tous divisibles par p; on définit de maniére
analogue les éléments primitifs de (A,)™.
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Proposition 5. Soient f© € Z,[Xy,...,X,,] des polynéomes homogénes a
coefficientss entiers p-adiques. Il y a équivalence entre :

a) Les f) ont un zéro commun non trivial dans (Q,)™
b) Les f ont un zéro commun primitif dans (Z,)™.

¢) Pour tout n > 1, les f,(f) ont un zéro commun primitif dans (A,)™.

3.4 Amélioration des solutions approchées

Lemme 6. Soit f € Z,[X], et ' sa dérivée. Soient x € Z,n,k € Z tels que
0 <2k <n, f(x) =0 (mod p),v,(f'(x)) = k. Il existe alors y € Z, tel que :

f(y) =0 (mod p"™), v,(f'(y)) =k et y =z (mod p"*).

Démonstration. On considére y de la forme x 4+ p" %z avec z € Z,. La formule de
Taylor assure que :

fly) = f(x) + p"*zf'(z) + p* *a avec a € Z, D’aprés les hypothéses on a
f(z) =pbet f'(x) = pFe, avec b € Z, et ¢ € U; il est donc possible de prendre z
tel que b+ ¢z =0 (mod p). La formule précédente permet donc d’avoir :

fly) =p*(b+cz) + p™ 2 =0 (mod p"*?) car 2n — 2k > n.

On réapplique la formule de Taylor cette fois-ci & f’, on f'(y) = p*c (mod p) or
n — k > k donc on a bien v,(f'(y)) = k.

Théoréme 7. Soient f € Z,[Xy,...,Xn|, v = (x;) € (Z,)"n,k € Z, et
j € [1; n]. On suppose que 0 < 2k < n, et que f(z) = 0 (modp) et
(53 (@) = k.

Il existe un 2éro y de f dans (Z,)™ qui est congru  x modulo p™*

Démonstration. On prouve d’abord le théoréme pour m = 1. On applique le lemme
précédent & (9 = z, on obtient (M) € Ly, avec ) = 20 (mod p"*) et tel que :
f(M) =0 (mod p™*1), et v,(f'(z™M)) = k On réapplique le lemme a (. Ainsi on
construit une suite (@, M .. 2@ . avec :

2@+ = 2@ (mod p"t7F) et f(2(?9) =0 (mod p"*7). On peut remarquer que c’est
une suite de Cauchy donc converge vers un certain y. On peut affirmer qu’alors :
fly) =0et y=2x (mod p" %), ce qui conclut la preuve pour le cas m = 1.

Sim > 1 on peut se ramener au cas précédent en construisant le polyndéme & une
variable f € Zy|X;| obtenu en remplacant les X; par x; pour ¢ # j5.0n applique le
résultat précédent a f et a ;. On prouve ainsi l'existence de y; = z; (mod ")
avec f(yj) = 0. On pose y; = x; pour i # j et y = (y;) est solution.

Corollaire 3. 1. Tout zéro simple de la réduction modulo p d’un polynéme
f se reléve en un zéro de f a coefficients dans Z,. (On rappelle que si Q) est
un polyndome sur un corps un zéro de @) est dit simple si au moins ['une des

dérivées partielles 2 6X est nul en x.)
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Corollaire 4. Supposons que p # 2. Soit f(X) = > a; X;X; avec a;; =
aj;, une forme quadratique a coefficients dans Z, dont le discriminant det(a;;)

est inversible. Soit a € Z,. Toute solution primitive de l’équation f(z) = a
(mod p) se reléve en une solution exacte.

§3. Le groupe multiplicatif @),

3.5 La filtration du groupe des unités.

ds

On note U le groupe des inversibles de Z,, m, : Z, — Z/p"Z pour tout n € N* les
surjections canoniques, qui induisent les morphismes surjectifs €, : U — (Z/p"Z)*.
On pose Uy, :==1+p"Z,. Lasuite 1 - U, - U — (Z/p"Z)* — 1 est exacte.

Par ailleurs A\ : U, — Z/pZ; 1+ p"z — x est un morphisme de groupe de
noyau U, 1, ce qui donne un isomorphisme U, /U, 11 = C,, et donc par récurrence
Card([U; : U;]) = pP~*. On peut en fait étre plus précis. On a pour tous i € N*
(i>1danslecasp=2),n € Netaec U\Uy, o € U n\Uiini1, si bien que
pour tout j > i, U;/U; est cylcique engendré par la classe de o dans U;/Uj, soit
U;/U; = Cpi—i. On note 6,; I'isomorphisme de C,i vers Uy /U1 (resp de Cyi vers
Us/Uito pour p = 2)

On considére le polynome P := XP~1 — 1 € Z,[X]. Ce dernier admet p — 1 racines
dans F} qui se relevent en p — 1 solutions dans Z,. Ces solutions forment un sous
groupe V' de U de cardinal p — 1 (qui est méme isomorphe a Fy = C,,_; : on hérite
de la structure de groupe de (Z/p"Z)* ).

Lemme 7. U=V U,

Démonstration. On pose W := V N Uj. Pour tout n € N* ¢,(W) est isomorphe a
Cy pour un certain diviseur d de p — 1 en tant que quotient de V, et est un sous
groupe de U;/U,. Ce dernier étant d’ordre p"~!, il suit ,(W) = 1 et W C U,.

Ainsi W C ﬁ U,=1 OnposeY :=V@U;. OnaY/Uy =2V = C,_; et donc
n=1

Lemme 8. Soient G un groupe abélien muni d’une disgtance d complete et
bornée sur G telle que Ya,b,c € G, d(ac,bc) = d(a,b)d(1,c) et soit (U;)ien- une
suite décroissante de sous groupes stricts de diamétre convergeant vers 0. Alors

G = 1im G/U.

Démonstration. Le morphisme ¢ : G — @G/Ui ; g — [9]u, a pour noyau Ker =
(Nien- U;> si bien que I'unique probléme a résoudre est celui de la surjectivité. Soit
y = ([9i]v,)ien € @G/Ui, la suite (g;)ien+ est de Cauchy, et converge donc vers un
certain g € GG, qui fournit alors un antécédent de y pour .

Proposition 6. Uy = Z, sip # 2 et Uy = Z* x Uy avec Uy = Zy pour p = 2.

Démonstration. On a vu que pour tout i € N* (resp ¢ > 1 si p = 2), U;/U; =
Z/p1Z (vesp Uy/U; = Z/p'2Z). On vérifie alors que les isomorphismes 6, ; :
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Z/p'Z=U, /U; 41 sont compatibles avec les systémes projectifs :

; ga,i
Z/pZZ — Ul/UiJrl

| |

Z/pz—lz m Ul/UZ

Par application du lemme précédent, il suit U; = T&nUl JU; = @Z /p'Z = Z, et
Uy = @nUg/Ui = 1'&12/212 = Z5 Il ne reste plus qu'a démontrer que dans le cas
oup=2 U =Z"PU, —1¢ U, sibien que {1} U,. De plus, si y € Uy, on
écrit y = 14+ 2x. Siz ¢ Uy alors © € 275 et y € Uy, sinon x s'écrit © = —1 + 2%
doty=14+2(-14+2%)=—-1+42=(-1)(1 —4z) e {1} P U,

Proposition 7. U =Z/(p — 1)Z X Z, pour p # 2 et U = Z/2Z X Z
Démonstration. Clair d’apres les propositions précédentes.
Proposition 8. Q) = Z xZ, x Z/(p — 1)Z pour p # 2 et Q5 = Z X 7y X /2.

Démonstration. Q = Z x U traduit simplement le fait que tout élément z de Q)
s’écrit de maniére unique sous la forme z = p" X u avec n € Z et u € U. Le reste
découle de la structure des inversibles de Z,.

3.6 Carrés de Q)
Proposition 9. Q;/Q;m > (Z/2Z)? pour p # 2 et Q3/Q = (Z,/27)3.

Démonstration. Pour p # 2, on a Q)7 = 27 x 2Z, x 2(Z/(p — 1)Z) = 2Z X

Z, x (2Z)/(p — 1)Z (car 2 est inversible dans Z,) d’ou Q;/Q;p] ~ (Z X Z, x
Z)(p = 1)Z) ] (2L x L x 2L[(p — 1)Z) = Z|2Lx Z, | Ly (L] (p — 1)Z)/(2Z/(p — 1)Z) =
(Z)27) x (Z)27,).

Pour p = 2, on a Qi = 27 x 27, x 2(Z/2Z) = 27 x 2Zyx (car 2(Z/2Z) = 0)
d'ott Q5/Qi 2 (Z X Zy x ZJ2Z) | (27 % 27y x 0 X Z)2L X  Zo /270 x (Z,)27)/0
(Z)27) x (Z.]2Z) x (Z)27Z).

En regardant précisément ce qui se cache derriére les isomorphismes, les résultats
précédents signifient que pour p # 2, x = p"u € Q) est un carré si et seulement si n
est pair et la classe de u modulo p est un carré, et également que le groupe Qj/ Q;p]
a pour représentants 1, p,u, up avec u € Q) tel que u n’est pas un carré modulo p.
De méme, pour p = 2, x = 2"u € Q) est un carré si et seulement si n est pair et
u = 1( mod 8) (ie u est un carré de U = U; = {£1} @ Us, c’est a dire si u est un
carré de Us soit un élément de Us). Enfin le groupe Qf/ Q;p] a pour représentants
+1,+2,4£5,+10 .

4 Chapitre III: Symbole de Hilbert

§1. Propriétés locales . Dans ce paragraphe, & désigne R ou Q, avec p premier.
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4.1 Définition et premiéres propriétés
Définition 5. Soient a,b € k*. On définit :

(a,b) =1 si 22 — az® — by*> = 0 a une solution non nulle dans k*;
(a,b) = —1 dans le cas contraire.

Le nombre (a,b) £ 1 s’appelle le symbole de Hilbert de a et de b, relativement a k.
On peut remarquer que (a,b) ne change pas si on multiplie a et b par des carrés; le
symbole de Hilbert définit ainsi une application de k*/k*? dans {£1}.

Proposition 10. Soient a,b € k*3, et soit k, = k:(\/l;) le corps obtenu en
adjoignant a k une racine carré de b. Pour que (a,b) = 1, il faut et il suffit que
a appartienne au groupe Nk; des normes des éléments de k.

Démonstration.

Si b est un carré d’'un élement ¢, on a 22 — az? — by? = 0 admet comme solution
(c,0,1), et 'on a (a,b) = 1 d’ou le proposition car dans ce cas k, = k et Nk, = k*.
Sinon k;, est quadratique sur k; si 5 désigne une racine carré de b, tout élement £ € k;,
s’écrit z+ By, avec y, z € k, et la norme N (€) de € est 22 —by®. Sia € Nk;*, il existe
donc ¥,z € k tels que a = 2% — by?, on remarque alors que la forme quadratique
2?2 —az®—by® aun zéro (z,1,y), et on a donc (a,b) = 1. Réciproquement, si (a,b) =
1, cette forme quadratique a un zéro (z,x,y) # (0,0,0); on a alors nécessairement
x # 0 car sinon b serait un carré; on en conclut que a est norme de 2 4 52,

2

Proposition 11. £*/N (k) est un groupe de cardinal 2, donc isomorphe a Cs,
deés lors que b n’est pas un carré de k.

Démonstration. Ce résultat est clair pour & = R. Pour k£ = @,, on remarque que
7 : k* — k*/NEk; induit la surjection s : k*/k*2 — k*/Nk; qui fait de k*/Nk; un
quotient de k*/k*? =2V, (groupe de Klein). 11 faut et il suffit donc de montrer, dans
le cas p # 2, que ce quotient est non trivial (car k*/k*? = (Z/27)?), c’est a dire
que k*3 C Nki C k*.

Dans le Ca,s[ ? = 2, il faut étre plus précis et exhiber deux éléments distincts dans

N(Q2);\Q:? ainsi done quun élément de Q5\N (Q,); (car Q;/Q;m ~ (Z/27)3)

Faute d’'un résultat général sur la structure ou méme juste le cardinal du groupe
k* /Nk}, on doit traiter le probléme directement, en distinguant différents cas de fig-
ures. On remarque que l'on peut traiter le probléme acec n’importe quel représentant
de la classe de b dans k;/k*? en lieu et place de b.

1) p#2

_ Sib=wupour un certain u € U, alors d'une part p € k*\Nk;, car on aurait sinon
p = 2% — uy? pour un certain (z,y) € @12), si bien que X? —uY? —pZ? € Z,[X,Y, Z|
aurait un zéro non trivial dans Qz, soit également (étant homogéne) un zéro prim-
itif (z,y,2) dans Zf), en réduisant modulo p on aurait v(z),v(y) > 0 et donc
v(z) > 0 absurde (contredit le caractére primitif). De plus, la forme quadratique
X? —uY? € F,[X,Y] représente tout scalaire non nul, soit a fortiori tout scalaire
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z € k\k® ce qui suffit pour conclure que £*? C Nk;

_ Sib = p, alors pour tout u € k*\k*Z v € k*\ Nk;, sans quoi on aurait 2% —py? = u

pour un certain couple (z,y) € Q2 avec forcément y # 0, d’ou (x/y)* — (1/y)*u=p

ce qui est faux d’aprés 1). D’autre part, —p € Nki\k*2.

_ Sib=pu, avec u € U (qui n’est pas un carré), alors u € k*\Nk; sans quoi la

forme quadratique X? — puY? — uZ? € Z,[X,Y, Z] aurait un zéro non trivial dans
g, donc un zéro primitif (z,y, z) dans ZI?;, ce qui méne en réduisant modulo p a

v(x),v(z) > 0 puis & v(y) > 0 ce qui contredit le caractére primitif de (z,y, 2).

Enfin, —pu € Nk;\k*2.

2)p=2

admis

Corollaire 5. Le symbole de Hilbert est une forme bilinéaire non dégénérée sur
le Fy-espace vectoriel k/k*2. L’assertion "(a,b) est non dégénérée” signifie que,
sib € k* est tel que (a,b) =1 pour tout a € k*, on a b € k*%.

Démonstration. C’est effectivement une conséquence immédiate de la caractérisation
de (a,b) =1 <=>a € Nkj et du fait que k*/Nk; = Cs.

Corollaire 6. Le symbole de Hilbert vérifie les propriétés suivantes :

it) (a,—a) =1
iii) (a,b) =1 = (ad’,b) = (d', )
i) (a,b) = (a,—ab) = (a, (1 — a)b)

4.2 Calcul de (a,b)

Théoréme 8.
Sik=Rona(ab)=1siaoubest>0et(ab)=—1siaetbsont<DO0.

Si k= Q,, et si l'on écrit a,b sous la forme p™u, p°v ot u,v € U le groupe des

L . _ 2
unités p-adiques, on a en notant € : x > 12—1 et w:x— g =

(.8) = (~L)PD(EP(E) pour p # 2 et (a,b) = (~1)Ie)raut) it
sinon.
Démonstration. Preuve pour p # 2. En posant |[.,.] tel que (—1)“56(p)(%)ﬁ(§)°‘ =
(=)@ pour tous a,b € k, on veut montrer que les deux formes bilinéaires non
dégénérées (., .) et [.,.] sont égales, ce qui est équivalent & montrer qu’elles coincident
sur la base (u,p) du Fy plan vectoriel Q;/Q;[Q], et donc que (u,u) = 1, (p,p) =

(=1, et (u,p) = (%)
(u,u) = 1 découle du fait que la forme @Q := X? — uY? — uZ? représente 0 dans F,
et que tout vecteur isotrope dans IF?, se reléve en un vecteur isotrope dans Zg.

Si uw n’est pas un carré, (u,p) = —1 sans quoi on aurait (u,y) = 1 pour tout
y € Vectg,(u,p) = @;/@;[2] ce qui contredit le caractére non dégénéré de (.,.).
Sinon (u,p) = 1.

(p,p) = (p,—p*) = (p, —1) et 'on est ramené au cas précédent avec u = —1.

10
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§2. Propriétés globales

Le corps Q se plonge comme sous-corps dense dans chacun des corps Q, et R. Si
a,b € Q*, on note (a,b), (resp (a,b)« le symbole de Hilbert de leur images dans Q,
(resp R). On désigne par V la réunion de l’ensemble des nombres premiers et du
symbole oo, et 'on convient que Q,, = R.

4.3 La formule du produit
Théoréme 9. Sia,b € Q*, on a (a,b), =1 pour presque tout v € V, et
[Toev(a;b)y = 1.

5 Chapitre IV : Formes quadratiques sur Q, et sur

Q

§1. Formes quadratiques

5.1 Définitions

Définition 6. Soit V' un module sur un anneau commutatif A. Une application
Q :V — A est une forme quadratique si :

i) Q(ar) = a’*r V(a,z) € AXV
i) L’application b : (z,y) — Q(x +y) — Q(x) — Q(y) est une forme bilinéaire.
Le couple (V, Q) est un module quadratique.

Dans tout ce chapitre, nous nous considérerons le cas ot 'anneau A est un corps
k de caractéristique # 2. Le A-module V' est alors un k-espace vectoriel qui sera
supposé de dimension finie.
On définit le produit scalaire associé a la forme quadratique () par :

vy = 3(Qx +y) - Qz) — Qy))

C’est une forme bilinéaire symétrique avec Vo € V, Q(x) = z.x.

Si (V,Q) et (V', Q') sont deux modules quadratiques on appelle morphisme de (V, Q)
dans (V', Q') toute application linéaire f : V — V' telle que Q' o f = ). On a donc
Yo,y €V ay = f(2).f(y).

11
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Proposition 12. Matrice d’une forme quadratique. Soit (e;)1<i<n une base de
V. On appelle matrice de Q) par rapport a cette base de la matrice A = (a;;) ot
aij = e;.ej; ¢’est une matrice symétrique. St x =) . e; est un élément de V', on
aQ(x) = Z” a; jx;x;. En particulier en notant X, Y les vecteurs colonnes des
coordonnées de x et y dans la base, on a x.y = YTAX. Si l'on modifie la base
(€:)1<i<n par une matrice inversible M, la matrice A" de @ dans la nouvelle
base est MAM?T. On a donc det(A’) = det(A)det(M)?, ce qui montre que
det(A) est connu a une multiplication prés d’un élément de k2 on Uappelle le
discriminant de Q) noté disc(Q).

5.2 Orthogonalité

Définition 7. Soit (V,Q) un module quadratique sur k.
i) Deuz éléments x,y de V sont orthogonauz si x.y = 0.

i)) Pour H C V' on définit l’orthogonal de H par H* ={x € V |Vy € H,z.y =
0}. C’est un sous-espace vectoriel de V.

iir) Si Vi, Vs sont deux sous-espaces vectoriels de V' on dit que Vi et V, sont
orthogonauz si Vi C Va°.

w) On appelle radical de V noté rad(V) l'ensemble V°. La codimension de
rad(V) s’appelle rang de Q. Sirad(V') = {0} on dit que Q est non-dégénérée ie
disc(Q) # 0.

Proposition 13. Soit U un sous-espace vectoriel de V', et soit U* le dual de
U. Soit qu : V — U* lapplication qui associe a tout x € V' la forme linéaire
r.(). Le noyau de qy est U ainsi on remarque que QQ mon-dégénérée <=
qy : V. — V* est un isomorphisme.

Démonstration. Le caractére linéaire est évident d’aprés la bilinéarité du produit
scalaire associé & (). En dimension finie un sous-espace vectoriel et son dual ont
méme dimension. Et pour une application linéaire entre deux sous-espaces vectoriels
de méme dimension la bijectivité est équivalente a I'injectivité elle méme équivalente
au fait que le noyau est réduit a {0}.

Définition 8. Soient Uy, ...,U,, des sous-espaces vectoriels de V. On dit que
V' est somme directe orthogonale des U; si :

V=U1®...0U, etUiCUf,W;ﬁjE[[l,m]].
A A
Dans ce cas, on note V=U; & ... D U,,.

Proposition 14. Soient Uy, ..., U,, des sous-espaces vectoriels de V' avec V =

A A
Uy®...0U,. Six eV apour composante x; dans U; on a :

Q) = Qu(21) + ... Qm(wm)

ou Q; est la restriction de ) a Uj.

12
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Proposition 15. Si U est un supplémentaire de rad(V') dans V', on a V =
U & rad(V).

Démonstration. On a par hypothése que V- =U @ rad(V') et par comme U C V, on
a bien rad(V) c U°.

Proposition 16. Si (V,Q) est non-dégénérée. Alors :

i) Tout morphisme métrique de V dans un module quadratique (V' Q') est
injectif.

ii) Pour tout sous-espace wvectoriel U de V, on a : U = U,

dim(U) + dim(U®) = dimV et rad(U) = rad(U°) = U N U°.

i1) Pour que U soit non dégénéré, il faut et il suffit que U° le soit, dans ce cas
AN
V=UaU°

iv) Si'V est somme directe orthogonale de deux sous-espaces vectoriels, ceuz-ci
sont non dégénérés, et chacun d’eux est [’orthogonal de 'autre.

Démonstration. Si f : 'V — V' est un morphisme métrique, et si f(z) = 0 on
zy = f(z).f(y) = 0,Vy € V. Comme (V,Q) est non dégénérée on a x = 0. Si U
est un sous-espace vectoriel de V, 'application linéaire qy : V — U* quiax € V
associe x.py est surjective, on compose par qy : V. — V* bijective ,car (Q,V’) non
dégénérée, et la surjection canonique V* — U*. D’aprés le théoréme du rang, on a
dim(V) = rg(qu) +dim(Ker(qu)) ie dim(V) = dim(U*) + dim(U°) or en dimension
finie dim(U*) = dim(U) donc dim(V) = dim(U) + dim(U?). Ceci prouve que
dim(U) = dim(U°°) or U € U donc par égalité des dimensions on a I'égalité des
2 ensembles. Par définition rad(U) = {x € U,Vy € U,z.y} = UNU°. Comme
U = U on a rad(U) = rad(U°"). On a U non dégénéré <= rad(U) = {0},
comme dim(V') = dim(U) + dim(U°) on a directement que la somme est directe et
orthogonale par définition de U°.

5.3 Vecteurs isotropes

Définition 9. Soit x € V' avec (V, Q) un module quadratique. On a dit que x
est isotrope si Q(x) = 0. Un sous-espace vectoriel U de V' est isotrope si tous
ses éléments le sont.

On remarque alors : U isotrope <= U C U° <= Qy =0.

Définition 10. On appelle plan hyperbolique tout module quadratique ayant
une base formée de deux vecteurs isotropes x,y avec x.y # 0.

Quitte a multiplier y par z—ly on peut supposer que x.y = 1. Si on considére la
matrice de la forme quadratique par rapport a x,y, c’est

0 1
10
son discriminant vaut —1 # 0 donc est non dégénérée.

13
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Proposition 17. Soit z isotrope # 0, € V ou (V, Q) est un module quadratique
non dégénéré. Il existe alors un sous-espace vectoriel U de V' qui contient x et
qui est un plan hyperbolique.

Démonstration. Comme (V, Q) est non dégénéré et x non nul on sait qu'il existe
z € V tel que x.z = 1 (quitte & multiplier par un scalaire). Posons y = 2z — (z.x)z,
y est isotrope et z.y = 2. Le sous-espace vectoriel U = Vect(z,y) convient.

Corollaire 7. Si (V,Q) est non dégénéré et contient un élement isotrope non

nul, alors Q(V') = k.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente on peut se resteindre a un plan
hyperbolique de base (z,y) avec z, y isotropes et z.y = 1. Sia € kona Q(z+5y) =

(x + %)(a: + i) =x.20+ “Izy.y +28%2.y = a car x et y sont isotropes et r.y = 1.

5.4 Bases orthogonales

Définition 11. Une base (eq,...,e,) d’'un module quadratique (V,Q) est or-
thogonale si elle est formée d’éléments deux a deux orthogonauz. Il est équivalent

ap 0 ... 0
d’affirmer que la matrice de () dans cette base est az ... 0
O 0 ... a,

On en déduit que si . =" | z;e;, on a Q(z) = a1z + ... + a,a”.
Théoréme 10. Tout module quadratique (V, Q) posséde une base orthogonale.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n = dim(V').Si n = 0 trivial. Si V
est isotrope, toute base de V' est orthogonale. Dans le cas contraire on choisit e; € V
tel que ej.e; # 0. L’orthogonal H de e; est un hyperplan et comme e; ¢ H, on a

A
V = key & H. D’apres ’hypothése de récurrence, H posséde une base orthogonale
(és,...,€e,); par concaténation (somme directe orthogonale) (e, ea, ..., e,) est une

base de V.

5.5 Théoréme de Witt.

Théoréme 11. Soient (V,Q) et (V',Q’) deur modules quadratiques mon
dégénérés et isomorphes, soit U un sous-espace vectoriel de V', et soits : U — V'’

un morphisme métrique injectif. On peut alors prolonger s en un isomorphisme
de V surV'.

Lemme 9. Si U est dégénéré, on peut prolonger s en un morphisme métrique
ingectif s1 : Uy — V' ou Uy contient U comme hyperplan.

Démonstration. Soient x € rad(U) non nul (existe car U dégénéré) et [ une forme
linéaire sur U telle que [(z) = 1. Or V est un espace quadratique de dimension finie
non dégénéré donc il existe y € V tel que [(z) = z.y pour tout z € U. On peut
remarquer qu’on peut choisir y isotrope en effet on remplace y par y — £¥z. On pose

14
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donc Uy = U & ky contient U comme hyperplan. On applique la méme construction
mais cette fois a U’ = s(U), 2’ = s(x) et ' =10 s L.

5.6 Traductions

Soit f(X) =>" auXi® +2 > icj @i XiX; une forme quadratique avec n variables
sur k. On pose a;; = a;; pour i < j pour que la matrice A = (a;;) soit symétrique.
Le couple (K™, f) est un module quadratique associé¢ a f (ou a la matrice A).

Définition 12. Deux formes quadratiques f et f' sont dites équivalentes si les
modules quadratiques associés sont isomorphes. Dans ce cas, on note f ~ f'.En
notant A et A’ les matrices de f et f', on a f ~ f' s’il existe M une matrice
inversible telle que A" = MAMT.

Définition 13. Soient f(Xi,...,X,) et g(X1,..., X)) deux formes quadra-
tiques, on définit f+g la forme quadratique de n+m variables f(X, ..., X,)+
9(Xni1, ..., Xm). On définit de maniére analogue f—g.

Définition 14. Une forme quadratique f(X;, Xs) est dite hyperbolique si ['on
a: f~ XXy~ X2~ Xy Le module quadratique (k%, f) est alors un plan
hyperbolique.

Définition 15. La forme quadratique f(X, ..., X, représente a € k s’il existe
r = (21,...,2,) # 0 tel que f(z) = a. Ainsi [ représente 0 si (k™, f) contient
un vecteur isotrope non nul.

Proposition 18. Si f représente 0, et est non dégénérée, on a f ~ fo+g avec
fa hyperbolique. De plus f représente tout élément de k.

Démonstration. Par hypothése il existe x un élément isotrope non nul et f non
dégénérée d’apres la proposition 3 il existe un sous-espace U de V' qui contient x
avec U un plan hyperbolique. On note g la restriction de f a U° et f5 celle restreinte
a U. On a disc(fy) = —1 # 0 donc fy est non dégénérée donc on a bien la somme
directe orthogonale. Et on conclut avec le corollaire 6.

Corollaire 8.

Soit g = g(X1, ..., X,_1) une forme quadratique non dégénérée, et soit a € k*.
On a :
i) g représente a.
A
i) On a g ~ h+aZ?* ou h est une forme linéaire en n — 2 variables.
<~

La forme f = g—aZ? représente 0.

Démonstration. On remarque directement que i) = 7). On s’intéresse désormais
a la réciproque. Si g représente a dés lors il existe z € V tel que .z = a, on
désigne par H l'orthogonal de x. D’aprés la proposition 15 ( x est isotrope donc
(kx, Q) est non dégénéré) on a V = Hbkx doit g ~ h+ aZ? ou h est la forme
quadratique associée & une base de H. On a aussi i) = iii) directement.
Réciproquement, si f = g—aZ? a un zéro non trivial (zy,...,2,_1,2) on a soit

15



Classification des formes quadratiques sur @) et sur @), A. Piroutet, L. Filmont

z = 0, auquel cas g représente 0 donc via la proposition 17 g représente a. Sinon
z#0onag(%,...,*1) =aet donc iti) = 1).

Corollaire 9. Soient g et h deuz formes quadratiques non dégénérées de rang
> 1, et soit f =g—h. On a :
i) [ représente 0.
<~
ii) 1l existe a € k* qui est représenté par h et par g.
<~
iii) Il existe a € k* tel que g—aZ? et h—aZ* représente 0.

Démonstration. D’aprés le corollaire précédent on a ii) <= iii). De plus
I'implication i7) = 1) est évidente. Désormais montrons que i) = 7). Un
zéro non trivial de f peut s’écrire sous la forme (z,y), avec g(x) = h(y). On note
a=g(z) = h(y). Sia+#0ii) est claire. Si @ =0 'une des formes représente 0. Par
exemple g, ainsi d’apres la proposition 17, tout élément de k est représenté par g et
donc toute valeur non nulle prise par h est aussi représentée.

Théoréme 12. Décomposition des formes quadratiques en "sommes de carrés”.
Soit f une forme quadratique en n variables. Il existe aq,...,a, € k tels que
f~mXi?+ ... 4 a, X2 Le rang de f

5.7 Forme quadratique sur les corps finis

Théoréme 13. Soit k un corps de cardinal q. Tout k— espace quadratique
(E,Q) de dimension n > 3 est isotrope.

Démonstration.

Il suffit de montrer le résultat pour £ = k™ et pour n = 3. Le résultat est clair si )
est dégénérée, et on la suppose donc dorénavant non dégénérée.

Soit a un élément de k*[2]. Le sous groupe k*[2] étant d’indice 2 dans k, il suit en
diagonalisant () que celle ci est congruente a 'une des formes canoniquement asso-
ciées a diag(1,1,1), diag(1,1,a), diag(1, a,a) et diag(a, a,a). Quitte a raisonner sur
a@ en lieu et place de @), on peut se ramener aux deux cas (1) Q ~ diag(1,1,a) et

(2) Q ~ diag(1,1,1).

Cas n°1:
Si —1 est le carré d'un élément = € k*, alors le vecteur (z,1,0) est isotrope.
Sinon, on a peut étre choisi égal a —1, si bien que le vecteur (1,0, 1) est isotrope.

Cas n°2:

Si —1 € kP, on conclut comme au cas précédent. Sinon, la fonction f : z — z + 1
de k dans lui méme ne laissant aucune partie non triviale de k stable, on déduit
Iexistence de ¢ dans k@ tel que ¢ +1 € k\ kP, c'est a dire de x,y € k tels que
12+ 1 = —y?, le vecteur (z,1,y) est alors isotrope.

Corollaire 10. Soient k un corps de cardinal q et (E, Q) un espace quadratique
de dimension n > 2, alors D(Q) = k*.

Démonstration. Clair.
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Proposition 19. [Classification]. Soit (E,Q) un espace quadratique non
dégénéré de dimension n € N*. Alors, Q est équivalente a X + ...+ X2 | + X2
oud X2+...+ X2 +aX? oua € k\k?. Notamment, deur formes quadratiques
non dégénérées (de méme dimension) sont équivalentes si et seulement si elles
ont méme discriminant.

Démonstration. Le résultat se démontre par récurrence sur n. Pour I'hérédité, @)
représente 1, on peut donc écrire QQ = Q' @ 1 et appliquer ’hypothése de récurrence

sur @',

Proposition 20. [Simplification de Witt]. Soit k un corps de caractéris-
. . (A O , (A0 :

tique non 2. Soient M = 0 B) et M' = (0 B’> deur matrices de
Sn(k) N GL, (k) congruentes. Alors si B et B’ sont congruentes, A et A’ le

sont également.

Démonstration. Le résultat se démontre par récurrence, par réduction mattricielles
des matices symétriques, il suffit de traiter le cas B = B’ = 8 € k*. On dispose de
(P C , i (PA'P + pC'C PA'L + pqC
P = (L q) € GL, (k) telle que M' = PM'P = (LAtP+Bth LA'L + Bq?

ce qui se synthétise en le systéme suivante

PA'P — A’ — BCtC
PA'L = —BqC
LA'L = (1 —-¢*)p

On pose pour tout A € k, @y := P 4+ ACL, on va montrer qu’il existe A € k* tel
que Q\A!Qy = A\?A’ ce qui suffira & conclure quant a la congruence de A et A’ (Qy
sera alors automatiquement inversible, la matrice de passage sera donc (1/A)Q@y).
On a pour tout A € k, Q \A'Q, = PA'P + A(PA'L'C + CLA'P) + LA'LC'C =
NA" — (BN2 +2BAq + (¢ — 1)B)C'C. Le trinome X? + 28¢X + (¢* — 1)8 admet
deux racines distinctes (son discriminant vaut A = 32 # 0), dont forcément une non
nulle. Le résultat suit.

5.8 Formes quadratiques sur R

Proposition 21. [Classification] Soit (E,Q) un espace quadratique non
dégénéré de dimension n € N*. Alors, Q est équivalente ¢ X7+ ...+ X2 — Y7 —
.~ Y2 ou (r,s) € N? avec r+s = n. Le couple (r,s) est appelé la signature de
Q notée sgn(Q) et est un invariant classifiant : deuzx formes quadratiques non
dégénérées (de méme dimension) sont équivalentes si et seulement si elles ont
méme signature.

Démonstration. 11y a juste & montrer que la signature est invariante. On va montrer
que dans la signature sgn(Q) = (r, s) , les valeurs r et s s’interprétent en fait comme
la dimension maximale d’un sous espace défini positif respectivement défini négatif,
ce qui suffira pour conclure. Soient € = (e, ..., €,, €1, ..., €;) une base dans laquelle @
I, O

0 —I
espace défini positif de dimension maximale d. Comme R est défini positif, il suit

se représente par , R:=Vect(ey,...,e.), S := Vect(ey, ..., €) et F un sous
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d > r, par ailleurs, comme S est défini négatif, il suit F NS = {0}, d'ou d+ s < n,
cest adired<n—s=r, et doncd=r.

Autre preuve:

. . I, 0 I, 0
Matrciellement, on montre que si M := ( 6 B ]S> = ( 6 s
(r,s) = (1",s). s =0<=> 5 = O (équivaut a dire que la forme quadratique asso-
ciée est définie positive), dans ce cas on a clairement ’égalité souhaitée, sinon, on a

) =: M’ alors

I, 0 0 I 0 0
M=10 —-I,; 0 =10 —Iy_; O = M’ et le lemme de simplification
0 0 —1 0 0 -1

de Witt permet de conclure par récurrence.

5.9 Formes quadratiques sur Q,

Dans cette section, k = Q,,.

Définition 16. Soient (E,Q) un espace quadratique, e = (ey, ..., €,) une base
orthogonale, a; := Q(e;) pour tout i € [1,n]. On pose €(e) := HKj(ai, a;).
Lemme 10. Soit (E,Q) un espace quadratique non dégénéré. On dit que
deuz bases orthogonales e = (€;)1<i<n €t €’ = (€})1<i<n Sont contigues si elles
partagent un vecteur commun et [’'on note eC'e’; et qu’elles sont équivalentes s’il
existe une chaine de bases orthogonales (€;)1<;<n contigues deuz o deux reliant e
a e’ ("étre équivalent” est la relation d’équivalence engendrée par la relation C
"étre contigu”. Sin > 3, deux bases orthogonales quelconques sont équivalentes.

Démonstration. On se donne deux bases orthogonales € = (e;)1<i<n €t € = (€})1<i<n

d’un espace quadratique (F, Q) de dimension n > 3. On distingue deux cas.

1) 3i,j € [1,n], Q(e:)Q(e]) — boles, €5)* # 0:

Cela signifie qu'il existe des vecteurs e; dans e et ¢ dans e’ tel que I'espace P engen-
dré par e;, €} est un plan non dégénéré. Quitte a permuter les ey et ¢), on peut sup-
poser ¢ = 7 = 1. Dans ce cas 'orthogonal H de P est un supplémentaire de P dont on

i
peut fixer une base orthogonale (€3, ..., €,). En posant e, et €, tels que ke; @ keg = P

et ke} é ke, = P, on a la chaine e — (ey, €9, €3, ..., €,) — (€], €, €3,...,€,) — € et le
résultat suit dans ce cas.

2) Vi, j € [1,n], Q(e:)Q(e)) — bg(es, e))* = 0:

Le résultat va découler du fait que l'on peut trouver un vecteur e, := e} + xé)
non isotrope et qui engendre avec e; un plan non dégénéré; par anisotropie de e,, on
pourra alors choisir € € E tel que (e,, €5) soit une base orthogonale du plan quadra-

1

tique ke| @ kel, qui se compléte en la base orthogonale €” := (e,, e, €j, ..., e)) de E,

et 'on disposera alors en vertue du cas 1) de la suite e — €’ — €’.

Ona vz € k, Q(ex) = Q(el)+72Q(el) et Qe)Q(ex)—baler, ea)? = —2rbg(er, ¢ )baler, €b),
de sorte que les conditions souhaitées se traduisent sur z par x? # —Q(e})/Q(eh) et

x # 0. Ainsi, si k a au moins 4 éléments, le résultat suit, et il ne reste qu’a traiter le

cas ott k = 3. L’hypothese de 2) donne Vi, j € [1,n], Q(e;)Q(€)) = 1, c’est a dire

Vi, j € [1,n], Qes) = Q(¢)) de sorte que —Q(e})/Q(eh) = —1 ¢ F3 = {1}. Tout
x € [F§ convient. Le résultat est démontré.
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Proposition 22. La quantité e(e) ne dépend pas de la base orthogonale choisie.

Démonstration. On va démontrer le résultat par récurrence. Sin = 1, e(e) = 1, et
sin =2, e(e) = (a1,as) vaut 1 si et seulement si la forme —Z @ @ est isotrope, ce
qui ne dépend pas de la base orthogonale choisie. Supposons a présent n > 3,
d’aprés le lemme il suffit de montrer que € est invariante pour deux bases or-
thogonales contingues, et étant invariant par permutation dees e; par symétrie
du symbole de Hilbert, il suffit de montrer que €e(e) = €(€’) ot e = (¢;)1<i<n €t

e’ = (€})i1<i<n sont deux bases orhtogonales telles que e; = €|. On pose a; =
Q(e;) resp a, = Q(e;) pour tout i € [1,n] avec donc ay = daf et ajas...a, =
aydy...a, = disc(Q). On a e(e) = [[,_;(ai,a;) = (a1,a2...an) ], 5;(ai,a5) =

(a1, a1disc(Q)) H1<i<j(ai,aj) par propriétés du symbole de Hilbert. De méme, on
trouve e(e’) = (a1, ardisc(Q)) [1,,;(ai, a;) et 'égalité suit par hypothese de récur-
rence.
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