Couronnes biholomorphes
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Legons concernées : 203, 219, 223, 245.
La rédaction de ce développement est largement inspirée du travail de Salim Rostam.

Un théoréme de Bernhard Riemann affirme que tout ouvert non vide simplement connexe de C et
différent de C est biholomorphe au disque unité. Dans ce développement nous traiterons du cas des
ouverts qui ne sont pas simplement connexe et plus particuliérement qui "possédent un trou".

Définition Pour 0 < r < R < oo, on définit la couronne C(r,R) = {z € C r < |z| < R}.

Nous allons montrer que deux couronnes sont biholomorphes si et seulement si le rapport des
petits rayons est égal au rapport des grands rayons. La premiére implication étant évidente nous la
résumons dans la propriété suivante :

Propriété Si A > 0 alors C(r, R) et C(Ar, AR) sont biholomorphes.

CcC — C

Preuve Il suffit de considérer le biholomorphisme h) :
— Az

Le développement commence i¢i :

Théoréme :
Si C(r1, R1) et C(ra, R2) sont biholomorphes alors il existe A > 0 tel que ro = Ary et Ry = ARj.

Preuve 1. Préliminaires :

Quitte & composer par des homothéties (qui sont des biholomorphismes), on peut supposer que
ro =11 = 1. De plus, on suppose que Ry < Ro, ainsi les couronnes C; := C(1, Ry) et Co := C(1, R2)
sont biholomorphes et 1 < Ry < Ro. Le reste de la démonstration va étre voué a prouver que
Ri1 = Ro.

Soit f : C; — Co un biholomorphisme. Montrons que f est de la forme z — cz® avec « := ;Zg Egig > 1.
Pour cela on considére

w: Cl — R
|z = log([f(2)]) — adog([2])

u est bien définie sur C; car Vz € C; |z| > 1 donc |z] # 0 et f(z) € Ca donc |f(z)] > 1 donc

|f(2)] # 0.
En utilisant le principe du maximum pour les fonctions harmoniques (cf partant d’un

ouvert de C, on va montrer que u est la fonction nulle.

2. Harmonicité de u sur Cq :

Commengons par remarquer que pour g une fonction dérivable, on a 0, = 0zg.
Revenons & notre fonction u, on peut écrire que

1

Vel u(z) = 5 (log(|f(2)P) — alog(|z2) = 5 (log(F) — olog(=2))
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ce qui nous permet d’affirmer que u est de classe C? sur son ensemble de définition.

On a donc : B ) _ )
20,1 = 0:1)f “:f(azf) B a(azz)z —_|— z(‘)zz'
fr 2z
Or 0,f = 0-f = 0 car f est holomorphe. On établit de méme que 0,Z = 0. Donc
o0.f «
20— 2L _ %
0.u 7 p

De plus, z — a}f est holomorphe sur Cq, donc 05 (Lff) = 0, de méme pour z — ¢ sur C; donc

0:0,u = 0. On a donc prouvé que u est harmonique sur Cj.

3. Prolongement continu de u sur Cj :
Pour pouvoir appliquer le principe du maximum harmonique & u, on va la prolonger sur

0C; ={z€Clz| =1ou |z| = R }.

Commencons par regarder le comportement de |f(2)| lorsque |z| — 1.

Soit (25 )nen € CY une suite qui converge vers un complexe de module 1, et soit [ une valeur
d’adhérence de (f(zn))nen (une telle valeur d’adhérence existe car (f(zn))nen est & valeur dans Cy
qui est compact). On note (ny), Pextractrice correspondante. On a | € Co, si [ € Co, comme f
est bijective, il existe z € C; tel que f(2) = I. Comme f~! est holomorphe, elle est en particulier
continue donc on a f~1(f(zn,)) = 2n, — # ce qui est absurde car |2,,| — 1 et |z| > 1. Donc | € 9Cs,
autrement dit, |/| € {1, R2}. On vient donc de montrer que si (z,) € C} converge en module vers 1
alors les valeurs d’adhérences de (| f(2n)|)n sont 1 ou Rs.
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FIGURE 1 — Dessin & faire pendant le développement.

On va maintenant montrer que la suite (| f(z5)|)n a une seule valeur d’adhérence.
Soit K := 8(0,vVRy) = {z € C|z| = v/Rz2}, 'ensemble K est compact et comme 1 < Ry alors K C Cs.
Comme f~! est continue, 'ensemble f~!(K) C C; est également compact. Ainsi, il existe € > 0 tel
que Vz € f7YK) 14+ ¢ < |z|] < Ry —e. En effet, f~1(K) C C; et 9C; sont deux compacts disjoints
donc d(f~1(K),0C1) > 0. En particulier C(1,1 + ¢) est connexe et ne rencontre pas f~!(K) donc
f(C(1,14¢)) est un connexe (comme image d’un connexe par une fonction continue) ne rencontrant
pas K. Or les composantes connexes de Co \ K sont C(1,1/Rs) et C(v/Ra, Ry), on a donc :

f(C(1,1+¢€)) cC(1,v/Ry) ou f(C(1,1+¢))CC(\/Ra, Ra).



Quitte & considérer % au lieu de f, on peut supposer que 'on est dans le premier cas (ie f(C(1,1+

g)) C C(1,v/R3) ). En reprenant les notations précédentes, comme z, € C(1,1 + ¢) a partir d'un
certains rang, on a f(z,) € C(1,v/Rz2) a partir de ce méme rang. Donc |I| € [1,1/Rz]. On conclut
donc que |I| = 1. On a donc prolongé u par continuité sur {|z| = 1} par log(|1|) — alog(|1]) = 0.

Pour prolonger u par continuité sur {|z| = R;}, on raisonne de la méme facon : il suffit de
remarquer que f(C(Ry — ¢, R1)) C C(v/Rz, Ry). En effet, ce n’était pas le cas on aurait f(C(R; —
e, R1)) C C(1,v/R2) donc :

f(C) = fCA,1+e)Uf(CA+e, R —e))Uf(C(RL—e,R1)) CC(1,v/Ry) UK

avec K' = f(C(1+e,R;1 —¢)) C C2 qui est compact car f est continue. Ainsi n := d({|z| =
Ry}, K') > 0 donc d({|z| = Rz}, f(C1)) = min(Ry —+/Ra,m) > 0. Ce qui est absurde car f(C;) = Cs.
Ainsi u se prolonge par continuité sur {|z| = R1} par log(|Rz|) — alog(|R1]) = 0 (par définition de
a). Donc u se prolonge par continuité par 0 sur 9Cj.

4. Conclusion

Donc u est continue sur C; et harmonique sur C; donc par le principe du maximum harmonique,
u atteint ses extremas sur dC;. Or, on a vu que u|ge, = 0 donc u = 0.
En particulier 9,u = 0 donc £ = 2. En intégrant sur K = S(0,v/Ry) parcouru une fois dans le sens
direct, paramétré par v : [0,1] — C, on obtient :

1 g
f(®) /dz
A ()dt=a | — = Indso~(0) = alnd,(0).
Or Ind,(0) = 1, donc o = Indfo,(0) € Z et méme o € N* (car on a vu au début que o > 1). En
dérivant z — 27 f(z), on obtient que f(z) = Cz®. f étant non nulle, C' # 0 et f étant injective on

obtient que o = 1. Donc log(f2) _ 1 _ Ry = R;.

log(R1)
O
Remarque La preuve nous donne que f(z) = Cz, or d’aprés la sous section 3 de la preuve
|C| =1 donc |C| =1, ainsi f est une rotation. Mais attention, les rotations ne sont pas les seuls

biholomorphismes possibles entre C; et Co, puisqu’on a éventuellement considéré % dans la sous

section 3.

Remarque Le développement en 1’état est trop long pour tenir en 15min, c’est pour cela que je
recommande de ne pas détailler au tableau le prolongement par continuité de w sur {|z| = R;}.



Annexe :

Remarque Le chapitre 11 de [AmarMath| est parfait pour approfondir la notion de fonction
hamonique.

Définition Soit  un ouvert de C, alors u : Q — C est harmonique si u est C? et 9,0su = 0.

Théoréme Principe du maximum des fonctions harmoniques :
Soit © un ouvert borné de C. Si u : @ — C est continue sur {2 et harmonique dans €2, alors :

u(2)| < sup{lu(Q)]; ¢ € 092}
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