Opérateurs a trace
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Introduction

L’étude des opérateurs a trace est ’étude d’opérateurs auquels on peut étendre la notion de trace
définie pour les application linaire en dimension finie. Cette étude est réalisée dans le cadre de la
théorie spectrale.

La théorie spectrale est introduite au début du XXeme par David Hilbert. C’est une théorie
étendant a des opérateurs définis sur des espaces fonctionnels généraux, la théorie élémentaire des
valeurs propres et des vecteurs propres de matrices.

En mathématiques cette théorie trouve beaucoup d’application dans I’étude des fonctions ana-
lytiques, car les propriétés spectrales d’un opérateur sont liées a celles de fonctions analytiques sur
les valeurs de son spectre.

En physique, cette théorie est utilisée dans le cadre de 1’étude d’objets vibratoires et en physique
quantique. En effet certains opérateurs associés a des particules, ont pour valeurs propres les
différents niveaux d’énergie que cette particule peut atteindre.

On rappellera alors dans un premier temps quelques outils et définitions qui nous seront utiles
par la suite. Puis on définira la notion d’opérateurs a trace et montreront plusieurs propriétés
qu’ils vérifient. On travaillera par la suite sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt et on montrera
notamment qu’il s’agit d’un espace de Hilbert. Enfin nous travaillerons sur un exemple qui a une
application sur le Laplacien de Dirichlet.



1 Outils préliminaires

Dans tout ce qui suit, on considere (H, (-, - ), || - ||) un espace de Hilbert et on note .Z(H) I’ensemble
des opérateurs bornés sur H, i.e ’ensemble des applications linéaires continues de H dans H pour
la norme de H. Et on notera également || - || la norme subordonnée a la norme H sur % (H)

Définition 1.1 Soit T un endomorphisme de H. T est dit positif si T est autoadjoint et si :
Vee H (Tx,x) >0

On note .Z*(H) l'ensemble des opérateurs positifs

Définition 1.2 Soient E et F' deux espaces de Banach, T une application linéaire de £ dans F.
T est dite compacte lorsque T'(Bg(0,1)) est relativement compacte.
On note # (E, F') I'ensemble des applications linéaire compacte de E dans F'.

Proposition 1.3 Soit P € Z(H) si P € £*(H) alors il exique un unique Q € £+ (H) tel que
P = Q2. On note alors Q = P/2.

Définition 1.4 Une isométrie partielle est une application linéaire entre deux espaces de Hilbert
dont la restriction a l’orthogonal de son noyau est une isométrie

Définition 1.5 Soit U € Z(H), on dit que U est unitaire si UU* = Id

2 Opérateurs a trace

Définition 2.1 Soit H un espace de Hilbert et T' dans £ (H) alors T est un opérateur a trace s'il
existe (¢ )nen une base de Hilbert de H telle que

o0

D IT|n, vn) < 00 avec |T| = (T*T)"/? (2.1.1)

n=0

On note .21 (H) I'ensemble des opérateurs a trace.



Remarque 2.2 Pour justifier 'existence et I'unicité de la racine de T*T, il suffit de montrer que
T*T est un opérateur positif avec la proposition 1.3:

(T*T)* =T*T etV ¢ € H (T*T¢,¢) = (T, T¢) = |T¢||* > 0

Remarque 2.3 La condition précédente est indépendante de la base hilbertienne choisie. On a
en effet par théoreme de Bessel-Parseval et que, |T]1/ 2 est auto-adjoint :
Pour (¢g)ren une autre base hilbertienne,

o

D AT n, tn) = Z:IIIT!”Q%II2 ZZI (T4, o)
n=0 n=0 k=0
= ZZI(%, 71" 1)
n=0 k=0
D’ou par théoreme de Fubini:
STl ) = S5 b [T126) P = 3 1T 2652
n=0 k=0 n=0 k=0
k=0

D’ou l'indépendance du choix de la base hilbertienne dans (2.1.1).

Remarque 2.4 Lorsque H est de dimension finie n, on a directement 4 (H) = £ (H), H dis-
posant d’une base orthonormée composée de n vecteurs. De plus pour 7' dans Z(H), si T est
auto-adjoint on dispose alors d’une base orthonomée (1) ke[1;n] de vecteurs propres de |T| telle que

> ATk, ) Z | Akl
k=1

Ou les Ag sont les valeurs propres de T'.

Lemme 2.5 Soient S dans Z*(H) et V une isométrie partielle. On a alors pour toute base hilber-
tienne (¢ )nen

o0

D VISV, ) = Z<van, Vipn) < Z St, )

n=0 n=0



Preuve : On remarque dans un premier temps que comme S et V*SV sont auto-adjoints et posi-
tifs, alors (avec la remarque 2.2) le résultat du lemme est indépendant de la base hilbertienne choisie.
Prenons alors (¢, )nen une base hilbertienne de H adaptée & la décomposition H = kerV @ kerV+
(on peut Pécrire car kerV est un sous espace vectoriel fermé). On a alors si (¢, )nen est une base
Hibertienne de kerV =, :

o0 [e.9]

> SV on, Vn) =D (SVihn, Vi)

Comme (V4 )nen est une famille orthonormée, V étant une isométrie sur kerV->, on peut la
compléter en une base hilbertienne (¢, )nen. Il vient alors

o0 [e.9] oo o0

D SV, Vib) < (Shn, bn) <> (Shn, dn) = D (Sthn, tn)

n=0 n=0 n=0 n=0

Définition 2.6 Pour T dans .27 (H) et (15 )nen une base hilbertienne, on pose

o
1Tl ==Y (1T |on, )
n=0
Proposition 2.7 % (H) muni de ||.[|; est un espace vectoriel normé.

Preuve : o L’homogénéité est directe par linéarité de la série positive, du produit scalaire et avec
I’égalité pour A dans C

AT = (AT)*(AT) = [AP*|T]?
e De plus si || T']|; = 0 alors :

(0.9} (0.9} oo
D AT n, n) = D> (Tn, Tb) =Y || Tl
n=0 n=0 n=0
Donc Vn € N T, =0donc T =0
e La positivité de ||.[[; sont également directes.

Puis pour T et T; dans .2 (H), on note les décompositions polaires (cf annexe) :

TjZUj|Tj’,j€1;2 et T1+T2:V|T1+T2’

11 vient alors pour (¢n)nen une base hilbertienne de H et N un entier naturel

N N
D A1+ Tolén, dn) = > (V(Ty + To) b, bn)
n=0 n=0
N A N A
= Z<VU1’T1‘¢W ¢n> + Z<VU2‘T2|¢TU ¢n>
n=0 n=0



Or par Cauchy-Shwarz, on a pour j € {1;2}

N N
D W VU;|Tyldn, )l = D T 260, | T3 /2U5V 1)

N
< D NT 2 6ull T3 205V bl

n=0

N N
< QT 20ul) 2 NI M 2UFV 62

N
<TI0V 622

n=0
En utilisant le Lemme 2.5 deux fois on a
N N
SOHTIPUr Vol =D (UTH UV n, Von) < [T5
n=0 n=0
On en déduit alors N
D AT+ ol b, én) < IT1lh + 1 T2lh
n=0

Ainsi en faisant tendre n vers 'infini, on trouve que T} + T» € % (H) mais aussi I'inégalité trian-
gulaire :
|71+ Tolls < (|71l + [[72]11

Ainsi (Z1(H), || .]]1) est bien un espace vectoriel normé.

Proposition 2.8 Z(H) est un idéal bilatéral dans .Z(H)

Preuve : Soient T € LA (H) et T' € £(H)
e Grace a la décomposition d’un opérateur en opérateur unitaire (cf annexe), et comme % (H) est
un espace vectoriel, on peut supposer T unitaire. Ainsi |T'T| = |T| donc T'T € £ (H).
e De plus [TT'| = |T""'TT'| = T'"Y|T|T’ et comme on a supposé T’ unitaire alors I'image d'une
base de Hilbert par T’ est une base de Hilbert.
Ainsi TT' € 4 (H).

Proposition 2.9 T est un opérateur a trace si et seulement si T est un opérateur a trace

Preuve : Soit T € Z(H), en remarquant que |(|T])| = (|T||T))Y? = (|T))V? = |1 il
vient que |T'| € £ (H). On écrit la décomposition polaire de T : T' = U|T|. On obtient alors
T* = |T|U*, donc T* est un opérateur a trace par la proposition précédente. Et la réciproque en
découle directement comme (7%)* = T.

O



Proposition 2.10 % (H) est inclus dans % (H).

Preuve : Soit T' dans Z1(H), comme Z;(H) est un idéal bilatéral alors 7T, qui est égal a
|T*T|, est dans 21 (H). Pour (¢, )nen une base hilbertienne de H et N dans N on pose

N

Tn = (- 9n)Ttn

n=0

De plus soit (¢, )nen une base Hilbertienne on a

o0

S NTnll? = (T, Tebn)
n=0

n=0
oo

= (T T|pn, thn) < 0

n=0

Puis par inégalités de Cauchy-Schwarz et égalité de Bessel, il vient que pour M > N et ¢ dans H,

M M M
(Tar = Ta)ol < > W e lITwnll < (Y [ DV Y 1 T9l%)?
n=N+1 n=N+1 n=N+1
<[ellC > ITenl*)?
n=N+1

Ainsi

B < 2y1/2
1T — T || < gvnmu )2 0

Donc comme Z(H) est un espace de Hilbert et que (7},),en et une suite de Cauchy dans Z(H),

alors elle y converge vers S un opérateur borné. De plus S coincide avec T sur une base hilbertienne,

donc par continuité de T et S on a que 7' = S. Ainsi comme ||T — T,,|| N 0, T est compact (cf
—+00

annexe).

0

Lemme 2.11 Pour tout T dans £ (H), on a ||T|| < ||T1

Preuve : On considere T dans %1 (H), (¥n)nen une famille orthonormée de H adaptée a la
décomposition spectrale de |T'| (cf annexe).

o
IT| = Z Sn{., )by avec (Sp)nen les valeurs propres de |T|
n=0
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On peut compléter la famille (¢, )nen en une base hilbertienne (&n)neN de H ce qui donne alors

o0

HTHI = Z(’Th&m &n)

n=0

= (55{tn, )05, n)

n=0 j=0
)
=2
n=0

En particulier cela généralise le cas de la dimension finie.
De plus | T = || [T ] en effet

Vo€ H, ||To|* = (T, To) = (T"T¢,¢) = (|T1d, ¢) = {|T|¢,|T|¢) = || T}

De plus la proposition 1.11 nous donne que || |T'| || coincide avec son rayon spectral. Donc

[o.¢]
T = [|T]]| = sup sn <> 50 =T
neN n—0

Proposition 2.12 (% (H),||.|/1) est un espace de Banach.

Preuve : Soit (T))nen une suite de Cauchy dans (£ (H),| . |[1). Soit M un réel positif qui
borne cette suite. Par le lemme 2.11 c’est une suite de Cauchy pour || . ||, donc elle converge vers T
dans (Z(H),| .||) qui est un espace de Banach.

Soit (¢, )nen une base hilbertienne, par inégalité triangulaire montrée en 2.7 il vient pour m dans
N

> T = T + Tolth, ) <> (T = Tl + | Ty, o)
k=0 k=0
<m|T =Tyl + [ Tnllx

<m||T —Tp|| + M

Comme (T3, )nen converge vers T dans (Z(H), || . ||), alors pour tout entier m on dispose de N dans
N tel que
Vn>N,m|T-T,|| <1

Il vient alors pour tout entier m
m

ST e ) <1+ M

k=0

Donc T est dans £ (H) et il suit encore par inégalité triangulaire pour [ et n des entiers

m
D T = Tolvoe, ) < ml|T = Tl + T3 = Tolla
k=0



D’ol pour € > 0 en prenant [ et n suffisament grand

D T = Tolbk, i) < e

k=0

Comme on a cette inégalité pour tout entier m, on en déduit
[T = Thlly <€

Donc la suite (T},)nen converge vers 1" dans (Z1(H), || . ||1) qui est donc un espace de Banach.

3 Operateurs de Hilbert-Schmidt

3.1 Définition et premieres propriétés

Définition 3.1 On dit que T € .Z(H) est un opérateur de Hilbert-Schmidt si [T]? = T*T €
2 (H).
Dans ce cas on note T' € % (H)

Remarque 3.2 Comme £ (H) est un idéal bilatéral alors 21 (H) inclus % (H)

Proposition 3.3 % (H) est un espace vectoriel

Preuwve : Si Ty, Ty € £ (H) alors pour toutes bases de Hilbert (¢, )nen. Alors Vj € {1;2}

00 oo
175 T5l = AT Tyton, ) = 3 1Ty * < o0
n=0 n=0

00 2 o0
et ainsi Y [|(T1 + To)en? <23 |1 Tjehnl? < 00

n=0 j=1n=0
Donc Ty + T € % (H).

Proposition 3.4 % (H) est un idéal bilatéral de .Z(H)



Preuve : Soit T € % (H) et U un opérateur unitaire. Si (¢,,) une base de Hilbert, on a

DNUTG)* =D I Tel* < oo

n>0 n>0
Ainsi UT € % (H). De plus (Uty,), est une base de Hilbert. On obtient alors

ST @)[* =D Tl < oo

n>0 n>0

Ainsi UT et TU sont dans % (H) et on généralise avec la décomposition d’un opérateur en com-
binaison de 4 opérateurs unitaire (cf annexe).

(]
Proposition 3.5 T € % (H) si et seulement si T* € % (H)
Preuve : Avec la décomposition polaire (cf annexe) T'=U|T| et T* = |T|U* ainsi
(T*)*T* = U|T||T|\U* = U|IT|*U*
Ainsi comme |T|? € £ (H) et que £ (H) est un idéal bilatéral alors T* € Z,(H).
La réciproque découle de (T*)* =T.
(|

Proposition 3.6 2 (H) est inclu dans ¢ (H)

Preuve : Soit T dans % (H), comme % (H) est un idéal bilatéral alors T*T, qui est égal a
|T*T|, est dans Z5(H ). Pour (1,)nen une base hilbertienne de H et N dans N on pose

N

Tn = (- 9pn)Ttn

n=0

De plus pour (¢p,)nen une base Hilbertienne on a

S NTEnl* = (T, Tin)
n=0 n=0

= (|IT*T|gpn, thn) < 0
n=0



Puis par inégalités de Cauchy-Schwarz et égalité de Bessel, il vient que pour M > N et ¢ dans H,

M M M
(T = Tan)pll < D W e lITvnll < (Y (b ) DV Y [ T9)%) 2
n=N-+1 n=N+1 n=N-+1
<ol D NTeal®)?
n=N+1

Ainsi

oo
_ < 2\1/2
I =Tl < (3 Tl 2 0
n=

Donc comme Z(H) est un espace de Hilbert et que (7},),en et une suite de Cauchy dans Z(H),

alors elle y converge vers S un opérateur borné. De plus S coincide avec T sur une base hilbertienne,

donc par continuité de T et S alors ils sont égaux. Ainsi comme |7 — T,]| o 0, T est compact
—+00

(cf annexe).

]
Proposition 3.7 Soient 11,7y € % (H) et (¢n)nen une base de Hilbert, alors
Z’<T;T1wna¢n>| <00
n>0
De plus
Z (T5T11n, ¥y est indépendante de la base de Hilbert choisie et Z<T2* Ty, n) = Z(T 1 T35, Un)
n>0 n>0 n>0

Preuve : Soit (¢, une base de Hilbert de H. Comme T1,T5 € % (H) on a par Cauchy-Scharz

N N
D UT3Tatbn, bu)| = > (Titpn, Tatbn)|
n=0 n=0

N
< Tl Tl

n=0
1 N
<35 Z(HTﬂ/JnII2 + | T2t ?)
n=0
1 * *
< §(||T1 1|y + | T5T2]1) < o0

On écrit maintenant 1’égalité de Bessel-Parseval pour (¢, ), une seconde base de Hilbert

D AT Tatn, n) =Y Y (Tithn, 6k) (b, Tabn)

n>0 n>0 k>0

10



Z<T2*T1¢n7 ¢n> Fugmi Z Z<T11/Jn, ¢k> <¢k7 T2¢n>

7>0 E>0n>0
= (T5 s ) (o, T )
E>0n>0
= Z<T2*¢k7 TV o)
k>0
k>0

Proposition 3.8 Soit T} et Ty dans % (H), alors T1T» est dans £ (H).

Preuve : On pose la décomposition polaire (cf annexe) |T1Ts| = U*TyTy. Comme UT) et Ty U*
sont dans % (H), on a par la proposition précédente en considérant (¢, ),en une base de Hilbert

Z<|T1T2|wnﬂ/]n> = Z((Tl*U*Tthmwr» < +oo

n>0 n>0

D’ou T1T15 € gﬂH)

3.2 Trace d’un opérateur a trace

Proposition 3.9 Soit T'dans .2 (H) et (¢, )nen une base hilbertienne de H, alors la série > (T, ¥y,)
converge absolument et la limite est indépendante de la base hilbertienne.

Preuve : On écrit la décomposition polaire (cf annexe) T' = U|T| ce qui nous donne 7' =
(U|T|Y?)|T|"?. Ainsi comme |T|'/? est dans Z(H), qui est un idéal bilatéral de Z(H), on peut
alors appliquer la proposition 3.7 pour obtenir le résultat.

0

Définition 3.10 Pour T dans % (H) et (¢, )nen une base hilbertienne de H, on définit alors la
trace de T par

TrT:= Z<T7/Jn7 1/’n>

n=0

11



Proposition 3.11 L’application suivante

Tr: A (H) — C
T s Tr(T)

est une forme linéare vérifiant T'r(7T™*) = T'r(T) pour T dans .Z1(H).

Preuve : Par linéarité des séries convergentes, T'r définie bien une forme linéaire. Et par linéarité
de la conjugaison et sesquilinéarité du produit scalaire dans H on a bien Tr(T*) = Tr(T) pour T
dans 24 (H).

0

Proposition 3.12 L’application (7,5) € % (H) — Tr(T'S*) € C est un produit scalaire sur
% (H), la norme associée, appelée norme de Hilbert-Schmidt, est notée || . ||2. De plus 'application
T e % (H)— T € £(H) est unitaire.

Preuve : L’application est clairement linéaire a gauche et anti-linéaire a droite. elle est
également définie positive car pour T dans % (H), TT* est dans .+ (H) et est nul si est seulement
si il s’annule sur une base hilbertienne, i.e ||T]]s = 0. Pour S dans % (H) et (¢p)nen une base
hilbertienne de H on a par la proposition 3.7

Tr(TS*) =Y (TS Yn,tbn) = > (S T, thn) = Y _(tn, T*Sthn)
n=0 n=0 n=0
Soit
Tr(TS*) =Y (T*Sthn, tn) = Y (ST, bn) = Tr(ST*)
n=0 n=0

Donc I'application est anti-symétrique et définie donc bien un produit scalaire.
Aussi, avec la proposition 3.7 on a

[Tl = ITT"[ly = 17Tl = T2

Donc lapplication T' € % (H) — T* € £ (H) conserve la norme de Hilbert-Schmidt et est donc
unitaire au sens des opérateurs anti-linéaire, i.e. conserve la norme.

0

Proposition 3.13 Pour tout 7" dans .2 (H), on a

1T < 1Tz < 1T

12



Preuve : On suppose dans un premier temps que 71" est dans £+ (H) et on écrit sa décomposition
spectrale dans la famille orthonormée (1, )nen

T = Z 3n< . 71/}n>7/]n (Sn)nGN € (R+>N

On a déja vue que || T|l1 = 3_,,5¢ sn, et on a de la méme maniere T3 = Y n>0 s2

Or on a les inégalités suivantes

maz(s,) < (Z s2)1/2 < an

n>0
n>0 n>0
S’en suit alors le cas général

171 = T < 11Tl = 1Tl < [THl = [T

Proposition 3.14 (%(H),||.||2) est un espace de Hilbert.

Preuve : Soit (T, )nen une suite de Cauchy dans (£ (H), || .||2), par la proposition précédente
c’est une suite de Cauchy pour la norme ||. ||, donc elle converge vers T' dans (Z(H),|.||). On a
alors pour (¢, )nen une base hilbertienne de H et m, n et [ des entiers

> T = TP i) = DT = T+ Th = Tl

k=0

il
o

(T — Ty + Ty — Tp) g ||

I
NE

B
Il
o

(1T = T)wll® + (T = Ta) ]l + 2Re({(T — Ty, (Ti — Tn)¥x)))

I
hE

i
o

< (mA DT =T + T — Tulls + 2> _[((T = T)) e, (T — T )by
k=0

Or pour € > 0, on a pour [ suffisament grand, comme (7},)nen est de Cauchy dans (£(H), || .|2)
donc bornée par M > 0 et converge vers T dans (Z(H), | .|)
(m+DIT=T|*<e et |T—Tol* < T = Tpl5 < 4M?

Par ailleurs on a par inégalité de Cauchy-Schwarz

m

> T = T, (T = To)ww)| <D NIT = T Ty — T
k=0
<(m

k=0
+ DIT =TT — 1o

13



On en déduit alors que pour tout entier m et € > 0, on a pour [ assez grand

m
D AT = TolPe, ) < €+ 4M* + 2eM
k=0

Ainsi on en déduit que T'— T, est dans .Z(H ), donc T aussi comme % (H) est un espace vectoriel
normé.
Or pour tout entier m on a pour n et [ suffisaments grands

ITi ~Toll3 < e et m|T —T|ITi ~ Tnll < €

Il vient que pour tout entier m et € > 0, on a pour [ et n suffisaments grands

ST = TP, ) < de

k=0
Ainsi on en déduit
2
7T — 0
Donc la suite (T},)nen converge vers T' dans (Z(H), || . ||2) et cet espace est donc un espace de
Hilbertt.
O
Proposition 3.15 Pour T et T dans % (H) on a
[T1Toll2 < (|T1 (| T2]l2 < (1712l T2l2
Preuve : Soit (1, )nen une base hilbertienne de H on a
ITT2 )3 = > |11 Totbn])?
n>0
< 3 TR Tl
n>0
< TP 723
D’ou I'inégalité en utilisant également la proposition 3.13.
]

Proposition 3.16 Soient T} et Ty dans % (H), on a Tr(T1T5) = Tr(T2T}) et de plus

IT1T2(1 < [IT1 | T2]11
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Preuve : La premiere égalité découle directement de la proposition 3.7 avec (T5)* = T, on a
alors en posant les décompositions polaires Ty = U|T5| et VT1 Ty = |T1T5| par inégalité de Cauchy-
Schwarz dans (Z(H), || ||l2), |T2|'/? étant auto-adjoint, et par la proposition précédente

[T 1ol = Tr(|ThT2|)
= Tr(VILU|T|V?|To)/?)
< VUL 2]l T2 ]2
< VDU T2 |2l To) 2
< |17 213

Or |||T2| /2|3 = || Ty |1 , d’olt I'inégalité.

Proposition 3.17 Pour tout 77 dans % (H) et Ty dans £ (H), on a
Tr(hTy) =Tr(TeTh) et [Tr(TiT2)| < [Tyl T2]]

Preuve : Pour la symétrie de la trace, on peut se ramener au cas ou T, est unitaire par
décomposition en somme d’opérateurs unitaires et par linéarité de la trace. Ainsi en considérant
(¥n)nen une base hilbertienne et en posant pour tout entier n ¢, = T35, on a comme T5 est
unitaire

T’I"(TQTl) = Z(lem T2*¢n>

n>0

= Z(T1T2¢m bn)

n>0

Soit par indépendance de la trace vis-a-vis du choix de la base hilbertienne
TT(TQTl) = TT’(TlTQ)

Pour I'inégalité, supposons dans un premier temps que 71 est positif. On note alors sa décomposition
spectrale dans une famille orthonormée (¢,)n € N

Ti=Y sul- Un)¥n  (sn)nen € (R
n>0

On a déja vue que ), <, S, = [|T1]]1, on a alors en complétant (¢, )nen en une base de Hilbert

(¢n)n€N
TT(TlTQ) = Z<T1T2¢na ¢n>

n>0

= S U3 (85 (Tobns 5)5), 6

n>0 j>0

= Z 3n<T2wna ¢n>

n>0
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D’on par inégalité de Cauchy-Schwarz
Tr(TTe)| < |21
11 vient alors dans le cas général, en posant la décomposition polaire T} = U|T}|

Tr(TT)| = |Tr(TRUT )] < 1TRU[[Tally < T2l

4 Un exemple fondamental

Considérons © un ouvert non vide de R?, avec d dans N*. On va alors prendre I'espace de Hilbert
H = L?*(Q2). Pour K dans L?(Q2 x Q), on définie pour tout ¢ dans H

Tth = /Q K(-,y)(y)dy

L’application Tk définie bien un opérateur borné sur H. On a en effet par inégalité de Cauchy-
Schwarz pour ¥ dans H

ol = [ [Tiiste |dx—/‘/Ka:y )dy
< [ ([Ixnra) ([ poray)
< ([rowrear) ([ ([1xenra) )

< P K 72

dx

Dot [Tkl < [|K1 2 oxq)- )
Par ailleurs son adjoint vérifie T, = T avec K(x,y) = K(y,x), on a en effet par théoreme de
Fubini pour ¢ et ¢ dans H

| vyt = [ (/Kwy ol )dy)dm
:/wa) </QK(:v,y)¢>(93)dw) dy
= [ v ([ Kemiotayds )y
:/Qw(y)f[}%(?(y)dy

Proposition 4.1 Tk est dans % (H) et [Tk |2 = [ K[ z2(0x0)

D’ou I’assertion précédente.
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Preuve : On considere (ty,)n<o une base de Hilbert de L?(£2). On pose
Smn(2,Y) = Ym(2)Yn(y), Y(z,y) € Q7

On peut remarquer que (@mn)(mn)en2 est une base de Hilbert de L?(£2 x Q). Ainsi si on note
kmn = (K, dmn) 2(0xq) = (Tk¥n, Ym)12() on a :
K = Z kmn®mn et ||K||%2(Q><Q) = Z ’km,n|2
(m,n)eN2 (m,n)EN?

Puis en utilisant le théoreme de Fubini et le théoreme de Pythagore on obtient que :
2

bl = | 3 Fntal) | Tty
(nm)€N2 LQ(Q)
2

=1 D Fup¥a()(Wm, vp)

(’VLJ’VL)EN2 LQ(Q)
2
- Z kn,m¢n( . )
neN L2(9)
= Z|kn,m|2
neN

I vient alors comme (K, ) (m,n)enz est dans L?(N), que Tk est dans £ (H) et || Tk [|l2 = [| K| 12(xq)-
([l

Proposition 4.2 L’application K € L?(Q x Q) — Tk € % (H) est une isométrie bijective.

Preuve : Par la proposition précédente I’application est isométrique donc en particulier injective.
Soit T dans % (H), on note alors la décomposition polaire de T' et la décomposition spectrale de
T

T=U|T| et |T|=)sn{- tn)
n>0
O (¢ )nen) une base de Hilbert de H.

Ce qui nous donne en particulier 7' = Z Sn{ -, Yn)Uty, on a alors pour ¢ dans H et x dans
n>0

Tu(n) = 3 ( | vt )dy) (Uthn) (@)

:/Qw anwn an( ) dy

n>0

On a alors en posant K (z,y) = 3,0 $n¥n(y)(Utn)(x), K qui est bien dans L22O0xQ), T =Tk,
i.e. 'application est surjective donc bijective.

O
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Proposition 4.3 Soit A et B dans % (H) tel que A =T, et B =Ty, avec a et b dans L?(Q2 x Q).
En posant T I'élément de £ (H) définie par T'= AB, on a alors

Tr(T)—/Qt(a:,x)dx

t: 1 OxQ — C
(x,y) —  Jqal(z,2)b(z,y)dz

Preuve : On a, avec la proposition 4.2, que

TT(T) = TT(AB) = <Aa B*>JZ2(H) = (CL, b>L2(Q><Q) = /Q Qa(x,y)b(y,x) dx dy
X

Avec le théoréme de Fubini, on en déduit que :

Tr(T) = /Q ( /Q alz,y)b(y, ) dy> dx

Ces dernieres expressions de la trace et de la normes de Hilbert-Schmidt de T’ nous permettent
alors, en les appliquant, par exemple, a 'inverse du Laplacien de Dirichlet de calculer la valeur de

la série harmonique ou la valeur de la série de terme général (%)neN.
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5 Annexe

Proposition : Décomposition polaire

Soit T' € Z(H), il existe une unique isométrie partielle U telle que
T =U|T| avec |T| = (T*T)/?
et

Ker(U) = Ker(|T|) = Ker(T)

Remarque / Notations :

Soit T' € Z(H) on pose T'= U|T| sa décomposition polaire.
Alors

-1
R R <U|Ke7'(U)J-> sur Ker(U)*
|T| =UT avec U :=
0 sur Ker(U)

Proposition : Décomposition en opérateurs unitaires

Soit T' € Z(H) alors on peut décomposer 7" en une combinaison linéaire de 4 opérateurs unitaires

Preuve :

Soit T' € £ (H), on remarque dans un premier temps que T se décompose en combi-
naison de 2 opérateurs auto-adjoint :

T T+T*+.T—T*
= 1
2 21

On considére maintenant un opérateur auto-adjoint T tel que ||T'|| < 1 (ainsi Id — T? est positif et
donc admet une unique racine) et on le décompose de la facon suivante :

T = é(T—i—z’(Id—Tg)%)+%(T—i(ld—T2)% (5.0.1)

Prouvons maintenant que les deux terme de cette décomposition sont des opérateurs unitaires.
Pour cela on pose le calcul suivant :

(T +i(Id — T?)2)(T +i(Id — T%)2)* = (T +i(Id — T?)2)(T — i(Id — T?)?)
=712+ (Id—T?)
—1Id

Le calcul est identique pour le deuxieme terme de la décomposition (5.0.1). D’ou la décomposition.

O
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Proposition : Soient T' € £ (H) et (¢p), une base de Hilbert , on note p, := ||T — T, ||
n

avec T,, := Z( or)T P, alors T est compact si et seulement si p, —> 0.

n—00
k=0

Proposition : Décomposition spectrale d’un opérateur compact
Soit T' € J#(H) alors si (sp)n>1 représente la famille décroissante de valeurs propres positives de

|T'| associée a la famille orthonormée de vecteur propre (¢y, ), alors la série Z Sn(+, On)n converge
n>1

vers |T| dans £ (H)

Proposition : Soit 7' € ¥ (H), on note (sp)n>1 la suite des valeurs propres de |T'|. Alors,

T = sup sn
n>1

Preuve : Comme T est un opérateur compact alors d’apres la proposition 1.9 si on note (¢p,)n
une famille orthonomée de vecteur propre, on peut écrire que

|T| = Z 5n<'7 ¢n>¢n

n>1

e AinsiVoe e H
H ‘T’x H2 . 3n<x7¢n>¢n 2 1' ¢n
R == Z' TR

n>1
2 2
Or Z (= ¢n =1et M < 1, donc M est un germe de probabilté donc il
][> ]| [E3lE
n>1 n>1

existe donc un espace de probabilté et une variable aléatoire X sur cet espace tel que ¥n > 1 P(X =

[(z, ¢n) |
n)=-————-—.

]2

: — Rt
On considére maintenant la fonction fo N 9
n — (sp)

T |* _ _ 2
||93”2 - E(f(X)) et ]E(f(X)) < Slellj\){f(N) = Slelg(sn)
On a donc que

Ainsi

[ T[] < sup sy
n>1

e De plus, VneN
T |én || = Isnlll@nll = [snl

Donc Vn e N |[|T] ]| > sy, et ainsi
T = sup sn
n>1

On conclut donc que :
HT] || = sup sn
n>1
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