Table des caractéres de &,

La rédaction de ce développement est celle de Brian Flanagan.
Legons concernées : 101, 104, 105, 108, 160, 161.

Définition Le groupe Is(X) des isométries d'un objet X C R3 est le sous groupe des isométries
de I’espace affine euclidien R? qui stabilise X.

Théoréme
Le groupe des isométries du tétracdre Ay est Is(Ayg) ~ Sy.

Preuve Notons A, B, C, D les sommets du tétraédre, comme dans la figure ci-dessous.
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Les sommets du tétraédre sont ses points extrémaux, donc le groupe Is(Ay4) agit par permutation

sur I'ensemble {4, B, C, D}. Puisque (A, B,C, D) constitue une base affine de l’espace, on dispose
donc d’une injection

QY : IS(A4) — 6{A,B,C,D} ~ 64.
Considérons M le milieu du segment [AB] et soit r la réflexion par rapport au plan (M CD). Alors
7 réalise la transposition (A B) dans &4 g o py et 1 € Is(Ay).
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Par symétrie des roles de A, B, C et D, toutes les transpositions sont dans I'image de ¢ et par
conséquent, ¢ est surjective et est donc un isomorphisme.
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Théoréme
La table des caractéres de &4 est donnée par :

T (1206 [ (123) 8 [ (12346 | (12)34) [
triv 1 1 1 1
€ 1 —1 1 -1
X2 2 -1 0
XA, 3 1 0 -1 -1
XA, "€ 3 -1 0 1 -1

Preuve Etape 1 : (caractéres de degré 1)
Les caractéres de degré 1 de G4 sont les morphismes de &4 dans C*, or on sait qu’il n’existe que le
morphisme trivial triv et la signature €. On obtient donc le début de table

Id 1) | (12)[6] | (123)[8] | (1234)[6] | (12)(34) (3]
triv | 1 1 1 1 1
£ 1 —1 1 —1 1

Etape 2 : (une représentation par action sur le tétraédre)
Fixons le tétraédre inscrit dans_l;a cube, en rouge dans la figure ci-dessous, de sorte que si O désigne
l'origine de R3, les vecteurs OA, OB et O? forment la base canonique de R?® en tant qu’espace

vectoriel et que OD a pour coordonnées (1,1,1).

Considérons la représentation (R3, p) induite par I'isomorphisme &, ~ Is(A4), dont on note xa, le

caractere.
Notons O’ le barycentre des points A, B, C, D, de sorte que (O, A, B, C) forme une base affine de

R3. Ainsi, si B est la base (O’A,0'B,0'D), en utilisant la relation O’A +O'B +0'C +0'D = 0,
les matrices des p(g) s’écrivent :

010 00 1 00 -1
Mg(AB) =1 0 0|, .gABC)=1 0 0|, sABCD =1 0 -1},
00 1 010 01 -1
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(XA4> XA4)

24

Mi5(A B)(C D) =

ce qui nous permet de continuer a remplir la table

01 -1
1 0 -1
0 0 -1

On en déduit donc le caractére xa,, qui est bien irréductible puisque

1
(1x32+6x12+8x0%+6x (—1)2+3x (-1)%)

Id[1] | (12)[6] | (123)[8] | (1234)][6] | (12)(34)[3]
triv 1 1 1 1
€ -1 1 -1 1
XA, 1 0 -1 -1

Etape 3 : (multiplier par ¢)
On remarque que si 'on considére le produit tensoriel entre la représentation standard et e, on
obtient une représentation dont le caractére est xa, - €. Or,
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donc xa, - € est un caractére irréductible, ce qui nous permet & nouveau de compléter notre table

Id[1) | (12)[6] | (123)[8] | (1234)]6] | (12)(34)[3]
triv 1 1 1 1 1
€ 1 -1 1 -1 1
XA, 3 1 0 -1 -1
XA, " € 3 -1 0 1 -1

Enfin, on sait qu’il nous reste un dernier caractére a déterminer. Puisque la somme des carrés des
dimension des caractéres irréductibles est égale a 'ordre de &4 (i.e. 24), le degré de ce dernier
caractére est 2 et nous le nommerons donc y2. Comme précédemment, ys - € est encore un caractére
irréductible, nécessairement identique & yo puisqu’il est lui aussi de degré égal & 2. Ainsi, on a
x2(1 2) = x(1 2 3 4) = 0, puisque la signature de ces éléments vaut —1. Notons pour le moment
a=x(123)etb=x((12)(34)). Les relations d’orthogonalité nous donnent

1

1
57 (1°2°3+6-0-148-a-046-0- (=) +3-b-(~1)) = o

(X2, xa4) =0
d’ou I'on déduit que b = 2 et
, 1 1
(Xg,trw>:O:ﬂ(l-2-1—1—6-0'1+8'a-1+6-0-1+3'2-1):ﬁ(2+8a+6),

qui nous permet de conclure que a = —1. Finalement, on a bien la table annoncée.
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