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1 Exercice 1: moindres carrés
Soit A ∈ Rm×n, et b ∈ Rm, avec n ≤ m.

On considère la fonction de Rn dans R définie par

f(x) =
1

2
‖b−Ax‖2 . (1)

On admet que f est de classe C2(Rn).

1. On suppose que ker(A) = {0}. En déduire que ATA est symétrique définie positive.

2. Calculer le gradient et le Hessien de f en tout point x.

3. Montrer que f est strictement convexe dans Rn.

4. Montrer que f admet un unique point de minimum global dans Rn.

2 Exercice 2: régression linéaire
On considère maintenant un cas particulier de l’exercice 1, avec n = 2. Soit A ∈ Rm×2 avec m ≥ 2 et
b ∈ Rm la matrice et le vecteur définis par

A =


a1 1
a2 1
...
ai 1
...
am 1

 , b =


b1
b2
...
bi
...
bm

 .

1. On suppose que a1 6= a2. Montrer que ker(A) = {0}.

2. En déduire que f admet un unique point de minimum global dans R2, où f est la fonction
définie dans R2 par (1).

3. Montrer que f(x1, x2) = 1
2

∑m
i=1(aix1 + x2 − bi)2.

4. Donner une interprétation géométrique de la fonction f .
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3 Exercice 3: moyenne et variance empiriques
Soit n ∈ N avec n ≥ 2 et a1, a2, . . . , an ∈ R. On suppose que les ai ne sont pas tous égaux.

On considère le problème de maximisation max(m,σ)∈R×]0,+∞[ g(m,σ) où

g(m,σ) =

n∏
i=1

1√
2πσ2

exp(− (ai −m)2

2σ2
).

1. Montrer que le problème est équivalent à minimiser la fonction f définie par

f(m,σ) = − log(g(m,σ)).

2. Montrer qu’il existe un unique point critique et le déterminer.

3. Montrer que ce point critique est un point de minimum local.

4 Exercice 4: fonction de Rosenbrock
On considère la fonction suivante définie dans R2, dite fonction de Rosenbrock:

f(x1, x2) = 100 ∗ (x2 − x21)2 + (1− x1)2.

1. Calculer le gradient de f en tout point x = (x1, x2) et montrer qu’il existe un unique point
critique.

2. Calculer le Hessien Hf (x1, x2) en tout point (x1, x2) puis au point critique.

4. Vérifier que le Hessien au point critique est symétrique défini positif. Que peut-on en conclure ?

2. Montrer que le point critique est un point de minimum global.
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