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1. Polynôme caractéristique d’une matrice

Objet bien connu des préparationnaires, il est introduit en cours d’Algèbre et permet
entre autres d’accéder aux valeurs propres de la matrice dans des cas pratiques simples
(on ne sait pas toujours déterminer l’ensemble des racines d’un polynôme). Sa définition
ne fait pas intervenir ses coefficients, il est introduit comme le déterminant det(XIn −A),
et souvent seuls deux coeffitients sont explicités, l’un proportionnel à la trace, l’autre au
déterminant. Connâıtre l’expression explicite de tous ses coefficients peut s’avérer utile
dans certains exercices théoriques qui font intervenir les mineurs principaux, notamment
dans la preuve de la propriété suivante

Proposition 1. Soit M = (mi,j)(i,j)∈{1,...,n}2 ∈Mn(R) une matrice symétrique.
Pour tout I ⊂ {1, . . . , n}, on note MI = (mi,j)(i,j)∈I2. Alors M est positive si et seulement
detMI > 0 pour tout I.

2. Le gros calcul

Proposition 2. Soit n > 1, A ∈Mn(K), K = R ou C. On note

PA = det(XIn − A) = Xn − β1Xn−1 + · · ·+ (−1)n−1X + (−1)nβn

Alors pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a

βi =
∑

I∈Pi({1,...,n})

det(ai,j)(i,j)∈I2

Preuve On commence par calculer det(A + xIn) pour x ∈ K. On pourra récupérer
facilement les coefficients à partir de ceux de det(A+XIn) en remarquant que

∀x ∈ K, PA(x) = (−1)n det(A+ (−x)In)

Cela évitera de se trimballer des puissances de −1 dans des calculs qui sont déjà assez
longs. Le point de départ est d’écrire la formule du déterminant. Soit x ∈ K, on a

det(A+ xIn) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
j=1

[A+ xIn]σ(j),j

l’idée étant de réecrire cette somme en partitionnant Sn selon le support des permutations,
et l’ensemble des supports (qui correspond à l’ensemble des parties de {1, . . . , n}) selon
leur cardinal. On écrit donc

det(A+ xIn) =
n∑
k=0

∑
I∈Pk({1,...,n})

∑
σ∈Sn

Supp(σ)=I

ε(σ)
n∏
j=1

[A+ xIn]σ(j),j
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On remarque ensuite que pour σ ∈ Sn, alors pour tout j ∈ {1, . . . , n}, si j ∈ Supp(σ),
alors [A + xIn]σ(j),j = aσ(j),j, sinon [A + xIn]σ(j),j = aσ(j),j + x. Le produit présent dans
(∗) peut alors se réecrire, pour σ ∈ Sn de support I

n∏
j=1

[A+ xIn]σ(j),j =
∏
j∈I

aσ(j),j
∏
j /∈I

(aσ(j),j + x)

=
n−k∑
l=0

 ∑
X∈Pn−k−l(cI)

∏
j∈X

aj,j
∏
j∈I

aσ(j),j


︸ ︷︷ ︸

:=αl,I

xl

On peut alors écrire

det(A+ xIn) =
n∑
k=0

n−k∑
l=0

∑
I∈Pk({1,...,n})

∑
σ∈Sn

Supp(σ)=I

ε(σ)αl,Ix
l

En remarquant que les parties de {0, . . . , n}2 suivantes sont égales

{(l, k)| 0 6 l 6 n− k ∧ 0 6 k 6 n} = {(l, k)| 0 6 k 6 n− l ∧ 0 6 l 6 n}

on peut interveritr les deux premières sommes et ainsi écrire

det(A+ xIn) =
n∑
l=0

n−l∑
k=0

∑
I∈Pk({1,...,n})

∑
σ∈Sn

Supp(σ)=I

ε(σ)αl,I

xl

Clairement, si I = Supp(σ) pour σ ∈ Sn, σ(I) = I, donc pour toute partie X de cI,
σ|I∪X ∈ SX∪I . Il vient alors que pour tout 0 6 l 6 n et pour toute partie I de {1, . . . , n},

αl,I =
∑

X∈Pn−k−l(cI)

∏
j∈I∪X

aσ|I∪X(j),j

À ce stade, pour 0 6 l 6 n, on peut poser, pour tout 0 6 k 6 n− l et pour toute partie
I ∈ Pk({1, . . . , n})

Ak,I =
{
σ, σ ∈ SI∪X , Supp(σ) = I, X ∈ Pn−k−l(cI)

}
Et on montre facilement par double-inclusion que

n−l⋃
k=0

⋃
I∈Pk({1,...,n})

Ak,I =
⋃

J∈Pn−L({1,...,n})

SJ

Si bien que, toutes les unions écrites étant disjointes,
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n−l∑
k=0

∑
I∈Pk({1,...,n})

∑
σ∈Sn

Supp(σ)=I

ε(σ)αl,I =
∑

J∈Pn−l({1,...,n})

∑
σ∈SJ

ε(σ)
∏
j∈J

aσ(j),j

=
∑

J∈Pn−l({1,...,n})

det(ai,j)(i,j)∈J2

D’où, finalement,

det(A+ xIn) =
n∑
l=0

 ∑
J∈Pn−l({1,...,n})

det(ai,j)(i,j)∈J2

xl

�

Remarque 3. On retrouve bien que le coefficient devant Xn−1 est −tr(A), et celui devant
1 est (−1)n. En effet

• le coefficient devantXn−1 est−β1 = −
∑

J∈P1({1,...,n}) det(ai,j)(i,j)∈J2 = −
∑n

j=1 aj,j =

−tr(A);

• le coefficient devant 1 est (−1)nβn = (−1)n
∑

J∈Pn({1,...,n}) det(ai,j)(i,j)∈J2 = (−1)n detA.
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