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1. POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES

Définition 1. On appelle polynome trigonométrique de degré < N (N € IN) de la variable réelle x toute
fonction de la forme x — Zg:_N cne™ (¢, €C)

Les polynomes trigonométriques sont des fonctions continues 27-périodiques.

Définition 2. On définit les coefficients de Fourier d’une fonction f : R — C continue 2mw-périodique par

1 2m )
VneZz, c(f)= o /. f(t)e ™at

Notation : Pour tout k € Z, on note e; I'application définie par

Ve € R, eg(z) = exp(ikx)

Lemme 1. Pour tout n, N € IN, on considére les fonctions
n 1 n
Su= ) e GN:N—HZS"
k=—n n=0

Alors, pour tout o €|0,7w[, la suite de fonctions (on) converge uniformément vers 0 sur
[—m, 7]\[—a, a].

Démonstration. En effet, ce résultat vient du clacul de oy (x) pour x € R\27Z. Soit z € R tel que
x ¢ 2nZ., alors d’abord pour n > 0

Sp(z) = Z e ()
k=—n
= Z exp(ikx)
k=—n

= Z exp(iz)® + Zexp(—ix)k -1
k=0 k=0

1—exp(i(n+1)z) 1—exp(—i(n+1)x)

- 1 —exp(ix) * 1 —exp(—iz) -1
B sin ((n+21)x) ) (nﬁ) . sin <(n+21)$) e (nz) »
© sin (%) *P 2 sin (%) *P 2

2 cos (%) sin (%)
- sin (%) -1




Puis 2 cos (%) sin ((ngl)x> = sin (M) + sin (%) et finalement

sin (7(271;1)1)
e (3)

C’est le noyeau de Dirichlet. Ensuite, on a, pour N >0

Sn(z) =

N

N .
Z exp (W) = exp(iz/2) Z exp(inz)
n=0

n=0
sin (Y ) exp <i(N—|— 1)x>
sin

(5) 2

En prenant la partie imaginaire et en multipliant par ﬁm on obtient
2

IR

1 sin (W) i

TON+1 sin(%)

UN(x)

C’est le noyeau de Féjer.
Soit alors 0 < a < 7. Pour N > 0, il vient que

1

Vo e [-m,7]\[-a,a], |on(z)] < m

On majore alors uniforément oy sur [—m, 7]\[—a, @] par une quantité tendant vers 0, d’out le résultat
wink. O

Notation : Pour toute fonction f: R — C continue 27-périodique, on note pour tous entiers naturels
n, N

N
a5 = Y alPe an(f) = g D2 Salh)
n=0

Théoréme 3. (de Féjer) Soit f : R — C continue 2w-périodique. Alors la suite de fonctions
(on(f)) converge uniformément vers f sur R.

Démonstration. En effet, on commence par remarquer que

on (@) =L [ f)on(e—y)dy W

727'(' 0

du fait que

n

27
=Y (5 [ 1wat-na)a

k=—

1 2w n

_ Z ek(fy)ek($) f(y)dy

2T 0 e
1 27‘(‘
=5/, Sn(z —y) f(y)dy
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On effectue le changement de variable z = z — y dans l'intégrale de la relation (1), et on trouve

ox (@) =5 [ fla=2on()d:

Or, l’application np z —> f(z—2)on(z) est périodique en tant que produit de telles fonctions, et alors, si
on pose A(t ft o ©(2)dz pour tout t € R, alors A est dérivable sur R en vertu du TFA et A’(t) =0
porut tout t €Ren vertu de la 2m-périodicité de ¢, et alors A est constante soit A(x) = A(m) et donc

finalement
1

ox (@) = 5= [ = pontdy

Soit € > 0. La fonction f est uniformément continue sur IR puisque 27-périodique (preuve ici), on peut
alors choisir « €]0, 7| tel que

Vr,y €R, [r—y|<a=|[f(z) - fy)l<e

Posons M = sup,¢|_r | f()], alors pour tout z € R et N >0 on a

| ) - ste- y))cw(y)dy‘
<o [ 1@ = £ = pllovldy+ 5 [ 1) = £ = pllow()ldy
+ oo | 1@ = 1= y)llonwldy

D’abord, pour y € [—a, ], |zt —y — x| = |y| < a donc | f(z) — f(z — y)| < & par uniforme continuité d’ott
Lo (@) = flx—y)llon(y)|dy <e [ |on(y)|dy < e. Ensuite, comme oy converge uniforément vers 0
sur [—m, w]\[—a, a, il existe Ng >0 tel que pour tout N > Ny

sup  Jon(y)l<e
ye [_ﬂ'vﬂ']\[_ap‘]

D’ou

o | @ = fe-pllon@idy < Tetm-a) et o ["15(@) - fo-p)llon )iy < e -a)

2 J_, s 27
Finalement pour tout N > Ny et pour tout z € R alors
F(2) —on (f)(@)] < (2M + 1)e

D’ou le résultat.

Corollaire 1. Toute fonction f : [0,1] — C continue vérifiant f(0) = f(1) est uniformément
approchée par une suite de polynémes trigonométriques.

Démonstration. Soit f : [0,1] — C continue vérifiant f(0) = f(1). On peut par dilatation se ramener &

une fonction f : [0,27] — C telle que f(0) = f(27). On peut considérer alors I'unique fonction périodique

g telle que gjjg2,] = f. g est approchée uniformément par une suite de polynémes tirogonométriques,

donc f = 9)[0,27] également par restriction, puis f par dilatation. O
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https://pommebleue.github.io/maths-divers/analA002.pdf

2. PREUVE DU CRITERE DE WEYL

Notation : Pour toute suite (z,),>1 & valeurs dans [0, 1], on décide de noter, pour tout entier N > 1 et
toute sous-ensemble non vide Y C [0, 1]

(N, (20),Y) = %Card{l <n<N|aaeY)

On dit que (2, )n>1 est équipartie si

VO<a<b<l1, lim ~(N,(z,),[a,b])=b—a
N—+o00

Notation : Pour toute fonction f : [0,1] — R contiue telle que f(0) = f(1), on note pour M € IN*

M-1
D (f) = kz::o f (]@)ﬂ[]\%kﬂ {+f(1)1{1}

M

Proposition 1. Soit f : [0,1] = R continue telle que f(0) = f(1). Pour tout € > 0, il existe
M > 1 tel que

sup |f(z) —Pm(f)(z)| <e
z€[0,1]

Démonstration. En effet, f est continue sur le segment [0, 1], donc uniformément continue d’apres le
théoreme de Heine. Pour € > 0, il existe n > 0 tel que

Vo,y € [0,1], [z —y| <n=[f(z) - f(y)| <¢
On choist M € IN* tel que ﬁ < 7. Soit z € [0,1], si z < 1 il existe un unique k € {0,..., M — 1} tel
que z € [%,%{et ona @y (f)(z)=f (%) et ‘x— %’ < 4 <ndonc |f(z) — Pp(f) ()] < &, sinon

z=1et|f(z) = DPp(f)(z) =0 < e. Ceci valant pour tout = € [0,1] on a bien le résultat voulu.
Remarquons que tout entier M’ > M vérifie la condition voulue car ﬁ < % <n. O

Lemme 2. Soit (z,)n>1 une suite d’éléments de [0,1]. Alors (xy,) est équipartie si et seulement si

V0<a<b<l, lim (N, (zp),[a,b])) =b—2a
N—+o00

Démonstration. En effet, on suppose (z,) équipartie et soit 0 < a < b < 1, alors pour tout N > 1
YN, (zn), [a,0]) < (N, (zn), [a,b])
et pour tout € > 0 tel que b—e¢ > a
VN, (xn), [a,b) = (N, (zn), [a,b—e])
pour tout € adapté, et a partir d’un certain rang Ny, on obtient, en vertu de I'hypothese de départ
b—a—2e<v(N,(z),[a,b]) <b—a+e

ce qui permet de conclure pour le sens direct.
Réciproquement, soit 0 < a < b < 1, alors pour tout N > 1

’Y(Na (xn), [a, b[) < 'Y(Nv (‘TTL)v [a, b])
et pour tout € > 0 tel que b+¢ <1
VN, (zn), [a,b+€[) = y(N, (zn), [a,b])

et on conclut comme plus haut. O



Lemme 3. Soit (z,,)n>1 une suite équipartie. Alors

NE}TOO’Y(Nv (l‘n), {1}) =0

Démonstration. En effet,

7(N7 (xn)v [Ov 1}) = V(Na (-Tn)v [07 1[) + ’Y(N’ (xn)a {1})

On conclut en passant a la limite et en utilisant le Lemme précédent. [l

Théoréme 4. Soit (xy,) une suite a valeurs dans [0,1]. Alors les psse
i) (zn) est équipartie.

ii) Pour toute fonction f :[0,1] — R continue vérifiant f(0) = f(1),

iii) V¥p € Z*, limy_ 1 o % ZnNzl exp(2impzy,) =0

Démonstration. On entame une preuve par chaine d’implications.
i) = i1) | Supposons (x,,) équipartie. Soit f : [0,1] — R telle que f(0) = f(1). Soite > 0et M’ > 1
comme dans la proposition 1. D’apres un résultat sur les sommes de Riemann, on peut choisir

M > M’ tel que
1 1Lk
'./0 f(t)dt_Mkz_:lf<M)

<e

On a, pour tout N € N

1 1
| ) T 3 s

Or, d’une part

1 N
< + |3 o) = @ar(F) (@)

n=1

1 1
/ )= 5 32 ur(f)(en)

1 N
< sz(xn)_q)M(f)(xn” <e€

n=1 n=1 e
D’autre part
N N [M-1 3
> @u(Nen) =Y [ £ (37) g o) + f(l)ﬂ{l}(xn)]
n=1 n=1 L k=0
M-1

Si bien que, en utilisant les Lemmes 2 et 3,
M-1

> 1 (57) 2

k=0

EEm—
N—+o00

1 1 Y
' / =5 3 @ur()aw)

/ ' F(t)ae -
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Il existe alors Ng € IN tel que pour tout N > Ny

1 M-1
/Of( dt——ZCDM &) <5+/f dt—Zf(M>‘
Or, ayant f(0) = f(1), on remarque que MZ f( ) Zk 1f( ) et donc pour tout
N > Ny
1 1 N
[ 7= S ennien)| <2
Finalement, pour tout N > Ny
1 1 X
dt — — )| < =
‘/0 f(t)de Nnglf(x) <24¢e=3¢

— M Soit p € Z*. On va montrer que

N
1
R 5 2
N kzﬂc%( kmpan) 5= 0

Ici on pose f : x € [0,1] — cos(27px) qui vérifie bien les conditions de ii) et on a alors par

hypothese
1 | N 1
—_— 2 = —_— —) =
Nkzilcos( kmpen) Nkzilf(xn) N—+o0 /0 fe)at

On procede de méme pour montrer que

N
1 .
N kZ_l sin(2kmpen) < 0
Et on en conclut que

N
1
N ,; exp(2kmpzy,) o 0

—+00
iii) = 1) | Soit 0 < a < b < 1. Pour € > 0, on définit deux applications f- et f= telles que
fo SNy < fS 1)
et telles que f(0) = (1) = f1(0) = fF (1) = 0 et

1 1
/ fo=b—a—¢, /f5 =b—a+e
0 0

D’aprés le corollaire 1, il existe des suites (P,) et (Qr,) de polynomes trigonométriques convergeant
uniformément respectivement vers f et f sur [0, 1].
On a alors pour N >1letm>1

Tnm gy [t
v 2w [

=2|=

N 1
Z xn /OPm

WE
xS
5

|

| =
-
§

3
Il
—_

1 1
e[ [
1 & !
SN;f:(xn)_Pm(xn)+/o |fa+_Pm|
1 & !
+ N;Pm(mn)/o P,




Pour m assez grand, |f=" (25,) — P (75,)| < € pour tout n > 1. On choisit un tel m, et par hypothese
et par linéarité, a partir d’un certain rang Ny,

N 1
1
VYN > No, NZPm(:cn)—/ Pn|<e
n=1 0

Si bien que pour tout N > Ny, on a

L iy [
N o= [

et on procede de méme pour f=, et on note N1 un rang a partir duquel

iN+ _1+ iN_ _1_
N%ﬂW)AL N - [

Pour N > Nj, on moyenne la relation (1) pour avoir

< 3e

< 3e, < 3e

1 B 1 N B 1 N 1
| s S g W m et < £ Y ) < [0 e
0 0
n=1 n=1
Soit pour tout N > N

b—a—4e < (N, (zp),[a,b]) <b—a+4e

Les cas ou 0 < a < b <1 se déduisent facilement des cas 0 < a < b < 1.
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