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Résumé

Les problemes d’ordonnancement cycliques trouvent de nombreuses applications dans I’industrie
afin d’optimiser les coiit de production. Nous allons introduire ici une notion de cofit énergétique
des ordonnancements chercherons a minimiser ce coiit pour un temps de cycle fixe puis variable.
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I. INTRODUCTION

Les problémes d’ordonnancement cycliques
sont des problemes d’optimisation combinatoire
(en nombres entiers) tres étudiés qui possede
de nombreuses applications dans 1’industrie. Ici,
nous allons introduire une notion de cofit énergé-
tique des ordonnancements. Ce rapport s’ intéresse
a la mise au point d’un modele qui trouve I’or-
donnancement d’énergie minimale pour un temps
de cycle borné, tout d’abord fixe puis variable.

La deuxieme partie de ce rapport présente le
sujet. La troisiéme partie propose une premiere
approche théorique du probleme. La quatrieme
présente les méthodes de résolutions mises en
ceuvre. La cinquieme analyse ces modeles. Enfin,
la sixieéme conclut ce rapport.

II. PRESENTATION DU PROBLEME

A. Ordonnancement cyclique

a) Instance et graphe de précédence: On
dispose d’un ensemble de tiches 1, ..., n de durée
(ou longueur) Ly, ..., L, qui dépendent les unes
des autres par des contraintes de précédences et
qui doivent étre exécutées a I’infini. Pour cela, on
associe a chaque tache i une fonction ¢; : N — R
périodique de période o qui associe a chaque

occurrence de cette tache une date de début. On
se ramene donc a résoudre le systeme suivant :

tj(/{) >+ ti(k‘ - Hij) Vk > Hija 1,] € [[1,71]]
ey
Vi € [1,n]
()

tl(/ﬁ) >1; + ti(k‘ — 1)

Les contraintes (1) entre la tiche j et la tiche
i de hauteur H;; traduisent le fait que "la k®me
occurrence de la tiche j ne peut commencer
qu’une fois que la (k-H;;)*™ occurrence de la
tache 7 est terminée" (contraintes de précédence).
Les contraintes (2) traduisent le fait qu'une oc-
currence d’une tache doit attendre que I’occur-
rence précédence soit terminée pour démarrer
(contraintes de non-réentrance).

Nous pouvons associer a une instance du pro-
bléme un graphe de précédence G = (7,P) ou
T = {1,...n}, ensemble des tiches, et P arcs
entre ces taches : e;; € P < H;; définie. Les
arcs e;; sont doublement €tiquetés par L; et H;j.

b) Ordonnancement: Comme Vk € N, t;(k)
t:(0) + a x k, on peut donc se contenter de
donner les dates ¢1(0),...,t,(0) et la période
« de D'ordonnancement. Par la suite, nous
représenterons un ordonnancement S par des
valeurs ty,...,t, € R, dates de début de Ia
premiere occurrence de chaque tiche, et o € R,
période de I’ordonnancement.



Avec ces informations, on peut réécrire les
contraintes (1) et (2) [2] :

tj—ti—i—aXHijZli
aZli

VijeP (3
Vie[ln] @)

Résoudre un probleme d’ordonnancement cy-
clique est de trouver un ordonnancement de ces
taches de période minimale. Cela revient a ré-
soudre le probleme d’optimisation o = min «

sous les contraintes linéaires (3) et (4).

Deux exemples d’ordonnancement sont présen-
tés en annexe VII-A.

¢) o garanti entier: On a oF =

L(c) .

ma. 3] avec L(c) et H(c) respecti-
ccircuit)geG H(e) [ ] ( ) ( ) p

vement somme des longueurs et des hauteurs des
arcs de c (notons qu’il existe un ordonnancement
cyclique d’un ensemble de tAches 7 si et
seulement si H(c¢) > 0 pour tous circuits du
graphe de précédence de ces taches). Les circuits
critiques de GG sont ceux tels que Ig((cc)) =¥,

Il est possible d’avoir &« € Q. Dans ce cas,
on peut déterminer grice a 1’algorithme d’Ho-
ward [1] les circuits critiques et donc multiplier
Ly, ..., L, par le ppcm des hauteurs de ces circuits
pour garantir & € N. Par la suite, nous suppose-
rons que c’est le cas.

B. Ajout de contraintes énergétiques

A présent, nous associons a chaque tiche i une
puissance P; nécessaire a son exécution. La puis-
sance dépensée a un instant ¢ est la somme des
puissances de chacune des taches exécutées a cet
instant. Comme nous nous intéressons a 1’énergie
consommeée, nous introduisons une échelle des
temps At qui correspond a la durée en seconde
d’une unité de temps. Elle est initialisée a 1 mais
si «v doit étre remis a 1’échelle, on divise At par
par le ppcm des hauteurs de des circuits critique
afin de garantir que chaque tiche consomme la
méme énergie au total.

Soit & présent une fonction C' . Pour une de-
mande donnée x, une source doit fournir une puis-
sance C'(x). On introduit de nouvelles contraintes
sur ¢; et « et les variables §; et £ suivantes (avec
" < min < Qmaz) -

Vi, t € [1,n],[0,a — 1]

t; €N (5)

(OAS [[amina amax]] (6)
, t—t; |t—t| L

5 =1 si —{ J< 7
[0 (6] «

§; = 0 sinon ®)

a—1 n
E=Y"|Atx > C(P,x ) 9)
t=0 =1

Grices aux contraintes (7) et (8), 5; =1siet
seulement si la tache ¢ est exécutée a I’instant ¢.
En effet, quitte a considérer des occurrences de
tache négatives, on a :

tﬁChCiét@HkZ, ti+ak§t<ti—|—ak+Li

(10)
t—t; Li
o3k, k< <k+= (1)
[0
t—t; |t—t;| L
& —{ J< (12)
« (6% (6%

L’inégalité (12) est valable pour tout instant ¢
en considérant éventuellement des occurrences
négatives. Ainsi, indépendamment des valeurs des
t;, 1l nous suffit de faire varier ¢t entre 0 et
a — 1 pour avoir la répartition des demandes
en énergie au cours d’une période (mais ceci
nécessite d’imposer la contrainte (5) et L; € N
car le temps est discrétisé).

La contrainte (9) définie 1’énergie dépensée lors
d’un cycle pour un ordonnancement donné.

La fonction C' peut étre approchée par une
fonction affine par morceaux potentiellement dis-
continue qui s’annule en 0. Nous supposerons
dans la suite que c’est le cas.

Notre objectif a présent sera de résoudre le pro-
bléme d’optimisation min £ sous les contraintes
3), (5), (6), (7), (8), (9) (« étant plus grand que
a, les contraintes (4) n’ont plus d’intérét). Nous
appellerons ce probleme MinE,nr (pour o non
fixé).

Nous étudierons aussi les variations du coft
optimal pour une instance donnée en fonction
de «. Pour cela, nous allons minimiser le cofit
de notre solution a « fixé, nous appellerons ce
probleme Min&,F.



Notons £(a, S) le colit d’un ordonnancement
S de période a, £* () le colit optimal pour « fixé
et £* le colit optimal pour tous «.. De plus, notons
Ls la liste des puissances nécessaire a chaque
instant et 3(S) = #{p > 0, p € Ls}, le nombre
d’instant ol au moins une tﬁchen est exécutée par
cycle. Notons que >, p = >l x P; et donc

peﬁs i=1
ne dépend pas de ’ordonnancement S .

fLe probleme Min&,r est NP-complet (dé-
monstration en annexe VII-B). Par réduction im-
médiate, Min&, N ’est aussi.

III. VARIATION DU COUT OPTIMAL EN
FONCTION DE «
A. Cas ou C a un morceau
Avec b € Rt et a € RT*, soit C' une fonction
vérifiant :
0 siz=0

C:xER»—>{ axr +b sinon

Ainsi, pour tout ordonnancement S , on a :

E(a,8)=Atx Y (axp+b) (13a)
pELSs
p>0

= At x [bB(S)+a Y _ pl  (13b)

pELs

Donc £ dépend uniquement de « et du nombre
de "trous" dans S . Le minimum est atteint en
o = o (démonstration en annexe VII-C).

B. Cas ou C a deux morceaux

C supposée continue sur R vérifiant :
Avec b€ R et a,c,d € R™*, on a :

0 siz=0
C:zeR— < xza+b siz<d
xc+b+d(a—c) sinon
Notons Ns = {p € Ls,p > d}. On montre
aisément :
E(a,S) =At x Z ap (14a)
pELs
+ At x b3(S) (14b)
+Atx Y (c—a)(p—d) (l40)
pENs

Voyons ce que signifie chaque terme :

— (14a) correspond au cofit d’exécution des
taches si la fonction C' n’avait qu’un seul
morceau de pente a ;

— (14b) correspond au cofit fixe d’activation
des machines durant la période ;

— (14c) correspond a I’ajout d’un second mor-
ceau de pente ¢ a partir de 1’abscisse d.

Ainsi, a o fixé, seules les parties (14c) et (14b)
dépendent de l’ordonnancement : E&(a,S) est
minimale si et seulement si (14¢c)+(14b) I’est.

1) Cas C concave continue: Dans ce cas, si
e1,€2 € E§+,

€1, €2
e1 + e

Intuitivement, 1’énergie est minimale lorsque la
solution est la plus "compacte" car on vise la
zone de plus forte pente. Il semble logique que la
solution optimale soit atteinte en o mais je n’ai
pas réussi a le démontrer formellement.

<a

S — Clate) <Cle)+C(e2)

2) Quelques hypotheses: Lors de tests, nous
avons pu établir quelques hypotheses sur les va-
riations de £(«) en fonction de a.

L’exemple 1 de I’annexe VII-A nous prouve
que &(a) n’est pas nécessairement monotone. Ce-
pendant, empiriquement, il semblerait que &£ ()
ne puisse pas croitre plus d’une fois. De méme,
si £(a) croit pour un « donné, elle ne pourra pas
décroitre pour un temps de cycle plus élevé.

Intuitivement, les ordonnancements obtenus
pour « assez grand devant o ont bien souvent un
instant ol aucune tache n’est exécutée. Dans ce
cas, il est possible de d’étirer 1’ordonnancement
pour obtenir un autre ordonnancement d’un temps
de cycle supérieur de méme énergie, comme dans
la figure 1.

(a) Temps de cycle 5 (b) Temps de cycle 6

Time Time

Task0 Task0

Taskl Taskl

FIGURE 1: Etirement d’un ordonnancement



IV. METHODE DE RESOLUTION

A. Solveur

Pour résoudre les problemes MinE,rp et
Min€,nr, jai utilisé le solveur Cplex [5]. Le
modele associé a la détermination de o™ étant
linéaire non entier, le probleme est polynomial
et se résout avec 1’algorithme du simplexe.

Dans le cas des MILP (Mixed Integer Linear
Program), programme linéaire contenant des va-
riables entieres, le solveur explore I’arbre des
solutions possibles. A chaque étape, il choisit une
variable entiére ou binaire x non encore fixée, il
divise son domaine de définition en deux. Deux
sous-problémes correspondant & chaque partie du
domaine de définition sont ainsi créé. Le solveur
évalue ensuite une borne inférieure sur le sous-
probleme obtenu. Si cette borne est inférieure a
la meilleure solution connue, il continue d’ex-
plorer cette branche avec le domaine de défini-
tion x restreint, sinon, il coupe la branche. Ce
procédé est appelé Branch-and-Bound [4]. La
borne inférieure du nceudest obtenue grace a une
relaxation continue. Toutes les variables discretes
sont transformées en variables continues et le
probléme obtenu est résolus grace a I’algorithme
du simplexe. La solution obtenue est une borne
inférieure du probleme initial.

B. Energie minimale a o fixé

Intéressons-nous au probleme Min€,r (min &
sous les contraintes (SC.) (3), (5), (7), (8), (9)).

Comme Cplex n’accepte pas les contraintes
d’inégalités strictes, nous introduisons des
constantes de précisions €y > 0 et €5 > 0 (respec-
tivement. pour (16) et (8)), fixés empiriquement
a 1074

Pour le calcul de ||, nous devons intro-
duire des variables entieres f;{ € N et donc les
contraintes :

. t—t;
7

<
L=

t—t
> ft4 1 —
o > fi + €f

15)

(16)

L’implémentation des variables &} est faite par
des contraintes indicatrices de Cplex, qui tra-
duisent les contraintes (7) et (8) :

3 t—1;
Si=1=>—"—fi<=—¢ (A0

[0

: t—1; c L
oi=0=>—" —fi>=" (18)

[0

Min&yr peut étre exprimé comme min £ SC.
(3), (5), (17), (18), (15), (16) (9). 1 s’agit donc
bien d’un MILP.

C. Energie minimale avec o non fixé

Une premiere méthode naive pour résoudre le
probleme Min&,np est de résoudre Min&,r
pour chaque « € [aumin, ¥maz]. Nous avons
par la suite mis au point un modele permettant
de résoudre directement notre probleme avec «
variable. Les efficacités des deux approches est
comparées dans la partie V-B.

1) Solveur a o variable: On souhaite a présent
résoudre MinEo,nr SC.(3), (5), (6), (7), (8), (9)
(Ie modele final est décrit intégralement en annexe
VII-D).

La période « étant a présent une variable du
probléeme, les contraintes (17), (18), (15) et (16)
ne sont plus linéaires. Pour y remédier, nous
posons le changement de variables : %
u; = Y4 Vi € [1,n] proposé par Claire HANEN
dans [3]. On obtient les nouvelles contraintes
(27), (32), (33), (34) et (35), explicitées en annexe
VII-D.

Pour calculer I’énergie d’une période, comme
o est a présent une variable du probleme, il
faut introduire de nouvelles variables binaires

T =

pt = 1 & t < «. Lénergie d’une période
devient :
Qmaz—1 n
E= Y [At x pr Y C(Pi x 5@)] (19a)
t=0 i=1
QAmaz—1 n
= > [At x Y C(Pi x 5§'pt)] (19b)
t=0 i=1

Le produit 8 x p; nous impose d’introduire
une nouvelle variable binaire \! = & x p; afin
de linéariser (19b). Les contraintes (37), (38) et
(39) de I’annexe (VII-D) calculent )\i de maniere
linéaire.



Pour des raisons d’implémentation, nous ajou-
tons de plus des variables intermédiaires p;, la
puissance demandé a l'instant ¢, et p{°s* = C(p;)
le colit de la puissance nécessaire a t.

Comme I’énergie peut étre minimale pour plu-
sieurs temps de cycle, nous cherchons le temps
de cycle minimal.

Pour cela, il est possible de résoudre un sys-
téme multi-objectif, c¢’est-a-dire ou 1’on cherche
a optimiser deux variables. Comme la version de
Cplex utilisée (12.8) ne permet pas d’implémenter
de tels systémes, on résout tout d’abord en mini-
misant 1’énergie, puis en fixant 1’énergie a cette
valeur et en maximisant 7.

Voici une représentation des différentes étapes
de I'algorithme en figure 1, avec 7., la valeur
de 7 de la solution optimale trouvée par la mini-
misation de &£ .

min « min & .
) extrait
P
QT = min o . <rT Texp Texp <7
T< L T<af

FIGURE 2: Schéma résolution a « non fixé

2) Cas fonction de coiit convexe continue par-
tout: On se place a présent dans le cas ou C' est
convexe et continue (en particulier C'(07) = 0).

Dans ce cas précis, on peut montrer que &(«)
est décroissant en fonction de «. Le minimum

est donc atteint pour e = . L;. Reste a

trouver min{a | £(a) = E(ania;))}. On peut
procéder par dichotomie, pour une complexité de
O(log(maz) x C(n)), avec C(n) la complexité
de la recherche d’énergie minimale a « fixé.

V. ANALYSE DU MODELE
A. Comparaisons de différentes versions

Pour représenter les contraintes de la forme
bin = 0 = z < 0 (%), il est possible
d’utiliser des contraintes indicatrices ou d’utili-
ser des contraintes de type big-M. (x) devient
x— M xbin <0 avec M constante positive assez
grande (ici, M > sup z). Afin d’éviter les erreurs
d’approximations et faciliter le traitement de ces
contraintes par Cplex, il faut que M soit le plus
petit possible (ici, on prendra M = supz). On

traduit de maniere similaire les autres types de
contraintes indicatrices.

La question est de savoir lesquelles de ces
contraintes, indicatrices ou big-M, sont les plus
efficace en terme de temps de calcul. Pour cela,
nous avons fait des tests sur différentes instances
générées aléatoirement en relevant le nombre de
nceuds explorés, le nombre d’itérations du sim-
plexes, le gap final, la derniére borne, le nceud au
quel on a trouvé la meilleure solution et le temps
de calcul (a titre indicatif simplement).

Nous avons également supprimé les variables
p¢ en les remplacant par des contraintes sur ..
De méme, nous avons exécuté des tests sur les
mémes instances pour savoir quelles combinai-
sons fonctionnent le mieux.

Les résultats sont résumé dans I’annexe VII-E1.
Pour chacune des fonctions de cofit testées
(convexe et concave a deux morceaux), I’utilisa-
tion des variables d! et des contraintes indicatrices
semble en moyenne respectivement 2 et 3 fois
efficace que lutilisation de contraintes big-M
et I’absence de variables 6. Nous allons donc
utiliser cette version du modele pour la suite.

B. Comparaisons énumération et modele a o non
fixé

Comme évoqué précédemment, nous avons
deux algorithmes pour résoudre MinE,np et
trouver le temps de cycle minimal d’énergie mi-
nimale :
— résoudre pour chaque « le probleme
M inga Fs

— utiliser le modele développé dans la partie
IV-C1 qui résout notre probleme a I’aide de
deux MILP.

Pour cela, nous avons résolus 36 instances
de MinE,nF en utilisant les deux méthodes.
Les moyennes et médianes des temps de calcul,
le nombre de nceuds explorés et d’itérations du
simplexe sont indiqués dans les tableaux I, II et
III. La méthode itérative explore 3,8 fois moins
de nceuds et appelle 2,6 fois moins de fois 1’al-
gorithme du simplexe que la méthode de la partie
IV-C1. De ce point de vue 1a, la méthode itérative
semble plus efficace. Notons qu’elle a nécessité
10 fois plus de temps que l’autre mais cette



différence peut étre expliqué par le fait que les
deux tests n’ont pas été réalisé au méme moment.

TABLE I: Méthode 1 : « fixe

Temps(s) | Neeuds | Itérations
Moyenne | 5185,9 | 70444,5 | 652761,8
Médiane 4472 57922 | 523332,5
TABLE II: Méthode 2 : o non fixe
Temps(s) | Neeuds Itérations
Moyenne 706,9 267672,8 | 1715712,9
Médiane 692 141318 | 1034214,5

TABLE III: Différence entre les deux méthodes

Temps(s) | Noeuds Itérations
Moyenne | -4478,5 | 197228,3 | 1062951,2
Médiane -3550 94292,5 | 472848,5

VI. CONCLUSION

En conclusion, nous avons mis au point un pre-
mier algorithme qui permet de résoudre Min&,r.

Par la suite, nous avons créé deux modeles
pour résoudre MinE,np : un qui se base sur
le précédent en énumérant les temps de cycles
admissibles, I’autre qui résout directement notre
probléme avec « variable.

Nous avons par la suite testé ces deux modeles.
A priori, la méthode énumérative est la plus
efficace au vu du nombres de nceuds explorés.
Des test plus poussés que nous n’avons pas pu
réaliser faute de temps sont nécessaire afin de
conclure.

Enfin, nous avons tenté une approche plus
théorique afin de déterminer des propriétés sur les
variations de £(«) en fonction de a.. Nous avons
pu émettre quelques hypotheses sans réussir a les
affirmer ou infirmer.

Par la suite, il serait nécessaire d’effectuer
plus de tests afin de perfectionner le modele et
pouvoir résoudre des instances plus importantes.
Nous pourrions également approfondir 1’approche
théorique afin de résoudre plus facilement certains
types d’instances.
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VII. ANNEXES

C t A |
A. Exemples d’ordonnancement o3 |
] /42
o L e |
power = 1, length = 4 power = 1, length=6 + 1‘
: 1:
|
| A,
power= 1, lenggh = 2 0 2 Power needed
(a) Graphe (b) Fonction de cofit
FIGURE 3: Instance exemple 1
Y“ime 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24; Time 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28‘
Task0 Lo 2] [s] Task0 B 2] [ ] [
Taskl Taskl
Task2 [0 2 ] 5 [ « | Task2 | I [ 2 ) [ 5 J[ « |
Task3 Task3 D
- -
a=26 a=7
(a) Exemple 1, o = 6 (b) Exemple 1, aa =7
’Time 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Task0 0 e N e
Taskl
Task2 o e L] ’ & |
Task3
a=38

(c) Exemple 1, a =8

FIGURE 4: Ordonnancement exemple 1

FIGURE 5: Allure de £(a)



Cost 4

A TN
0 2 Power needed

(b) Fonction de cofit

(a) Graphe

FIGURE 6: Instance exemple 2

1 1
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[N]

Time Time

Tasko .2 | | Tasko| [0 ] [ 2 ] [
Taskl Taskl
Task2 Task2
Task3 Task3

- <«
a==6 a=38
(a) Exemple 2, o = 6 (b) Exemple 2, a = 8
Time 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 ﬁme 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
Task0 | 1 | l 2 l \ 3 Task0 l 1 l l 2 l ] 3

Taskl Taskl [1]
Task? Task?2
Task3 Task3

(c) Exemple 2, o =9 (d) Exemple 2, o = 10
FIGURE 7: Ordonnancement exemple 2

E(a)
16

FIGURE 8: Allure de £(a)

B. MinEyr NP-complet

Nous allons démontrer que le probleme MinE,r est NP-complet pour des fonctions de cofit
convexe ou concave discontinue. Notons Min&y.. la version décisionnelle de ce probleme qui prend



en entrée G = (7,P) un graphe de précédence, o le temps de cycle fixé, C' une fonction de coft
et k € N et qui renvoie Oui si et seulement si il existe un ordonnancement S de temps de cycle «
tel que £(a,S) <k

Min€ge. € NP: Un certificat de Min&g.. est un ordonnancement quelconque S . On vérifie
que cet ordonnancement vérifie les contraintes de précédences de G en O(|P|). Le calcul de £(a, S)
ce fait en O(a|T|). On a donc un vérificateur en temps polynomial O(P + a|T|).

Min€ge. NP-dur: Pour montrer cela, nous allons faire une réduction du probleme de bin packing
décisionnel.

bin packing: Nous disposons de & € N boites de méme capacité C' € R et de n € N objets de
volume {ci, ...,c,} € R™. Le probléeme de bin packing décisionnel renvoie Oui si et seulement si les
n taches peuvent étre rangées dans les k boites sans que le volume total des tiches contenues dans
chaque boite de ne dépasse C.

Soit a présent I = {C,{cy, ..., c,}, k} une instance de bin packing décisionnel. Posons :

0 sid<(C
— C:deRm d— C sinon
—a=k;

— G composé de n tiches d’énergie {ci,...,c¢,} de durée unitaire et sans contraintes de précé-
dences entre elles (les seuls arcs de GG sont les arcs de non-réentrance) ;
I' = {G,alpha,C,0} est une instance de Min&y.., obtenue en appliquant une transformation
polynomiale a I.

Si I est une instance positive de bin packing, alors en numérotant les boites, on peut poser t; = j
avec t; le début de la tache ¢ et j le numéro de la boite contenant 1’objet ¢ dans le rangement de bin
packing. Comme il n’y a pas de contraintes de précédences, 1I’ordonnancement obtenu est admissible

n
pour G . De plus, comme Vj € [1,k], > ¢ < C, avec b; la boite j, on a bien £(o,S) =0 et I’ est

=1
C; Ebj

2

une instance positive de Min& ..

Réciproquement, si I’ est une instance positive de Min&ge.., alors considérons S = {t1, ..., t,} un
ordonnancement d’énergie nulle. En numérotant les k£ boites, on met ’objet ¢ dans la boite j si et
seulement si j = |¢;].

n
Ainsi, Y ¢ = I[nax [e(t) et comme 1’énergie de 1’ordonnancement est nulle, la demande a
i=1 telg,j+1
C’ieb]‘
chaque instant est inférieure a C' et donc I est une instance positive de bin packing décisionnel.

Ainsi, dans le cas ou la fonction de colit est convexe, notre probleme est bien NP-complet.
Dans le cas des fonctions concaves discontinues en a > 0, si le saut de discontinuité est assez
n
grand, strictement supérieur a », (P; X p + ¢), alors on montre que le probleme est aussi NP-dur en

posant : =l
d sid<(C
C'dERH{g—i—kC—Fl sinon

C. Min€,nF polynomial si C a un morceau

Nous allons démontrer que le probleme Min€,r dans le cas ou C' ne possede qu'un morceau
est polynomial. En particulier, nous allons montrer qu'un ordonnancement d’énergie minimale est de
temps de cycle o*.

On rappelle que 1’énergie d’un ordonnancement dans le cas ot C(z) = ax + b si x > 0, 0 sinon
est :

E(e,8) = At x [bB(S) +a > p]

pELs



Ainsi, £(a) = &* si et seulement si 5(S) est minimal. Supposons par 1’absurde :
dJa > o, £(a) < E(a)

. Dans ce cas, f(a) < B(a*).

Hors, f(a*) = o car par définition de o, il existe un circuit critique ¢ de temps de cycle
L(c) _
o =@

Dans ordonnancement optimal associé a @, il y a & — S(@) instants ol aucune tache n’est exécutée.
Ainsi, on peut supprimer ces instants de 1’ordonnancement et obtenir un nouvel ordonnancement de
méme énergie qui vérifie bien les contraintes de précédences de période 5(a) < a*, ce qui contredit
la minimalité de o*.

On a bien I’ordonnancement d’énergie minimale atteint en o dans le cas ou C' ne posséde qu’un
seul morceau. De plus, comme E(a*,S) ne dépend que de 3(S) = «, tout ordonnancement de
période o™ est d’énergie minimale, et le probleme est bien polynomial.
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D. Modeéle a o non fixé

a) Minimisation de 1’énergie: Avec At échelle de temps, aunin €t Qumqz bornes positives de «
choisies par 'utilisateur, ¢; dates de début de la premiere occurrence de chacune des n tiches et en

-1 St
posant 7 = et u; = & :

min &

E,1eRT
u; € RT
fieN
S8 e {0,1}
pe € {0,1}
pt’pfost c R+

1
<7<
Omazx Amin

Uj—ui—l—HijZLiXT

vt € [0, tmas — 1]

cost __

Dy
Vi, i € [0, amaz — 1], [0,7 — 1]

TXt—u— fi >0

Vt, i € [0, maz —
Vt € [[amina Omaz — 1
Vt € [0, gz — 1

= C(pt)

TXt—ui_ftigl_efloor
(67 =0) = (7 x (t — Li) —ui — f{ > 0)

(6 =1) = (7 x (t - Ly)

— U; — ftz < 6cond)

Vt, i € [0, amin — 1], [0,m — 1]
A= 6
Vt, i€ [[aminy Omazr — 1]]7 [[07n - 1]]
pr > A
s>\

A > pet 6] -1

QAmaz—1

=%

t=0

(At x p*)
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(36)

(37)
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b) Minimisation du temps de cycle: Le MILP est presque le méme que pour la minimisation
de I’énergie. L’ objectif devient :
max T

Avec epin et T 1’énergie minimale et la valeur de 7 renvoyées par le MILP précédent, on impose
de plus :

E < emin + €¢

T 2 Tmin

E. Résultats tests

1) Choix de la version du modeéle de la partie IV-C1: On avons réaliser un premier test avec 100
graphes composés de 5 taches avec une densité d’arcs de 0,3 générés aléatoirement. Pour les fonctions
de cofit, nous avons pris deux fonctions a 2 morceaux chacune, une convexe et I’autre concave. Voici
les moyennes et médianes des temps de calcul (donnés a titre purement indicatif), nombre de nceuds
explorés et itérations du simplexe effectués pour la premiere fonction convexe :

a) Calcul de £ : Moyenne :

Test Temps de calcul | Nombres de nceuds | Nombres
(en s) explorés d’itération du
simplexe
d; et contraintes indicatrices 1 225 (20min) 1 156 231 7 245 440
d; et contraintes big-M 1 924 (32min) 2 720 792 14 606 715
sans 5,% et avec contraintes indicatrices | 2 246 (37min) 3 578 097 23 642 188
Médiane :
Test Temps de calcul | Nombres de nceuds | Nombres
(en s) explorés d’itération du
simplexe
8¢ et contraintes indicatrices 895 (15min) 535 367 3592 070
d; et contraintes big-M 1 018 (17min) 833 188 4 585 704
sans J; et avec contraintes indicatrices | 1 451 (24min) 1 249 766 7 729 271
b) Calcul de T: Moyenne :
Test Temps de calcul | Nombres de nceuds | Nombres
(en s) explorés d’itération du
simplexe
5% et contraintes indicatrices 2 076 (35min) 2 691 101 19 293 447
8¢ et contraintes big-M 3 905 (1h5min) 7 221 087 45 882 750
sans ¢§; et avec contraintes indicatrices | 2 754 (46min) 4 659 180 34 639 126

Médiane :
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Test Temps de calcul | Nombres de nceuds | Nombres
(en s) explorés d’itération du
simplexe
5% et contraintes indicatrices 965 (16min) 584 410 3924 197
(51{ et contraintes big-M 1 194 (20min) 1 333 617 9 799 990
sans ¢§; et avec contraintes indicatrices | 1 398 (23min) 1 203 388 8 585 828

Pour le cas de la fonction concave, la maximisation de 7 était presque immédiate car la solution
optimale renvoyée apres la premiere étape était bien souvent déja de temps de cycle minimale égale
a a. Nous ne nous intéresserons donc qu’a la premiere étape, ¢’est-a-dire la minimisation de £ .

¢) Calcul de £ : Moyenne :

Test Temps de calcul | Nombres de nceuds | Nombres
(en s) explorés d’itération du
simplexe
d; et contraintes indicatrices 857 (14min) 465 778 3705 972
d; et contraintes big-M 998 (17min) 883 021 5 975 689
sans 5§ et avec contraintes indicatrices | 1 185 (20min) 1 135 100 9 729 580
Médiane :
Test Temps de calcul | Nombres de nceuds | Nombres
(en s) explorés d’itération du
simplexe
(5}: et contraintes indicatrices 750 (12min30) 115 544 1 232 853
d; et contraintes big-M 804 (13min30) 206 938 1 750 417
sans d; et avec contraintes indicatrices | 786 (13min) 326 635 3043 629

Les moyennes sont plus de 2 fois plus

élevées que les médianes des mémes données. Cela nous
indique que certaines instances sont beaucoup plus longues et complexes a résoudre.
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