LECON 144 - RACINES D’UN POLYNOME ETC.

I Cadre théorique ([Ber25])

Dans toute cette partie, on fixe A un anneau (commutatif unitaire), B une A-algébre
et K un corps.

I.1 Racines, multiplicité

Théoréme 1 : Soit x € B. Il existe un unique morphisme de A-algébres ev, : A[X] —
B tel que ev,(X) = z et pour tout a € A, ev,(a) =a-1p.

Définition 2 (Racine)
lorsque ev,(P) =0

: Soit P € A[X]. Un élément r € B est dit « racine de P »

Exemple 3 : Le polynome X2 + 1 € Z[X] n’a pas de racine dans Z mais a deux
racines ¢ et —¢ dans la Z-algébre C.

Remarque 4 : r est racine de P si, et seulement si, (X — r) divise P dans A[X].

Définition 5 (Multiplicité) : Soit P € A[X] et r € A. On dit que r est racine de P
avec multiplicité m si (X — 7)™ divise P et (X —r)™*! ne divise pas P.

Proposition 6 : Si K est un corps de caractéristique 0, r € K est racine de P € K[X]
de multiplicité m si, et seulement si :
Vk € [0,m —

1, (P®(r)=0) A (P"™(r) #0)

Lemme 7 : Pour P € A[X] non nul, P a au plus deg(P) racines comptées avec
multiplicité dans A dés que A est intégre.

Contre-exemple 8 : Le polynome X? + 1 a strictement plus de deux racines dans
I’algébre & division H des quaternions.

Application 9 (Cyclotomie dans Q)
n dans C* et

: Notons p, I'ensemble des éléments d’ordre

o, = [ (X -w)eC[X]

wEWY

le n-iéme polyndme cyclotomique complexe. ®,, est un élément de Z[X], irréduc-
tible dans Q[X] et dans Z[X]. (|Per])

1.2 Polynémes symétriques

Définition 10 (Polynomes symeétriques)
Panneau A[Xq,...,X,] via :

O"P(Xl,...

: Le groupe symétrique S,, agit sur

7Xn) = P(Xa(l)a v 7X<7(n))

On appelle polynéme symétrique & n-variables tout point-fixe de cette action. On
note A[X1,...,X,]®" 'ensemble de ces polynomes.

Exemple 11 : Le polynome X1 X5+ X7 X3+ X5 X3 est symétrique dans A[X7, X, X35]
mais pas dans A[X7,..., Xy].

Définition 12 (Polyndémes symétriques élémentaires)

:Soit Pi=[[(T—-X:) €

i=1

A[X1,...,X,][T]. On appelle « k-iéme polyndéme symétrique élémentaire en n-
variables de A » le polynéme oy, € A[X7,...,X,] tel que :
P=X"+ Z )" ok (X1, ..., Xp)T"

On a une expression combinatoire des polynomes symétriques

> I

IePy([1,n]) i€l

Proposition 13 :
élémentaires :
On,k =

Remarque 14 : De la définition découlent les relations racines-coefficients : si B est
un anneau intégre, A un sous-anneau de B et P € A[X] de degré n est scindé dans

(i.e. P= H

—r;) avec r; € B) alors :

n
P= Z )T ank (ri,y...m)T"
k=0
Théoréme 15 (structure des polyndmes symétriques) Soit P €
A[X1,...,X,]®". 1l existe un unique polynéme S € A[X1,...,X,] tel que
P=S(op1,--s0nn)
Exemple 16 : X2 4+Y?2 4 72 = 0571 — 203,2. Le polynéme S := X2 —2Y convient
donc.
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Corollaire 17 (Kronecker) Soit P un polynéme unitaire & coefficients dans
Z dont toutes les racines complexes sont de module au plus 1. Si z € C est
une racine de P, z = 0 ou z est une racine de I'unité. (|CP22]) (DEVELOP-
PEMENT 1, 1/2)

Application 18 : Soit G un sous-groupe fini de GL,,(Z). On a la majoration :
|G| < (3" = 1)(3" —3)...(3" =31

([CP22]) (DEVELOPPEMENT 1, 2/2)

IT Problémes d’algébre linéaire ([Rom])

On fixe K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension d finie et u € Z(E).
Théoréme 19 (Polynéme minimal) : L’ensemble {P € K[X] | P(u) = 0} est un
idéal de K[X]. On appelle « polynéme minimal de u », noté m,, 'unique générateur
unitaire de cet idéal.

Exemple 20 :
1. w est nilpotent si, et seulement si, 7w, est une puissance de X.

2. Soit L/K une extension finie de corps et o € L. Le polyndéme minimal de
I’endomorphisme K-linéaire de L m,, : * — ax est le polynéme minimal de
a sur K.

3. En dimension infinie, le polynéme minimal peut ne pas exister. Par exemple,
’'endomorphisme de RY donné par (z,) — (2,,1) n’a pas de polynome mi-
nimal.

Proposition 21 : Soit P € K[X] un polynome annulateur de u. Si A € K est une
valeur propre de u, P(A) = 0. Si de plus P est le polyndme minimal de u, toutes
ses racines dans K sont valeurs propres de u.

Théoréme 22 (Cayley-Hamilton) : Notons x, := det(XI; — u) le polynéme ca-
ractéristique de u. x,(u) = 0. De plus, les facteurs irréductibles de x, et de m,
dans K[X] sont les mémes.

Application 23 : Pour K = R, on peut approcher les valeurs propres de u a 'aide
de la méthode de Newton appliquée & x,,.

Proposition 24 : Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. w est trigonalisable [resp. diagonalisable]
2. u admet un polyndéme annulateur scindé [resp. a racines simples| dans K

3. m, est scindé [resp. & racines simples| dans K

Application 25 (Matrice circulante) : On appelle matrice circulante universelle

la matrice
X1 Xs Xn
C(X1,...,Xn) = X" X1
Xo Xi
Il existe F' € GL,,(C) tel que :
C(X1,...,X,) = F - Diag(P(W°),...,P(w" 1)) - F~!
n—1
avec wi=en et P=T" + Z Xy TE. ([1P24])
k=0

Application 26 : On fixe K = C et on appelle « rayon spectral de u » le maximum
des modules des valeurs propres de u, noté p(u). Alors p(u) est égal au suppremum
des N(u), ot N parcourt 'ensemble des normes d’opérateur sur Z(F).

IIT Racines et théorie des corps

III.1 Adjonction de racines [Esc97]

On fixe L/K une extension de corps et P € K[X] un polyndéme non constant.

Définition 27 (Extension de rupture) : On suppose P irréductible. On dit que
L/K est une « extension de rupture » de P si L contient « tel que P(a) = 0 et
L =K(a).

Définition 28 (Extension de décomposition) : On dit que L/K est une « exten-
sion de décomposition de P » si P est scindé dans L de racines («q,...,a,) et si
L=K(ay,...,an).

Exemple 29 : L’extension Q(j, v/2)/Q est une extension de décomposition de X —2.
C/Q n’en est pas une.

Théoréme 30 : Soit P € K[X] non constant [resp. irréductible]. Il existe une extension
de décomposition [resp. de rupture| de P unique a isomorphisme d’extension prés.
De plus, le degré de cet extension est majoré par deg(P)! [resp. égal & deg(P)].

Application 31 (Corps finis) Soit p un nombre premier et « € N*. Il existe un
corps de cardinal p® unique & isomorphisme de corps preés.

Définition 32 (Polyndomes cyclotomiques, corps finis) : Soit n € N*, p un
nombre premier et ¢ une puissance non triviale de p. On note L/F, une exten-
sion de décomposition de X™ — 1 et u; (F,) ensemble (éventuellement vide) des
éléments d’ordre n dans L*. On définit le n-iéme polynome cyclotomique de F,
comme le polynome

o, = [ (X-w)eLX]

wepuy, (Fq)
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Théoréme 33 : On suppose que n est premier avec p. Dans ce cas, ®, € Fy[X] et les
facteurs irréductibles de @,, dans F,[X] ont tous pour degré [L : F,].

Application 34 : TFp est la plus petite extension de Fyg (au sens du degré) qui
contient une racine 10-éme primitive de l'unité.

II1.2 Entiers algébriques (pas de ref!)

Soit K/Q un corps de nombres (i.e. une extension finie).

Définition 35 (Entier algébrique) : On appelle « entier algébrique » de K tout
élément z € K admettant un polynéme annulateur unitaire a coefficients entiers.
On note Dk 'ensemble des entiers algébriques de K.

Lemme 36 : Soit z € K. Alors z € Ok si, et seulement si, le polynéme minimal de
z sur QQ, noté 7., est & coefficients entiers.

Exemple 37 : Les rationels entiers algébriques sont exactement les éléments de Z.
Proposition 38 : 9Dk est un sous-anneau de K.

Lemme 39 : On considére L/K une extension finie. Pour o € L, on note m,, :  — ax.
C’est un endomorphisme Q-linéaire de L. De plus, 'application a — m, est un
morphisme injectif de K-algébres.

Définition 40 (Norme) : Pour a € L, on appelle norme de « sur K le déterminant
de m,, qu’on note N(«).

Proposition 41 : Notons n le degré de 'extension L/K.
1. La norme est multiplicative : N(af) = N(a)N (D).

2. Si 7, désigne le polyndéme minimal de o sur K et d désigne son degré :
N(e) = (=1)"[ma (0)]"/1

3. Si M/L est une extension telle que 7, est scindé dans M, de racines
(21,...,24) comptées avec multiplicité, alors

N(a) :HZf/d

(DEVELOPPEMENT 2, 1/2)

Application 42 (Inversibles de D)
sont, équivalentes :

1. 27t e Ok
2. N(z) =+1
(DEVELOPPEMENT 2, 2/2)

Soit z € Ok . Les assertions suivantes
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