LECON 209 - APPROXIMATION PAR DES FONCTIONS REGULIERES ETC.

I Approximation polynomiale

I.1 Développements limités, formules de Taylor ([Rom19])

On fixe I un intervalle réel et f: I — R une fonction.

Définition 1 (Développement limité) : On dit que f admet un développement
o

limité d’ordre p en xgy € I s’il existe un polynéme T de degré p tel que :
Ve €I, f(xo+h)=T(h)+ o(h?)

Proposition 2 : Si f admet un développement limité d’ordre p en xg, celui-ci est

unique.

Exemple 3 : Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre p.
La fonction caractéristique de X admet un développement limité d’ordre p en 0
donné par :

p k
px(t) = Zi’“—E[,f Lyt 4 o)
k=0

Théoréme 4 (Taylor-Young) : Soit g € I. Si f est p fois dérivable en g, elle
admet un développement limité d’ordre p en xy donné par :

PR (g
Flao +m) =3 Tl o)

k=0

Contre-exemple 5 : f : z +— z%sin(1/2°)1,20 admet un développement limité
d’ordre 2 en 0 donné par f(x) = o(x?) mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

Théoréme 6 (Taylor reste intégral) : Soit U un ouvert de Riet f: U — R”
une fonction p + 1-fois différentiable sur U. Pour tout zo € U et h € R? tel que
[xo; 20 +h] CU, on a:

p 1
fao+n) = Y b sGeo) (oot + [ O P G+ 00) - (. ) a0
=0 0 p:

([Amr19])

Application 7 (Lemme de Morse) Soit U un voisinage ouvert de 0 dans R? et
f: U — R? une fonction de classe C? telle que f(0) = 0 et df(0) = 0. On suppose
que d?f induit une forme quadratique non dégénérée de signature (p,d —p). 1
existe un voisinage ouvert V de 0 dans U et v : v — R? un C'-difféomorphisme
sur son image tel que u(0) =0 et :

Ve eV, f(z) :u%(x)—k“-—l—ui(x)—uz,l—-~-—ufl(m)

(|Roul5))

1.2 Théorémes de densité

Théoréme 8 (Weierstrafl) : Soit K un compact de R. L’espace des fonctions poly-
nomiales réelles est dense dans C°(K) pour la topologie de la norme uniforme.

Contre-exemple 9 :

1. L’exponentielle n’est pas limite uniforme de fonctions polynomiales sur R
tout entier.

2. L’application z — Z n’est pas limite uniforme de fonctions polynomiales sur
le disque unité de C. ([QQ17])

Application 10 : Soient X et Y deux variables aléatoires réelles a support compact.
Si E[X*] = E[Y*] pour tout k € N, X et Y sont égales en loi. ([QQ17])

Application 11 (Théoréme taubérien fort) Soit (a,) une suite complexe.
On suppose que pour tout 0 < z < 1, la série Y a,a™ est convergente et que
> apz™ - 1 € C. Silay| = O(1/n), la série des (ay,) est convergente de limite

r—1_
I. ([Gou])

Proposition 12 : L’espace de Schwartz S(R) des fonctions C*° dont toutes les déri-
vées sont & décroissance rapide est dense dans ’espace 08 des fonctions continues
qui tendent vers 0 a Uinfini. ([QZ])

Corollaire 13 (Lévy) : Soit (X,) une suite de variables aléatoires réelles et X
une autre variable aléatoire réelle. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (X,,) converge en loi vers X.

2. La fonction caractéristique de X,, converge simplement vers celle de X.

Théoréme 14 (Central Limite) : Soit (X,,) une suite de variables aléatoires
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réelles centrées et réduites. La suite
1 n
— X
Vi

converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

Application 15 : On considére (X,,) une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant
la loi de Bernoulli de paramétre 6 €]0, 1[ inconnu. Pour « €]0, 1], I'intervalle :

avec ¢ la fonction de quantile de la loi normale centrée réduite et X, := £ 3" | X,
est un intervalle de confiance asymptotique pour 6 de niveau 1 — .. ([CR])

II Convolution et régularisation ([Amr])
II.1 Produit de convolution

On notera pour n € Z e, : « — €™ les éléments du systéme trigonométrique.

Définition 16 (Convolution) : Soient f et g deux fonctions réelles mesurables [resp.
2m-périodiques|. On définit, lorsque ¢a a du sens, leur « produit de convolution »
[resp. « produit de convolution 2z-périodique »| par la formule :

f*ger/Rf(y)g(m—y)dy

[resp.

f*zﬂg:xH%[ﬂf(y)g(x—y)dy

|

Proposition 17 : Soit f, g des fonctions mesurables réelles. Le produit de convolution
f * g est bien défini dans les cas suivants :

1. fet g sont L'. Dans ce cas, f g est L.
2. fest L' et g est LP. Dans ce cas, f g est LP.
3. fest LP et g est L? avec 1/p+ 1/q = 1. Dans ce cas, f x g est L™.

Exemple 18 : On note Dy := ij:_N ex le N-iéme noyau de Dirichlet. Pour f une
fonction L' et 27-périodique, on trouve :
N ™
2W(f *or DN) = Z ( f( ) inegike dsc) €L
k=—N

1I.2 Approximation de 'unité

Définition 19 (Approximation de 'unité) : Une suite (D,
rables réelles est dite « approximation de I'unité » si :

1. ¢, >0

2./<I>n:1

3. Ve >0, / b, (z)de —— 0
|z|>e

) de fonctions mesu-

n—-+o0o

Si de plus @, est C*° a support inclus dans [—1/n,1/n], on parle de « suite
régularisante ».

Exemple 20 :

1. Le noyau de Gauss est une approximation de 'unité :

1 ( x2 >
— —exp|——
nyV2m 2n2
2. La suite suivante est une suite régularisante pour une certaine valeur de

C>0:
1
1—|z|? Tzj<a

Proposition 21 : Soit ® une fonction C* & support compact. Pour 1 < p < 400
et f € LP ou f continue, la fonction f x ® est de classe C*° et pour tout k € N,
(f+ @) = fx (@),

Théoréme 22 : Soit ®,, et approximation de 'unité et 1 < p < +oo. Si f est une
fonction LP [resp. une fonction continue de limites nulles & U'infini|, fx®,, converge
vers f dans LP [resp. dans L*°].

Yn - T =

<I>n:x»—>C’eXp(—

Application 23 (Inversion de Fourier) : Soit f une fonction L' dont la transfor-
mée de Fourier est encore L'. Alors f = 5= F o F[f] avec f :z — f(—z).

Lemme 24 : Soit H une partie de LP. Alors H est relativement compacte si, et
seulement si, elle est précompacte (i.e. pour tout € > 0, H peut étre recouverte
par un nombre fini de boules de rayon ¢). ([Gou])
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Théoréme 25 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov) : Soit H C LP. On suppose :
1. H bornée dans L”.

2.Ye >0, In >0
d’équicontinuité-LP)

Via| < n, Vf € H, |7af — fllp < = (hypothese

3.Ve>0,3R>0 : VfeH, |f(2)|P dz < e (hypothése d’équiten-
|lz|>R

sion)

Alors H est relativement compacte dans LP. (JHL09])

IIT Approximation par des polynémes

([Amr])

trigonomeétriques

On désigne toujours par (e, )nez le systéme trigonométrique. On note L5 D'en-
semble des fonctions 2m-périodiques dont la restriction a [—m, 7] est L.

III.1 Coefficients de Fourier, noyaux trigonométriques

Définition 26 (Coefficients de Fourier) : Soit f € L3,. Pour n € Z, on appelle
n-iéme coefficient de Fourier de f la quantité

o) = 2 [ fapeine

= % .

Définition 27 (Noyaux trigonométriques) : Soit N € N.
1. On appelle N-iéme noyau de Dirichlet la fonction Dy := Zg:_ N En-
2. On appelle N-iéme noyau de Féjér, pour N # 0, la fonction Ky :=
1 N—1
Kijnzol)n
Définition 28 : Pour f € L., on note Sy(f) la fonction >, nn cu(f)en, dite «
N-iéme somme partielle de Fourier de f ».

Remarque 29 : Sy(f) = f %2z Dn. De plus, f 2, Ky est la N-iéme moyenne de
Cesaro des (S,(f))-

II1.2 Théoréme de Féjér et conséquences

Théoréme 30 (Féjér) : La suite des noyaux de Féjér est une approximation de
I'unité pour la convolution 2m-périodique. On en déduit notamment que pour
1 < p < +00, f *o2x Ky converge dans L} vers f. De plus, si f € CS | fxor Ky
converge uniformément vers f.

Corollaire 31 : Soit f une fonction continue et 27-périodique et soit x € R. Si
SN (f)(z) converge, sa limite est f(x).

Application 32 : Le systéme trigonométrique est une base hilbertienne de L%W.

Application 33 (Weierstrafi explicite) : Soit f une fonction continue sur [—1,1].

La suite de fonctions polynomiales

n/2

3 (;;) 2" (@ — D)k

N
n
Pyizmra(f)+2) (1= ) ealf)
n=1
converge uniformément vers f.

II1.3 Convergence de la série de Fourier

Théoréme 34 : Soit f une fonction 2m-périodique de classe C?, p < 1. Alors f est
limite uniforme de sa série de Fourier, et |c,(f)| = o(1/|n|?).

Application 35 (Laurent) Soient 0 < r < R et f une fonction holomorphe sur
la couronne ouverte {z € C | r < |z| < R}. Il existe une unique suite (an)nez
telle que f = > ., an2" sur cette couronne. Par ailleurs, cette série converge
uniformément vers f sur tout compact inclus dans cette couronne. ([QQ17])

Soit f € S(R). On a

Application 36 (Formule sommatoire de Poisson)

I’égalité :
Ve €R, Y flz+n) =) Flfi(x+n)
neZ nez
(1QZ])
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