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Notations & définitions

Algébres : Toutes les algébres manipulées seront considérées uniféres sur le corps de base
C. Si A est une telle algébre, on notera 14 son unité.

Arbre : Un graphe est un arbre si, et seulement si, il est connexe et acyclique. Par connexe,
on entend que tout couple de sommets du graphe peut étre relié par un chemin formé
d’arrétes ordonnées telles que deux arrétes successives soient telles que le but de la premiére
soit la source de la seconde. Par acyclique, on veut dire qu’il n’existe aucun tel chemin
qui soit une boucle, c’est-a-dire un chemin dont la source et le but sont confondus et dont
chaque arréte est parcourue exactement une fois.

Cardinal : Pour un ensemble X donné, on notera | X| ou #X son cardinal (éventuellement
infini).

Espace probabilisé : dans tout ce rapport, on désignera par (€, §,P) un espace probabilisé
quelconque lorsque la connaissance de 1’espace sous-jacent importera peu.

Espaces L? : pour p € [1,+00], on notera LP ensemble des variables aléatoires complexes
sur (2,F,P) de puissance p-iéme intégrable modulo ’égalité presque partout. On pose de
plus :

L> = () L" (1)

neN*
I’ensemble des variables aléatoires admettant des moments & tout ordre.

Fléches : On utilisera les conventions suivantes pour donner des indications sur les applica-
tions : f : F— F indique que f est injective; f : E <+ F indique que f est bijective. Si
A et B sont deux ensembles finis, on s’autorisera 1’écriture :

> 2)

f:A—B

pour indiquer que la somme est prise sur ’ensemble des injections de A dans B.

Graphe squelette : Etant donné un multi-graphe, éventuellement orienté, G = (V, E),
c’est-a-dire un graphe dont on autorise les arrétes a étre multiples, on appelle squelette
de G et on note G = (V, E) le graphe non orienté obtenu en oubliant I'orientation et la
multiplicité des arrétes de G.

Intervalles d’entiers Pour (n,p) € N?, n < p on notera simplement [n,p] lintervalle
d’entiers {n,n +1,...p}. Sin =1, on écrira de fagon plus compacte [p].

Multi-indice alterné : Soit I un ensemble d’indices et soit ¢ = (iy,...4,) C I un multi-
indice. On dira que ¢ est alterné lorsque, pour tout 1 < k < n — 1, on a i # ip41. Par
exemple, (1,2,1,2) est alterné, mais (1,2,2,1) ne l'est pas.

Partitions : Etant donné un ensemble X, on notera P(X) I’ensemble des partitions de X. Si
X est un poset (cf définition 2), on notera NC'(X) I'ensemble de ses partitions non-croisées
(cf définition 4). Dans le cas particulier ou X = [n], on notera alors NC(n).

Si A et B sont deux ensembles disjoints, et 7 et o sont des partitions respectivement
de A et de B, on notera 7 L ¢ la partition de A LI B composée des blocs de o et w. Dans
le cas spécifique ot A = B = [n] (A4 et B n’étant alors pas disjoints), on s’autorisera tout
de méme cette notation en prenant alors des éléments formels 1,...7 tels que 1 < 1 <
2...n < 7, et en voyant ¢ comme une partition de {1...7}.

On parlera de partition paire lorsque tous les blocs d’une partition sont de taille exac-
tement 2.



Polynomes : Soit (X;);cr une famille d’indéterminées. On notera respectivement C[X; | i €
I] Vensemble des polyndmes a coefficients dans C en ces indéterminées, et C(X; | i € I)
celui des polyndmes non-commutatifs en ces indéterminées (cf définition 16).

Produits : on travaillera fréquemment dans des algébres non-commutatives. Lorsqu’on fera
le produit de n éléments (x;) pour lequel on souhaite préciser que l'ordre des facteurs est
important, on utilisera la notation :

N
Hxi = T1X2...Tnp. (3)

i=1

Union disjointe : Si A et B sont deux ensembles disjoints, on notera A LI B leur union.
L’utilisation du symbole LI dans les union sera utilisé pour signifier que toutes les parties
considérées sont disjointes, sans que cela ait été précisé au préalable. Par exemple, on
s’autorisera a écrire :

> (4)

AUB=X

pour indiquer que la somme est prise sur ’ensemble des parties disjointes de X dont
I'union est X tout entier.



Introduction

Au cours de mon stage, effectué sous la direction de Camille MALE, j’ai été amené a étudier
les bases de deux théories mathématiques : celle des matrices aléatoires, et celle des probabi-
lités libres. Historiquement, ces deux champs de recherche sont apparus sans connexion 'un
avec l'autre. Le premier fut introduit par Eugene WIGNER, initialement pour modéliser des pro-
blémes physique, et a su trouver aujourd’hui de nombreuses autres applications, notamment en
statistiques. Le second propose une approche des probabilités lorsque les variables aléatoires
manipulées ne commutent pas entre elles. Elle fut historiquement développée par Dan Voicu-
LESCU afin d’apporter des réponses a des questions d’ordre algébrique, et prolongée par plusieurs
mathématiciens tels que les auteurs de [7].

L’enjeu de ce stage a été de découvrir et de s’approprier les outils de base de la théorie des
probabilités libres dans le but d’étudier I'une des connexions existant avec celle des matrices
aléatoires. Pour ce faire, Camille MALE m’a proposé¢ d’apprendre des éléments de formalisme
propres & la théorie des trafics - théorie qu’il a lui-méme développée avec plusieurs collaborateurs
- dans le but d’énoncer et démontrer un théoréme dit de liberté asymptotique.

Ce rapport se décomposera en quatre temps. Tout d’abord, nous nous proposons de regrou-
per des notions de combinatoire dont nous nous servirons abondamment par la suite, et feront
office de préliminaires. Ensuite, nous aborderons la théorie des probabilités libres, en détaillerons
certains des concepts et outils clefs pour finir sur un analogue du théoréme central limite. La
troisiéme partie sera consacrée a une bréve familiarisation avec les matrices aléatoires, et plus
particuliérement avec 1’étude des «grandes matrices aléatoiresy, c’est-a-dire I'étude des com-
portements limites de matrices aléatoires lorsque la taille de celles-ci tend vers l'infini. A cette
occasion, nous évoquerons le théoréme de WIGNER, a la base de la théorie des grandes matrices
aléatoires. C’est dans cette partie également que nous introduirons le formalisme des trafics.
Enfin, la quatriéme et derniére partie utilisera tous les outils développés a ce stade pour énoncer
et démontrer le théoréme de liberté asymptotique, généralisant celui de WIGNER.

1 Préliminaires combinatoires

Une bonne partie des résultats que nous aborderons par la suite repose sur certaines notions
de combinatoire qu’il nous est nécessaire de développer en amont. Afin de ne pas hypertrophier
les différentes sections, et éviter de dévier de nos objectifs chaque fois qu'un tel résultat nous sera
nécessaire, nous avons jugé bon de tous les rassembler dans cette premiére section introductive.
Toutefois, nous nous évertuerons a placer des renvois dans le corps du texte, de sorte & aider le
lecteur a se référer aux résultats de cette section lorsque cela sera nécessaire.

1.1 Nombres de CATALAN

La théorie des probabilités libres, ainsi que celle des matrices aléatoires, font réguliérement
apparaitre une suite de nombres, appelés nombres de CATALAN, qui se trouve étre tout a fait
centrale dans nombre de résultats.



Définition 1 (Nombres de CATALAN). On appelle nombres de CATALAN les termes de
la suite (C,,) définie par la formule de récurrence :

Co=C1 =1

Vn e N*, Chyy = Z CrCri (5)
k=0

La définition des nombres de CATALAN ne fait pas consensus, car ces nombres dénombrent
plusieurs objets assez fréquents, tels que les arbres enracinés & n sommets ou encore les mots
de DYCK de taille 2n sur un alphabet & deux lettres. Alice GUIONNET étudie dans le premier
chapitre de [3] les différentes bijections entre ces ensembles d’objets. Une expression explicite des
nombres de CATALAN y est démontrée :

Proposition 1 (admise). On dispose d’une expression explicite des nombres de CATALAN :

1 2n
vn e N*, C, = .
n e N*, C, n+1<n> (6)

1.2 Partitions non croisées

On se propose maintenant d’étudier certains ensembles de partitions qui seront au coeur de
notre étude. Si X est un ensemble, on notera P(X) 'ensemble de ses partitions.
La notion de partition non-croisée se définit correctement dans le cadre des «posety :

Définition 2 (Poset). Un poset (de l’anglais «partially ordered sety) est un couple (X, <)
tel que X est un ensemble quelconque et < est une relation d’ordre partielle sur X, c’est-a-
dire une relation binaire réflexive, transitive et antisymétrique. Cette relation étant partielle,
il n’est pas toujours possible de comparer deux éléments distincts de X .

Définition 3 (Intervalle). Soit X un poset et soit (z,y) € X? tel que x < y. On pose
alors :

[z5 Yl ={reX[z<2<y} (7)

On peut faire la remarque suivante : étant donné un poset fini X, il est toujours possible de
donner une énumération de X sous la forme x4, ...z, de telle sorte que pour tout 1 <i < j<n
on ait z; < x; ou alors x; et x; sont incomparables. Ceci se prouve par récurrence sur le cardinal
de X en commengant par considérer un élément minimal de X puis en appliquant I’hypothése
de récurrence au poset obtenu en privant X de cet élément.



Définition 4 (Partition croisée). Soit X un poset. Soit 1 € P(X). On dit que w est
croisée si, et seulement si :

3(B1,Bs) €, Bi# By : 3(p1,qu) € BY, 3(p2,a2) €B3 : p1<p2<qi <ga. (8)

Une partition non-croisée est simplement une partition qui n’est pas croisée. Nous noterons
NC(X) Uensemble des partitions non-croisées de X. Dans le cas particulier X = [n], on
notera plus simplement NC(n).

On peut donner une vision trés graphique de cette propriété, qui sera beaucoup plus parlante.
Prenons pour poset [6] et représentons-en une partition en notant cotes a cotes les nombres de
1 & 6, puis en reliant d’un trait tous ceux qui appartiennent & la méme classe d’équivalence :

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

BULJU

A gauche, la partition {{1,4}, {2,3}, {5,6}} est non croisée. A droite, la partition {{1, 3}, {2,4},{5,6}}
est croisée. Aussi, il apparait que graphiquement, une partition croisée est littéralement «croisée».

Un soucis de cette définition de partition non-croisée est qu’elle s’obtient a partir d’une
négation, aussi est-elle souvent peu commode pour travailler autrement que par I’absurde. Il y a
une autre définition équivalente, trés pratique, que nous donnons ici et utiliserons plus bas, mais
sans démonstration :

Théoréme 1 (Admis). Soit m € P(n). Alors 7 est non croisée si, et seulement si, T admet
ce que nous appellerons un bloc segment , c’est-a-dire un bloc formant un segment d’entiers,
et que la partition obtenue en retirant ce bloc de w est toujours non-croisée.

Les partitions non-croisées sont premier exemple de cas oil les nombres de CATALAN appa-
raissent :

Proposition 2.
Vn € N*, |[NC(n)| = Cy 9)

Démonstration. Soit n € N*. Pour 1 < ¢ < n, notons NC’(i)(n) I’ensemble des partitions non
croisées tel que i est ’élément maximal du bloc contenant 1. Pour 7 € N cW (n), la propriété
«non-croisée» impose que 7 se décompose sous la forme 7 Ums, ot 7, € NC® (i) et mg € NC(n—
i + 1). Réciproquement, tout partition = admettant une telle décomposition est nécessairement



dans NC(n). Par ailleurs, il est clair que NC® (i) a le méme cardinal que NC(i — 1). D’ou :

INC(n)| = || ] NCO(n) (10)
i=1
= INCO(n) (11)
i=1
= INC(i — 1)||[NC(n —i + 1)|. (12)
i=1
C’est exactement la formule (5). O

Faisons quelques observations portant sur la structure de NC(n) :

Définition 5. On définit une relation d’ordre partielle sur P(n) par :
V(m,0) € P(n)?, r<o<+= (VBen, 3B'co : BCB). (13)
En d’autres termes, m < o si, et seulement si, tout bloc de w est contenu dans un bloc de o.

L’ordre < munit NC(n) d’une structure de poset.

On a méme une structure plus riche sur NC(n) qui nous servira par la suite :

Définition 6 (Treillis). On appelle treillis un poset (X, <) tel que pour tout (z,y) € X?,
les éléments suivants sont bien définis :

(i) xVy :=min{z € X | z >z, z >y} (jointure de x et y)

(ii) x ANy :=max{z € X | z < x, 2z <y} (rencontreVde x et y)

Exemple : Z muni de la relation de divisibilité est un treillis, en considérant le pged et le ppecm
de deux éléments.

Proposition 3. Soit (X, <) un poset fini admettant un élément mazimal 1x . Si tout couple
(z,y) € X? admet une rencontre, alors X est un treillis.

Démonstration. Soit (,y) € X?. on considére 'ensemble M := {z € X | z > z, z > y}. Cet

ensemble est non-vide, car il contient 1x. On pose alors zy = /\ z, qui existe par hypothése.
zeM
Or clairement, x < zg et y < zg9. Donc zp minore M : il s’agit de x V y. O

Proposition 4. NC(n) a une structure de treillis pour lordre de la définition 5.

(ii). La traduction des termes anglais «join» et «meet» est peut-étre un peu malheureuse.



Démonstration. NC(n) admet un élément maximal, que nous noterons 1,, correspondant a la
partition composée d’un seul bloc. Ainsi, il suffit d’utiliser la propriété précédante et de montrer
que tout couple de NC(n) admet une rencontre. Si 7 et o sont deux partitions de NC(n), il
est aisé de montrer que la partition dont les blocs sont exactement les éléments non-vides de
{B: N By,,B; € m,B, € 0} est la rencontre de 7 et o. O

L’expression explicite de la jointure de deux partitions non-croisées n’est pas évidente & écrire,
ni méme & visualiser hors de cas particuliers. Toutefois, on pourra trés souvent se contenter
d’utiliser le lemme suivant dans nos calculs :

Lemme 1. Soit (m,0) € NC(n)? tel que :
Vo =1y, (14)
ot 1, est la partition composée d’un unique bloc. Alors :

Vken—1], k~r k+1 ouk ~; k+1 (15)

Démonstration. Par Pabsurde, s’il existe k € [n] tel que k et k + 1 ne sont appariés ni par ¢ ni
par 7, alors clairement, la partition {{1,...%k},{k+1,...n}} majore w et 0. Donc 7 Vo # 1,,. O

La structure de treillis de NC(n) va nous permettre de définir une fonction pratique, dont nous
nous servirons pour la démonstration de notre résultat principal, appelé dual de KREWERAS :

Définition 7 (Dual de KREWERAS). Soit n € N*. On considére des éléments formels
1,...,7n pour lesquels on impose l’ordre :

1<1<2<---<n<n. (16)
Pour m € NC(n), on définit :
K(r) :=max{c € NC(n) |rUoc € NC{1,1...n,n})} (17)

Cette définition un peu indigeste se traduit pourtant fort bien graphiquement. Observons
plutot :

En noir, on a représenté la partition {{1, 3}, {2}, {4, 5}, {6}} et en rouge son dual de KREWERAS.
On donne une autre caractérisation équivalente du dual de KREWERAS :



Proposition 5. Soit n € N*. Soit 1 € NC(n). Alors K(m) est l'unique partition de
NC({1,...,n}) telle que :

(7T U IC(,’T)) \% {{17 I}v {27 i}a 000 {naﬁ}} - {17 Ia cee nvﬁ} (18)

1.3 Inversion de MOBIUS

Considérons X un poset fini. L’objectif de cette section est d’établir les outils d’inversion de
MOBIUS permettant, étant données deux fonctions f et g de X dans C liées par la relation :

vre X, fl@)=) 9 (19)

yeX
yszT

d’exprimer les valeurs de g a partir de celles de f.
On notera X® := {(z,y) € X* |z < y}.

Définition 8 (Convolution). Soient F : X® 5 Cetg: X — C. On appelle convolution
de F et de g l'unique fonction de X dans C définie par :

Vo € X, (g% F)(z) =Y g(y)F(y,z) (20)

yeX
y<zT

La convolution dans les posets finis admet une représentation matricielle avec laquelle il est
commode de travailler. Notons n le cardinal de X. Grace a la remarque faite sous la définition
2, on se donne une énumération X = {z1,...z2} de telle sorte que deux éléments x; et x; soient
tels que x; < x; ou bien incomparables lorsque 7 < j. Soit F': X® 5 Cet g: X — C. On pose
alors Mp = (mij)1§i7j§n S Mn((C) définie par :

- {F(ml,m]) si @y < @ (21)
0 sinon.
Pareillement, posons Vy := (g(x;))1<i<n € C". Alors :

Vyur = Mg, (22)

Lemme 2. Soit F : X®® — C. F admet un inverse au sens de la convolution si, et
seulement si, Mg est inversible. Dans ce cas, (Mp)™' = Mp-1.

Démonstration. Le sens direct ne pose pas de soucis : si I’ est inversible, alors :
Vg: X - C, Vze X, (g« F7 ')« F(z) = g(x) (23)

ie.
VoeC", Mp-1Mpv =" (24)



Dot Mp-—1 = (Mp)™ "

Pour le sens indirect, on peut remarquer que M := {M € M, (C) | 3G : X® 5cCc: M=
Mg} est un ensemble de matrices triangulaires stable par multiplication, addition et multipli-
cation par un scalaire, qui de plus contient toutes les matrices diagonales. Ainsi, si T' € M est
inversible, on note T'= D — N ou D est la diagonale extraite de T', nécessairement inversible. N
est nilpotente, en conséquence de quoi :

T-'=[D(I, — D7'N)|!
— (In _ D—lN)—lD—l

n—1
=D 'Y (DT'N)FeM
k=0

Ainsi, en supposant M inversible, on a ’existence de G : X(2)(X) — C telle que (Mp)™* = Mg.
Il est alors aisé de montrer que G = F~ L. O

Une conséquence immeédiate de ce résultat est I'existence de la fonction de MOBIUS dans
n’importe quel poset fini :

Théoréme 2 (Fonction de MOBIUS). Soit X un poset fini. On note ( : X® 5 Cl
fonction constante égale a 1. Alors,  est inversible et on appelle fonction de MOBIUS son
muverse, noté px.

Remarque : 11 est possible, dans le cas ot X = NC(n), de calculer explicitement les valeurs
de la fonction de MOBIUS & partir de la seule connaissance des quantités p,(0,,1,) pour tout
p € N*, o p, est la fonction de MOBIUS de NC(p). Encore une fois, les nombres de CATALAN
interviennent dans ces expressions : on peut montrer que j,(0,,1,) = (—1)?"*C,_1. Voir [7]
pour le détail de la preuve.

Corollaire 1 (Inversion de MOBIUS). Soit X un poset fini. Soient f et g deuzx fonctions
de X dans C. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1)
Vee X, f(zx)= Z g(z) (25)

yeX
ysT

(ii)
Vz € X, g(a:) = Z f(y),uX(y"r) (26)

yeX
y<zT

On dispose par ailleurs d’une généralisation de l'inversion de MOBIUS, reposant sur la struc-
ture de treillis, dont nous nous servirons quelques fois par la suite :
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Théoréme 3 (Inversion partielle de MOBIUS). Soit X un treillis fini. Soient f et g
deuz fonctions de X dans C liées par la relation (19). Soit (z,y) € X2 tel que x < y. Alors :

Y. f@ux(zy) = Y 9() (27)

zeX zeX
A AN} 2Vr=y

Démonstration (esquisse). En partant du terme de gauche et en exploitant la formule (19), on

obtient :
ST f@uzy) => Y pzy)g). (28)
zeX ZeX zeX
T2y Z'<y Z'va<z<y

Une discussion sur le calcul effectif de la fonction de MOBIUS permet ensuite de conclure. Voir
[7] pour une démonstration compléte. O

On peut remarquer que la fonction de MOBIUS ne dépend que du poset considéré. En consé-
quence de quoi, la proposition suivante semble tout a fait naturelle :

Proposition 6. Soient X et Y deuz posets finis, et soit ® : X < Y un isomorphisme de
poset (i.e. une bijection préservant l’ordre partiel). Alors :

V(z,y) € X?, px(z,y) = py (2(z), ®(y)) (29)

Démonstration. Cela se voit trés bien en considérant ’écriture matricielle de la convolution.
Si z1,...x, fournit une énumération de X telle que ¢ < j = z; < x; ou z; et x; sont

incomparables, alors ®(z1), ..., ®(x,) est une énumération de Y obéissant a la méme propriété.
11 suffit alors de remarquer que les matrices de ux et py sont identiques (et égales a I'inverse de
Me). O

2 Probabilités libres

Force est de constater que la théorie des probabilités repose fortement sur la notion d’espé-
rance et d’indépendance. Or, la manipulation des formules élémentaires relatives a I'indépendance
des variables aléatoires s’appuie fortement sur le caractére commutatif des algébres auxquelles
celles-ci appartiennent. FEn effet, imaginons disposer de deux variables aléatoires X et Y indépen-
dantes a valeurs dans une certaine algébre non-commutative, telles que XY # Y X (par exemple
X et Y pourraient étre des matrices aléatoires), et supposons qu’on désire calculer I'espérance
d’un produit XY’ X% (i,5,k) € N2. Pour retrouver le comportement agréable de I'indépendance
avec le calcul d’espérance, tout en s’adaptant au cadre non-commutatif, une idée immédiate serait
d’essayer d’obtenir :

E[XYI X" = E[X'|E[YI|E[XF]. (30)

Or une telle propriété ne pourrait pas toujours étre vraie, ce que I'on apergoit en prenant par

exemple j = 0. Pour cette raison, on va chercher a élaborer une autre théorie des probabilités,

appelée théorie des «probabilités libres», bien adaptée au cadre non-commutatif. Cette seconde

section vise & présenter les concepts et les résultats essentiels de la théorie des probabilités libres,
que 'on appliquera plus tard & des propriétés portant sur les matrices aléatoires.
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2.1 Espace de probabilité non-commutatif

Tout comme en probabilités classiques, il nous faut une structure de base, analogue aux es-
paces probabilisés, sur laquelle construire les probabilités libres. Notre «espace de probabilité
non-commutatify ne reposera pas sur les outils de la théorie de la mesure, mais sur des considé-
rations beaucoup plus algébriques, comme nous allons le voir dans cette section.

Définition 9 (Espace de probabilité non-commutatif). On appelle espace de proba-
bilité non commutatif un couple (A, ) telle que :
(i) A est une C-algebre .
(i) ¢ : A — C est une forme linéaire unitaire, c’est-a-dire que p(14) =1
La fonctionnelle ¢ est appelée espérance non-commutative et les éléments de A sont appelés
variables aléatoires non-commutatives.
Lorsque :

Y(a,b) € A%, ¢(ab) = ¢(ba), (31)

on dira que @ est une trace et que l’espace de probabilité est tracial.

Lorsque le contexte est clair, on évitera de préciser «non-commutatify pour qualifier nos
objets. On parlera alors simplement d’espace de probabilité, d’espérance et de variables aléatoires.

On utilisera souvent un vocabulaire analogue a celui employé en probabilités classiques, no-
tamment :

Définition 10 (Elément centré, variance). Soit a un élément d’un espace de probabilité
(A, ¢). On dit que a est centré si, et seulement si, p(a) = 0. Par ailleurs on notera souvent :

a®:=a—p(a)ly
l’opération qui consiste a centrer a.

On appelle variance de a la quantité o((a°)?).

Comme on travaille sur des C-algébres, il peut étre intéressant d’introduire une opération
interne qui étende la notion de conjugaison, et a I’égard de laquelle la fonctionnelle ¢ se comporte
bien. Pour nous qui travaillerons sur des matrices aléatoires, cette opération sera tout simplement
I’adjonction, mais nous allons étendre cette notion & un cadre plus général.

Définition 11 (x-algébre). On appelle x-algébre un couple (A, x) tel que :
(i) A est une C-algébre (unifére).
(i1) % : A — A est une involution antilinéaire telle que :

V(a,b) € A, (ab)* = b*a*. (32)

(Propriété que nous dirons de «contre-invariancey )

Comme escompté, M.,,(C) muni de ’adjonction est une x-algébre. On étendra naturellement
un certain nombre de notions propres aux matrices au cadre des x-algébres :

(iii). On rappelle que toutes les algébres sont considérées sur le corps C, et toutes seront supposées uniféres. Pour
A une algébre, on notera 14 son unité.

12



Soit (A, *) une *-algébre et soit a € A.

— On dit que a est normal si, et seulement si, aa® = a*a.
— On dit que a est auto-adjoint si, et seulement si, a = a*.

— On dit que a est unitaire si, et seulement si, a est inversible et = = a*.

Définition 12 (x-espace de probabilité). Un *-espace de probabilité est un espace de
probabilité non-commutatif (A, p) tel que :

(i) A est une x-algébre.

(i) @ est positive, c’est-a-dire :

Va € A, p(a*a) e Ry (33)

Exemples : Donnons ici quelques exemmples d’espaces de probabilités non-commutatifs :

— L™(Q,F,P) muni de 'espérance usuelle est un espace de probabilité non-commutatif tra-
cial (la multiplication d’algebre étant la multiplication ponctuelle). Muni de la conjugaison
complexe, c¢’est un x-espace de probabilité.

— L’exemple peut étre étendu aux variables aléatoires classiques admettant tous leurs mo-
ments, noté L= (Q,F,P) := U LP(Q,§5,P)

pEN*
— L’exemple qui nous intéressera pour notre étude des matrices aléatoires est le suivant :

(Ma(L¥ (0,5, B),0), 0 Ar> E[TH(A)], (34)

c’est-a-dire ’ensembles des matrices dont les coefficients sont des variables aléatoires clas-
siques admettant des moments & tout ordre. L’espérance non-commutative de cet espace
est 'espérance de la trace normalisée.

Définition 13 (Morphisme d’espaces de probabilité). Soient (A, @) et (B,) deux
espaces de probabilité non-commutatifs. Un morphisme d’espaces de probabilité est un mor-
phisme d’algébres ® : A — B tel que ¥ o ® = @ i.e. le diagramme suivant commute :

A—2 B

N A

Faisons dés a-présent une remarque essentielle : les probabilités libres ne sont pas une gé-
néralisation des probabilités classiques. En effet, nos ensembles de variables aléatoires non-
commutatives sont des algébres, ce qui implique en particulier qu’ils sont stables par évalua-
tion en des polynomes. Or, considérons (A, ¢) := (L' (2, §,P)\ L*(Q,F,P),E). Alors clairement,
cet ensemble n’est pas stable par passage au carré, et plus généralement par évaluation en des
polynoémes.

Ceci implique en particulier que les variables aléatoires non-commutatives sont toujours sup-
posées admettre tous leurs moments (notion qu’on introduira formellement plus tard). Encore
plus contraignant : on verra dans une section ultérieure que la loi d’une variable aléatoire non-
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commutative est touj_ours caractérisée par ses moments, ce qui n’est pas du tout le cas en pro-
babilités classiques! (V)
Voyons quelques propriétés élémentaires des espaces de probabilité non-commutatif :

Proposition 7. Soit (A, p) un *-espace de probabilité. Alors :

Va € A, p(a*) = Wa)

Démonstration. Montrons qu’il existe un unique couple (z,y) € A? d’éléments auto-adjoints tels
que a = x + iy. 1l suffit pour cela de poser :

1 1
zi=gla+a’), yi=g(a—a). (35)
Alors :
p(a”) = o((z +1iy)*) = p(z —iy) = p(z) —ip(y)-
Or, si z € A est auto-adjoint, on peut poser :

._Z—i—lA .
a=— , B:=

Z—l_A
2

et on obtiens z = a*a — B*B. Par positivité de ¢, ¢(z) € R et p(a*) = ¢(a). O

Proposition 8 (Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ). Soit (A, p) une x-algébre. Par po-
sitivité de ¢ :
V(a,b) € A?, |p(ad)| < Vp(a*a)p(b*b)

Démonstration. La démonstration est rigoureusement identique & celle faite pour les produits
hermitiens dans le cadre des espaces préhilbertiens. (Il

On s’intéressera assez souvent aux algeébres et #-algébres engendrées par des éléments. Nous
introduisons donc cette notion dés maintenant :

Définition 14 (Algébre engendrée par une partie). Soit A une algebre (resp. une
x-algebre). Soit S C A. On appelle algébre engendrée par S (resp. x-algébre) la plus petite
sous-algebre de A contenant S (resp. sous-x-algebre). On la notera Alg(S) (resp. Alg*(S)).

Il sera souvent utile dans nos démonstrations d’avoir une caractérisation en extension de ces
objets. Il se trouve justement qu’une caractérisation plutot simple existe, reposant sur la notion
de polyndmes non-commutatifs, que nous définissons ainsi :

(iv). Nous faisons en réalité plusieurs approximations commodes pour une approche plus facile de la théorie. Il
est possible de construire une théorie des probabilités libres parfaitement analogue a la théorie des probabilités
classiques, mais cela repose abondamment sur la notion d’algéebre de voN NEUMANN, que nous n’évoquerons pas
dans ce rapport.
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Définition 15 (Mondéme non-commutatif). Soit I un ensemble d’indices et (X;)ier
une famille d’indéterminées. On appelle mondéme non-commutatif en les variables (X;);er
un mot sur lalphabet (X;)icr, c’est-a-dire une séquence finie de longueur arbitraire
(Xiy,s .., Xi,) awvaleurs dans (X;)ier, qu’on notera de fagon plus compacte Xy ... Ximn)-
On y ajoute la régle de simplification suivante :

Vie I, V(k,1) € N2, XFXx! = x4t (37)

L’ensemble des monomes non-commutatifs en les (X;);c; muni de la concaténation, de la
régle de simplification (37), ainsi que d’un élément neutre formel noté 1 forme un monoide. Ce
monoide s’étend en une algébre de polyndémes dont les indéterminées sont les mondémes non-
commutatifs, et o le produit entre monémes s’effectue par concaténation et simplification. On
prend pour cela la convention naturelle :

VzeC, z-1=z. (38)

Définition 16 (Polynéme non-commutatif). On appelle polynéme non-commutatif en
les variables (X;);cr un élément de l’anneau de polynéme dont les indéterminées sont les
monodmes commutatifs en les (X;), c’est-a-dire une combinaison formelle :

n .
E O{iMZ, (39)
i=1

ot les M; sont des mondmes non-commutatifs.

On note C(X,; | i € I) l’ensemble des polynomes non-commutatifs en les indéterminées
(X)ier, a bien différencier de C[X; | i € I] qui est anneau des polynémes commutatifs en
les (Xi)ie].

Comme on se servira assez souvent de 'opération * des x-espaces de probabilité, on introduit
le concept de *-polynéme :

Définition 17 (x-polynoéme). Soit I un ensemble d’indices et soit (X;)icr une famille
d’indéterminées. On appelle x-polynome en les variables (X;);er les éléments de ’ensemble
C(X;, X! | I, oules (X[ );cr sont des indéterminées différentes des (X;)ier-

On définit sans difficulté une notion d’évaluation :
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Proposition 9. Soit I un ensemble d’indices. Soit (X;)ic; un ensemble d’indéterminées.
Soit A une C-algebre. Alors, pour toute famille a = (a;);cr € AL :
(i) il existe un unique morphisme d’algébres ev, : C(X; | i € I) — C tel que :

Vi eI, ev,(X;) = a;.

(ii) Si de plus A est une x-algébres, on dispose d’un unique morphisme d’algébre ev, :

C(X;, X! |ieI)— C tel que :
Viel, evg(X;) = a;, ev(X])) =al.

Ainsi, si P est un polyndme non-commutatif (ou un *x-polynéme) en les indéterminées
(X:), on notera plus simplement P(a) := ev,(P).

Ceci permet ’écriture en extension des sous-algébres engendrées par des éléments :

Proposition 10. Soit A une algébre. Soit S = (a;)icr C A. Alors :
Alg(S) ={P(S),P e C(X; |i e I)} = Vect{M(S), M un mondéme non-commutatif}

Si A est une x-algébre, il suffit de prendre les *-polynémes pour engendrer une Sous-*-
algebre.

Démonstration. Dans un premier temps, on ne considére pas I'opération *. En utilisant la carac-
térisation rapide des sous-algébres, on voit clairement que ’ensemble calculé est une sous-algébre
de A contenant S. Par ailleurs, si B C A est une sous-algébre de A contenant S, alors B est stable
par polynémes non-commutatifs. En particulier, B contient tous les polyndémes non-commutatifs
en des éléments de S. Donc {P(S),P € C(X; | i € I)} C B. Ceci est a dire qu’il s’agit bien de
Alg(S).

Si on se place maintenant dans le contexte d’une *-algébre, on munit ’ensemble des *-
polynémes d’une * en imposant que pour tout i € I, (z;)* = X, et en généralisant a tout
polynome par linéarité et contre-invariance. On peut alors remarquer que I’ensemble { P(S), P €
C(X;, X} | i € I} est une sous-algébre de A stable par * : c’est une sous-+-algébre. On montre

encore une fois que c’est la plus petite sous-x-algébre de A contenant S, ce qui conclut la preuve.
O

2.2 Lol et moments non-commutatifs

Tout comme en probabilités classiques, on souhaite définir une notion de loi pour les variables
aléatoires non-commutatives. Nous choisissons ici une approche par les moments : dans celle-ci,
la notion de loi repose beaucoup plus fortement sur la notion de moment que son homonyme
classique. Par ailleurs il existe deux notions distinctes de loi en probabilités libres.

On peut définir correctement la notion de moment au-travers du prisme des polynémes non-
commutatifs et des x-polynomes :
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Définition 18 (Moments, x-moments). Soit (A,¢) un espace de probabilité non-
commutatif et a € A. On appelle moments de a la famille (p(a™))nen. Si A est une *-
algebre, on appellera x-moments de a la famille p(M(a)), ot M parcours l’ensemble des
*-monomes.

Remarquons que si a n’est pas un élément normal, il est indispensable & ’étude des moments
d’utiliser des mondémes non-commutatif, méme dans le cas ot ¢ est une trace. En effet, en général,
p(aa*aa®) # p(a*(a).

On souhaite également faire remarquer qu’en probabilités classiques, les lois sont loin d’étre
toutes caractérisées par leurs moments, et qu'imposer une telle chose en probabilités libres peut
sembler extrémement contraignant. Toutefois, méme en ne s’intéressant qu’a de telles lois en
probabilités classiques, on conserve nombre des objets les plus intéressants, tels que la loi normale.

On a déja évoqué plus haut la place centrale des moments en probabilités non-commutatives.
On va voir désormais qu’ils définissent méme la notion de loi :

Définition 19 (x-distribution analytique). Soit (A, p) un *-espace de probabilité. Soit
a € A une variable aléatoire normale. On dit que a admet une *-distribution au sens
analytique s’il existe une mesure de probabilité u o support compact sur C telle que :

n,m 2 a*)"a") = | 2"Z"du(z
W(n,m) € N?, o((a*)™a") A du(z)

Proposition 11. Si a € A est une variable aléatoire normale admettant une distribution
analytique p, alors p est uniquement déterminée.

Démonstration. Supposons v et u deux distributions analytiques de a. Soit f € CP. Soit € > 0.
D’aprés le théoréme de STONE-WEIERSTRAR, il existe P € C[X] tel que ||f — Pl < ¢, ol la
norme infinie est prise sur 'union des supports (compacts réels) de p et v. Alors :

< +

/f@dW*W@
C

lLUfPX@Mu*w&)

<240,

[ P@dm-n()
C

car 4 et v étant deux distributions analytiques de a, les intégrales contre p et v coincident sur
les *-polynémes. D’ou p = v. (|

Cette définition, quoi que trés proche de la définition usuelle de loi de probabilité, n’est pas
trés satsfaisante, puisqu’on doit se limiter au cas précis des variables normales. Notre but étant
d’étudier des variables aléatoires non-commutatives, ajouter des hypothéses de commutativité
semble assez peu indiqué. De plus, 'existence d’'une telle loi n’est méme pas assurée pour des
éléments normaux quelconques! Il existe une autre définition de loi non-commutative, purement
algébrique, qui sera celle que nous étudierons en majorité :
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Définition 20 (x-distribution algébrique). Soit (A, p) un *-espace de probabilité. Soit
a € A. On appelle x-distribution algébrique de a ['unique application linéaire :

@ C(X;, X |iel) »C
P+ p(P(a))

Remarque : Cette définition algébrique peut sembler étonnante & premiére vu, mais elle est peut-
étre plus naturelle qu’elle n’y parait. En effet, considérons une variable aléatoire classique X
de loi de probabilité Px. On peut alors voir de fagon équivalente la mesure de probabilité Px
comme une application linéaire :

IP’X:CZ?—HC

e /@ £(2) dPx (2)

Cette formulation intégrale n’est rien d’autre que 'espérance de f(X). Or, si on impose que la
variable X admette tous ses moments, on peut également la considérer comme une variable aléa-
toire non commutative sur 'espace (L°°~, ) sur lequel 'espérance non-commutative ¢ coincide
avec l'espérance usuelle. Notre x-distribution algébrique est donc issu d’un procédé analogue,
pour lequel on a simplement changé la classe de fonctions tests lors du calcul d’espérance (on a
troqué Cp pour C(X;, X[ | i € I)).

Sauf mention contraire, on parlera de loi algébrique dés qu’on discutera de la loi de variables
aléatoires non-commutatives. Ceci fait sens puisque la loi analytique n’est pas toujours définie.

En probabilités classiques, la notion de loi jointe est importante pour étudier des familles de
variables aléatoires. On dispose d’une notion analogue en probabilités libres, pour laquelle on
retrouvera encore une fois I'idée centrale que nos *-polynémes nous servent de fonctions test.

Définition 21 (x-distribution jointe). Soit (A, ) un x-espace de probabilités. Soit a =
(ai)icr € Al une famille de variables aléatoires. On appelle *-distribution jointe des (a;)
Uapplication linéaire :

Mo : C(X;, X |iel) = C
P+~ P(a)

Remarque : On définit pareillement une notion de *-distribution analytique jointe.

Les #-distributions jointes sont impliquées dans un fort joli résultat d’isomorphisme que nous
présenterons pour clore cette section :
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Théoréme 4. Soient (A, @) et (B,1) deuz x-espaces de probabilités, et soient (a;)1<i<n €t
(bi)1<i<n deuz familles de variables aléatoires respectivement dans A et B, de x-distribution
(algébrique) jointe p et v. Supposons :

(i) A= Alg(a; | 1< i < n)

(it) B=Alg"(bi | 1< i <)

(i) p=v
Alors (A, ) = (B, ).

2.3 Libre indépendance

En probabilités classiques, la notion d’indépendance occupe une place centrale. Or celle-ci ne
se transporte pas correctement au cas non-commutatif, comme on I’a vu dans I’exemple intro-
ductif (30). C’est pourquoi les probabilités libres introduisent une notion de libre indépendance
que nous allons voir a-présent.

Définition 22 (Libre indépendance). Soit (A, @) un espace de probabilité, et soit (A;)icr
une famille des sous-algébres de A. On dit que les (A;) sont librement indépendantes (ou
simplement indépendantes lorsque le contexte est clair) si, et seulement si, pour tout famille
finie (az‘j?lgjgn respectant les conditions :

(i) Vj € [n], a;; € Ai,

(it) Vj € [n—1], ij # ij41 (le multi-indice (i1, ...i,) est alterné),

(iii) Vj € [n], ¢(as,;) =0,
on ait l’égalité :

LN
%) Haij =0.
j=1

Ces formules se résument élégamment par «un produit alterné d’éléments centrés est centré
».

Cette définition peut sembler beaucoup plus lourde que celle d’indépendance usuelle. Tou-
tefois, au cours de la Legon n°5, [7] montre que celle-ci est loin d’étre arbitraire . Nous verrons
quant & nous dans la sous-section suivante portant sur le produit libre d’espaces de probabilité
une décomposition canonique des espaces qui permettent de mieux cerner le fonctionnement des
calculs portant sur des éléments indépendants.

La notion d’algébre engendrée permet d’étendre la notion de libre indépendance au cas de
familles de variables aléatoires :

Définition 23 (Familles librement indépendantes). Soit (A, ¢) un espace de probabi-
lité. Soient Fy, ... F, des familles de variables aléatoires de A. On dit que ces familles sont
librement indépendantes si, et seulement si, les familles d’algebres Alg(Fy), ... Alg(F,) sont
librement indépendantes.

Remarques :

— On étend aisément toutes ces défintions au cas de #-espaces de probabilité en remplagant
tous les moments par des *-moments. On parle alors de *-liberté.
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— Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion avec la liberté au sens des familles de vecteurs,
on se permettra de dire simplement «libre» plutét que «librement indépendant ».

Cette définition d’indépendance libre fournit les résultats attendus d’une notion d’impédence.
En probabilités classiques, on sait que la loi jointe de variables indépendantes est donnée par la
loi produit. En particulier, la loi jointe est entiérement déterminée par les marginales. Ce résultat
reste vrai en probabilités libres :

Théoréme 5. Soit (A, ) un espace de probabilité non-commutatif. Soit (a;)1<i<n une fa-
mille libre de variables aléatoires de A. Alors la loi (algébrique) jointe de (a;) est entiérement
déterminée par la donnée des lois marginales.

De fagon équivalente, si (B;) est une famille libre de sous-algébres de A telle que A =
Alg(B;,i € [n]), alors la donnée de |, pour tout i détermine .

Démonstration. Soit (B;) une famille de sous-algébres libres telles que A = Alg(B;, i € I) On
raisonne par récurrence sur l’ordre des moments calculés. Notons, pour k& € N* la propriété :

k
_>

P(k): Vi=(i1,...i,) C [n] alterné, V(ay,...ax) C A tel que Vj € [k] a; € By, ¢ Haj
j=1

s’exprime comme une fonction explicite de k et des (¢|g,).

Pour k = 1, la propriété est tout a fait évidente. Supposons k € N* tel que Z(l) vraie pour
tout ! plus petit que k, et soit 4 un multi-indice alterné de longueur k+ 1. Soit (a,...ax41) C A
tel que a; € B;; pour tout j. Alors :

k+1 k+1
s s
o [Tai | = | [ (a5 +¢(a)) (40)
=1 j=1
k) N
=o [l ]+ . IT e@pe | IT o5 (41)
j=1 T Ume=[k+1] |jE™ JjET2
1 #£0
%
—o+ Y | ¢ls e | I « (42)
miUro=[k+1] |jE™L JET2
w1 #0

o la somme est prise sur un ensemble de parties de [k + 1]. Le passage de la ligne (41) a la
ligne (42) s’effectue en exploitant la libre indépendance et le fait que les (a;) se trouvent dans
les algebres (B;) de fagon alternée. Comme 7 est non vide, |m3| < k. On peut donc appliquer
(k) au produit indicé par 75 et on obtient exactement & (k + 1).

([l

On souhaite faire remarquer ceci : la libre indépendance est une notion trés mal adaptée a
I’étude de variables aléatoires commutatives, car elle impose des conditions trés fortes dés que
les variables commutent. En effet, si deux variables aléatoires a et b commutent et sont librement
indépendantes, I'une d’entre elles au moins est de variance nulle. Ainsi, si X et Y sont des
variables aléatoires classiques dans L, elles sont librement indépendantes seulement si I'une
d’entre elles est presque stirement constante...
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Nous donnons ici un petit lemme qui nous sera trés utile par la suite :

Lemme 3. Soit (A, p) un espace de probabilité non-commutatif et soit (A;)ier une famille
de sous-algébres de A. Soient i = (i1,...1%) et 3 = (j1,-.-,J1) deuxr multi-indices alternés.
Soient (a;, )1<r<k €t (bj,)1<s<i deux familles de variables aléatoires centrées telles que pour
tout r et pour tout s, a;, € A;,, bj, € Aj,. Alors :

k,
o(as, ... aibj, ...bj,) = rl;[l@(airbiT) sid=j (43)

0 stnon.

2.4 Produit libre et théorémes d’existence

En probabilités classiques, on dispose d’un théoréme fondamental qui assure, pour n’importe
quelle famille de lois de probabilités (u;);cr, 'existence d’un espace probabilisé (£2, §,P) et d’une
famille de variables aléatoires (X;);cr sur (Q,§,P) telles que les (X;) soient mutuellement indé-
pendantes et que, pour ¢ € I, X; < p;. Ce résultat repose entiérement sur le produit d’espaces
probabilisés et I'existence de la mesure produit. Or en probabilités libres la notion de distribu-
tion s’exprime hors du contexte de la théorie de la mesure, et 'indépendance ne s’exprime pas
en terme de mesures. Un théoréme analogue n’a donc rien d’évident.

Nous allons dans cette section établir une construction dite de «produit libre d’algebres»
et montrer le théoréme d’existence, de sorte qu’il nous sera toujours possible de prendre des
familles de variables libres suivant des distributions données, pour peu qu’on se place sur le bon
espace. Nous le verrons, ce formalisme nous permettra également de jeter un nouvel éclairage sur
la définition 22 de libre indépendance, et nous permettra de manipuler plus aisément certains
espaces de probabilité.

Toutefois, nous alertons le lecteur que les résultats de cette section ne nous serviront qu’une
unique fois par la suite, lors de la démonstration du théoréme 9. Nous pensons que son dévelop-
pement est intéressant pour la compréhension théorique des probabilités libres, mais le lecteur
pourra se contenter de sauter cette section et d’admettre le théoréme d’existence sans plus de
conséquences.

Dans cette section, on désignera par K un corps quelconque dans un soucis de généralité.
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Définition 24 (Produit libre d’algébres). Soient A1, Ay et A des algébres sur un corps
K. On dit que A est un produit libre des algébres A; et As si, et seulement si, il existe
Wi: A — AetWs: Ay — A des morphismes de K -algébres tels que, pour toute K -algébre
B et toute paire de morphismes (®1 : Ay — B, @y : Ay — B), il exite un unique morphisme
b : A — B tel que le diagramme suivant commute :

B
N
A171>A<W—2A2

c’est-a-dire &1 = ® o Wy, ®y = ® o Wy (propriété universelle du produit libre d’algebres).
On dit alors que ® est le produit libre de &1 et P5.

Remarque : Cette définition s’étend aisément au cas d’une famille quelconque d’algebres (A;)qier,
oul I’ensemble I est éventuellement infini et indénombrable.

Avant de prouver notre théoréme d’existence, étudions un peu le produit libre :

Lemme 4. Soit (A;);cs une famille de K -algébres et soit A un produit libre de (A;). Soient
(W3)ier les morphismes associés comme dans la définition 24. Alors les W; sont injectifs.

Démonstration. Soit ¢ € I. Soit C une K-algébre. On va raisonner uniquement sur la fleche W;
en montrant :
Vf.g:C— Ay, Wiof =Wiog = f=g.( (44)

Soient f et g deux telles fléeches. Donnons-nous une K-algébre B et uen famille de morphismes
W; + A; — B. Alors, par propriété universelle du produit libre, on dispose de ® : A — B telle
que ® o W; = &, pour tout j € I (représenté par le diagramme commutatif ci-dessous).

c=iz A Yoa g,

NP

Alors :
S,0of=DPoW,;of (45)
=do Wz ogqg (46)
=d,0g (47)
Comme c’est vrai pour tout morphisme ®;, on a bien f = g.
O

(v). Dans ce contexte, toutes les applications rencontrées sont des morphismes de K-algébres, ce qu’on se sera
permi de ne pas écrire & chaque fleche introduite.
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Remarque : Il peut paraitre étonnant de prouver linjectivité d’un morphisme d’algébres sans
s’intéresser a son noyau. L’intérét de cette démonstration, peut-étre un peu alambiquée, et qu’elle
n’utilise en fait & aucun moment la structure d’algébre : elle se généralise & n’importe quelle autre
structure dans laquelle on définirait un produit libre de fagon analogue.

Grace au lemme 4, on peut voir les (A;) comme des sous-algebres de A, et donc se passer
d’écrire les (W;). On obtient une écriture allégée qu’il est plus agréable de manipuler.

Lemme 5. Soit (A;)ier une famille de K-algébres et soit A un produit libre des (A;).
Alors les morphismes (W;) sont uniques et la propriété universelle du produit libre définit
A uniquement a isomorphisme pres.

Démonstration. Supposons qu’on dispose de deux produits libres A et A’, ainsi que des mor-
phismes (W;) et (W)) :

Ay Aa
| ] o
A A

On considére alors, par propriété universelle du produit libre, des morphismes W : A — A’ et
W' : A" — A obtenus resepectivement a partir des (W;) et des (W) :

Ar Az
AN v
Wll Wy WY lwzl
oo

A

A <w'—
—w -
Pour 7 € I, on remarque que :
Wo (W oW])y=W oW, (48)
=W (49)

Ainsi WoW' est I'unique morphisme de A’ dans A’ tel que WoW'oW,; = W; pour tout i. Comme
I'identité satisfait aussi cette relation, on a bien que W et W’ sont inverses I'un de l’autre. Donc
A et A’ sont isomorphes.

On déduit du méme coup 'unicité des (W;) en supposant donnée une autre famille satisfaisant
la propriété universelle, et en poursuivant le méme raisonnement. O

Ainsi, on dira désormais le produit libres de (A;) plutdt qu’un produit libre, et on utilisera
la notation :

A %k A

iel

On en arrive enfin au résultat qui nous intéresse :

Théoréme 6 (Existence du produit libre). Soit I un ensemble d’indices, et soit (A;)icr
une famille de K-algébres. Alors il existe une K-algébre A, unique a isomorphisme pres,
qui soit produit libre des (A;).

23



Démonstration. La démonstration de ce résultat consiste & construire explicitement une telle
algébre. C’est cette construction explicite qui, on le verra, nous permettra de jeter un regard
nouveau sur la libre indépendance, et de voir que les formules qui ’entourent, qui & premiére vue
peuvent sembler compliquées, sont extrémement liées a la structure du produit libre.

Quitte a prendre des copies disjointes des (\A4;), on considére que toutes les (A;) sont deux-a-
deux distinctes.

Commengons par considérer un élément €2 d’un certain ensemble, quel qu’il soit. Cet élément
), qu’on appellera «l’état du vide», nous servira d’unité. On définit 'ensemble K-Q := {\-Q,\ €
K} de maniére purement formelle.

Les éléments de 1’algébre libre peuvent étre décrits & la maniére de polynomes non-commutatifs
en les éléments des (A;), de telle sorte qu’il n’y ait pas de régles de simplification pour le produit
d’éléments d’algébres différentes. Ceci peut se formaliser de cette maniére :

pour tout ¢ € I, on note ¢; : A; — K une forme linéaire unitaire sur A;. Posons A; := ker(¢p;).

Soit n € N*, et soit ¢ = (i1, ...,4,) un multi-indice alterné de taille n. On pose alors :
n
Wi =) A, (50)
j=1

ol W; est ensemble des mots de taille n tel que la j-iéme lettre est prise dans alphabet A7 .
De tels ensembles suffisent entiérement & construire I’ensemble de tous les mots sur I’alphabet
|_| A;, puisqu’on peut utiliser les régles de calculs internes aux (A;) pour réduire tout tel mot a
iel
un élément d’un certain W;.

Un moyen d’obtenir 'ensemble de tous les mots alternés sur les (A4;) est d’utiliser des sommes

directes formelles : N
D P w 3

n=1 1% alterné
de taille n

Il reste a rajouter une unité a cette algebre, et la copie de K qui vient avec. C’est le role de
Pétat du vide : fournir une image unique de toutes les unités des (A4;). Finalement :

—+oo
A=K-QeP fH w (52)
n=1 1% alterné
de taille n

sera notre ensemble sous-jacent. Reste a équipper A des bonnes lois de composition.

L’addition se lit directement sur la structure de A : si deux mots w; et wy appartiennent a
deux ensembles élémentaires W; et Wj avec © # j, alors wy + wa est définit par somme formelle
comme élément de W; @ W;. Si par contre 2 = 7, la somme est donnée par les régles de calcul
dans le produit tensoriel.

La multiplication par un scalaire est claire par multilinéarité du produit tensoriel.

La multiplication quant & elle pose plus de probléme. Pour la construire, on se servira de
la formule donnée par le lemme 3. Soient ¢ = (i1,...4,) et 5 = (j1,-...Jm). On raisonne par
récurrence sur n + m. Notons Z(p) la propriété « la multiplication d’algébre est bien défini
pour tout éléments wy € W; et we € Wj avec n+ m = p. Pour p = 1, &(1) est claire avec la

convention :
RA=K-Q (53)
€0
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Donnons nous p tel que & (p) est vraie, et supposons n+m = p+ 1. Alors, si i, = ji, on pose :
(ai, @+ ®ag,) x (bj, @+ ®bj,) ==ai, ® - ®(a, bj,) @ ®bj, (54)

le produit entre a;, et bj, pouvant étre calculé a I'aide des régles de calcul de A;,. On applique
alors Z(p) au terme obtenu.
Si par contre i, # ji, on pose simplement :

(@i, @ ®@a;,) x (bjy @+ ®b;,) = a;, ©-- @a;, @bj, ®--- Dby, (55)

et on obtient un nouvel élément formel parfaitement défini.

Prouver que la multiplication ainsi définie est bien une multiplication d’algébre est laborieux,
mais facile. Nous nous en passerons ici.

On dispose clairement des injections W :

a; = pi(a;) - Q+ (a; — pi(a;) - Q) € K- QW)
Il faut encore prouver que nous venons bien de construire un produit libre. Soit B une K-algébre

unitaire, et soit une famille de morphismes d’algébres (f; : A; — B). La construction du produit
et la décomposition (52) montre qu’un morphisme f : A — B correspondant au produit libre

des (f;) est entiérement déterminé par la donnée de f(a) pour a € |_|Ai. Dans ce cas, si
iel
% = (i1,...,4p) est un multi-indice alterné, on a nécessairement :

LN
v(aia"'van)eAh X"'aXAina f(a1®®an):Hf(aj) (56)

.
I
—

et par linéarité, on détermine la valeur de f sur W; puis sur A tout entier. Or la propriété
souhaitée pour f est la suivante :

Viel, foW;=f;, (57)

ce qui impose :
Viel, Va; € A, flai) = fi(ai) (58)
Ainsi, il existe bien un unique morphisme d’algébre satisfaisant la propriété du produit libre.
Donc A est bien le produit libre des (A;) O

Remarque : En observant la décompositon (52), on voit que la fonction ¢ obtenue comme produit
libre des (p;) s’assimile & la projection sur I’état du vide.

Pour l'instant, nous n’avons de résultats que sur les algébres elles-mémes. Pourtant, on verra
trés simplement que la construction que nous venons de mener, qui repose sur des formes li-
néaires unitaires - des espérances non-commutatives en somme! - a un lien trés fort avec la libre
indépendance. Commencons par introduire la notation suivante :

Lemme 6. Soit (A;, ;) une famille d’espaces de probabilité non commutatifs. Il existe une
unique forme linéaire ¢ sur * A; telle que :
il

On note alors ¢ = * ;.
iel
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Démonstration. Il suffit d’appliquer la propriété universelle du produits libre aux (;), ou 'algébre
but B est simplement C. O

Théoréme 7. Soit (A;, p;)icr une famille d’espaces de probabilité non-commutatifs. Posons
(A, ) = (*I.Ai, >I<I ©i). Alors les (A;), vus comme sous-espaces de A, sont librement
i€ ic

indépendant par rapport a .

Démonstration. Ecrivont la décomposition de A comme dans (52) construite par rapport aux
;. La propriété de libre indépendance est directement obtenue par définition du produit, et en
remarquant que ’espérance ¢ s’annule sur tous les (W;) de par (56). (]

Ce résultat nous permet d’enfin obtenir le théoréme d’existence souhaité :

Corollaire 2. Soit I un ensemble d’indices, et soit (u; : C[X] — C);er une famille d’ap-
plications linéaires unitaires. Alors il existe un espace probabilisé (A, ) et une famille de
variables aléatoires (a;)icr € AL librement indépendantes telles que pour i € I, a; ait pour
distribution algébrique p;.

Démonstration. Considérons (A;);c; des copies disjointes de C[X]. On munit alors chaque A;

de l'espérance non-commutative p; pour laquelle la variable aléatoire X a pour distribution

algébrique p;. Enfin, on forme A := >|<I Ai, ¢ = *1 u; et, en notant W; := A; — A l'injection
ic ie

canonique dans le produit libre, les variables aléatoires (W;(X)) sont librement indépendantes
en vertu du théoréme 7, et ont pour distribution algébrique respective p,;. ([

Les auteurs de [7] montrent que cette construction s’adapte aux cas des *-espaces de pro-
babilités en utilisant la méme décomposition. Nous nous contenterons d’admettre le théoréme
d’existence pour des x-distributions. La preuve consiste essentiellement & montrer que si les
(A;, @;) sont des x-espaces de probabilité, alors la fonction ¢ := ‘>€I<I ; est positive, et donc que

(2

le produit libre des (A;) muni de ¢ est un x-espace de probabilité.

Le théoréme 4 justifie que dans le cas des x-espaces de probabilité, on a en fait équivalence
pour deux familles de variables aléatoires a et b entre étre libre et (Alg"(a,b), ¢|alg*(ab)) =
(Alg"(a) * Alg" (b), ¢|alg(a) * ©|Alg* (b)) Aussi propose-t-on un point de vue plus géométrique
sur la libre indépendance : on peut remarquer que la fonction (a,b) — (a,b) := p(a™d) est la
forme polaire d’une fonction quadratique sur A. Aussi la décomposition (52) permet d’exprimer
la libre indépendance de familles d’algébres comme ’orthogonalité des espaces W; !

2.5 Cumulants libres

On a pu constater que ’espérance non-commutative se comporte de maniére bien moins
agréable a 1’égard de variables aléatoires libres que ’espérance classique pour des variables aléa-
toires indépendantes. R. SPEICHER a introduit une fonctionnelle, appelée cumulant libre, dont
le comportement est bien meilleur & I’égard des variables aléatoires libres. Cette section vise &
introduire les propriétés des cumulants que nous utiliserons par la suite.

La construction et la manipulation des cumulants libres reposent en grande partie sur des
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résultats de combinatoire portant sur les partitions non-croisées et I'inversion de MOBIUS, intro-
duits dans la partie préliminaire 1.

L’objectif ici est, pour une famille de variables aléatoires (a;);cs sur un certain espace de pro-
babilité, de définir des fonctions k., dites «cumulants libres» liées aux moments par la formule :

n
© I_Ix27 = Z Krl@iyy ..., a;,) (60)
j=1

TeNC(n)

Les auteurs de [7] présentent une motivation & la recherche de telles fonctions en introduisant
le théoréme central limite libre, que nous verrons quant & nous plus loin. Pour nous, ces cumulants
pourront quelque peu paraitre posés ad hoc, mais nous verrons néanmoins qu’il s’agit d’un outil
fort commode a I’étude de la libre indépendance.

Les outils introduits en section 1.3 fournissent une facon de définir de telles fonctions a 1’aide
d’une inversion de MOBIUS de la fagon suivante : donnons-nous une famille de variables aléatoires
(ai)ier sur un certain espace de probabilité (A, ¢). Soit un multi-indice (i1, . ..,4,) C I et posons
alors :

H
Ve NC(n), orltiy,...,ai,] = H @ H ag;, (61)
Bern JjEB
Dans ce cas, I’équation (60) se réécrit :

o1, a1, a0 = Z Kxlal,...ap] (62)

TENC(n)
7<ly

avec 1,, la partition maximale de NC(n). Ainsi, il fait sens de poser :

Définition 25 (Cumulants libres). Soit (A, ¢) un espace de probabilité non-commutatif.
On appelle cumulants libres la famille de fonctions multilinéaires définie par :

Vn € N*, Vo € NC(n), fix: (a1,....an) = Y @olar,...anlun(o,m)  (63)
JEN<C(n)

avec py, la fonction de MOBIUS sur NC(n).

Donnons quelques propriétés élémentaires des cumulants au-travers du prisme des «fonction-
nelles multiplicatives».
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Définition 26 (Fonctionnelles multiplicatives). Soit A une algébre. Soit (f, : A" —
C)nen+ une suite de formes multilinéaires. Cette famille peut étre étendue en une famille

de fonctions multilinéaires de la fagon suivante : pour tout n € N* et pour tout m € NC(n),
on pose :

fr: A" = C
(a1y...,an) = frlar,...,an]
ot frlay,...a,] = H f(B)[a1,...,a,] et f(B)lai,...,a,] est la valeur de fip| évaluée en
Berm
les (a;)ien-

On dit alors qu’une fonctionnelle T — [ est multiplicative si elle découle d’une famille
fn de la fagon décrite ci-dessus.

Remarque : L’écriture (61) correspond a la famille multiplicative découlant des fonctionnelles
foilar,...an) = (ay ...ap).

On peut faire quelques observations sur les fonctionnelles multiplicatives :

— Si m — fr est multiplicative, alors il est clair qu’elle est entiérement déterminée par la
famille (f,,) dont elle découle.

— Par ailleurs, f, = f1, avec 1,, la partition de NC(n) composée d’un seul bloc.

Proposition 12 (admise). 7 — k. est une fonctionnelle multiplicative.

En particulier, les cumulants sont entiérement déterminés par la famille (k,,) = (k1,,).

Exemples : Donnons I'expression exacte des cumulants pour n petit :

— mafar] = plan)m (11, 1) = p(ar) Y
— p(a1az) = Kala1, az] + Ko, a1, as] d’aprés (63). Donc :

kola1,az] = (araz) — klai1]klaz] = p(araz) — w(a1)ep(az) par multiplicativité.  (64)

On se dote d’une formule commode pour calculer avec les cumulants :

(vi). La valeur de p1(11,11) s’obtient directement a partir de la matrice de la fonction (1, de taile 1 x 1...
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Proposition 13 (Cumulants de produits). Soit n € N*. Soit m < n. Soient 1 = ig <
1 < i < -+ < Uy = n Soit ay,...a, des variables aléatoires sur un certain espace de
probabilités non-commutatifs. Alors :

5 o5 EN
VT € NC(m), Kk, Haj, H Qj, ooy H a;| = Z Krlat, ..., an] (65)
g=1  j=irt+l J=imo141 TENC(n)
71'\/6;:?
ot NC(m) 3> o+ c € NC(n) est définie ainsi :
V(k,1) € [n]?k ~s 1 <= i (k) ~o i (1) (66)

ot i~ (k) ;= min{j € [m] | k <i;}.

Démonstration. L application o +— T est injective et préserve I'ordre partiel. De plus, V(o,7) €

NC(m)?, m = [5;7]. Donc par la proposition (6), (o, 7) = pn (o, 7).

i

H
Soit 7 € NC(m). Pour simplifier, notons Ay = H ay. Ainsi :
k:ij_l—‘rl
IQ.,-[Al,...,Am] = Z @ﬂ[A17-~'aAm]um(7T?T)
TeNC(m)
TT
= Z vzlar, ..., an)pn (T, 7)
TeNC(m)
TT
= Z Po [ah e ,an]un(a, 7/:)
oceNC(n)
Om<o<F
La formule d’inversion partielle de MOBIUS permet de conclure. O

Ci-dessus : représentation graphique de m+— T, avec m =4, n =8 et i = (3,4,6,8).

Cettte proposition nous sera principalement utile dans le cas ou 7 = 1,,, ou dans ce cas
1/,; =1,, et la condition 6;\,1 < 7w < 1, devient plus facile & manipuler.

Nous avons évoqué plus haut que les cumulants permettent un calcul efficace avec les va-
riables aléatoires libres. Nous allons donc développer quelques résultats qui nous permettront de
travailler avec la libre indépendance. Commencons par un petit lemme :
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Lemme 7. Soit (A, p) un espace de probabilité, et soient ay,. .., a, des variables aléatoires
avec n > 2. Alors, si l'une de ces variables est proportionnelle & 14, tnlay,...,a,] = 0.

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 2, le résultat est clair d’aprés (64). Soit n tel
que le résultat est vrai, et soient aq,...a,41 des variables aléatoires. Pour simplifier, on note
Gpn41 = A-14. Alors :

olar - anh-14) = Z Krlat, ... an, - 14] (67)
rENC(n+1)
:H7L+1[a17~";an;A’1A]+ Z Hﬂ[al""?a"’)\.lAL (68)
TeNC(n+1)\{1lnt+1}

d’ou, par I’hypothése de récurrence, les termes non-nuls dans la somme sont forcément tels que
{n+1} € w. Or, clairement :

{re NC(n+1)|{n+1}en}t={ru{{n+1}},m € NC(n)}. (69)
Donc :
olag - apA-14) = Kpy1ar, ... an, A - 1]+ A+ Z Krla1,...,an) (70)
TeNC(n)
:K/n-i-l[a/la--wa‘n7)\'1A]+A'§0(a/1"'an)a (71)
d’oit le résultat. (I
En particulier, on a que &plai,...a,] = kKpla,...,a;] par multilinéarité. La ou le calcul

pratique des moments de variables libres nécessite de centrer les variables, ce n’est plus le cas
pour le calcul des cumulants. On commence & percevoir pourquoi leur comportement sera meilleur
vis-a-vis des variables libres.

Théoréme 8 (Annulation des cumulants mélés). Soit (A, ¢) un espace de probabilité,
et soit (A;);cr une famille de sous-algebres de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Les (A;) sont libres.
(i) Pour tout n > 2 et pour tout ¢ = (i1,...1,) C I. tel que © contient au moins
deux indices différents, pour toute famille ay,...,a, de variables aléatoires telle que
a; € Ai;, ona:
Knlag,...a,] =0 (72)

Démonstration.
Supposons (i). Grace au lemme 7, on peut sans restriction rempalcer les (a;) par les a;.
On suppose donc les (a;) centrés. On raisonne par récurrence sur n.
Pour n = 2, kalay, as] = p(aras) — (a1 )e(ag) d’aprés (64). Dong, si i1 # is, ’hypothése
de liberté montre kglai, as] = 0.
Soit n > 2 tel que la propriété (ii) est vraie pour tout 2 < I < n. Alors, si le multi-indice
2 est alterné, on a :

’Qn+1[al7 S an+1] = Z P [ala e an+1]ﬂn+1 (m, 1n+1) =0, (73)
TENC(n+1)
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car

H
Orlar, ..., any1] = H @ H a; (74)

Bem jEB

et que les partitions m admettent un bloc segment, ou réduit & un élément, ou alors
contenant uniquement pris dans des algébres libres alternées.

Si par contre ¢ n’est pas alterné, on multiplie toutes les variables adjacentes appartenant
a une méme algébre ensemble. Notons (A;)1<;<m les éléments ainsi obtenus. Ainsi, 2 <
m < n. D’aprés la proposition 13, et par hypothése de récurrence :

0=+tml[A1,...An] = Ent1lar, ..., anp1] + Z Krl@1, ...y Q1] (75)

RENC(TD\{Lnt1}
T™VO0m=1p41

en réutilisant les notations de la proposition 13. D’aprés le lemme 1, une partition 7
satisfaisant la condition 7 V (i\n = 1,41 «couple» forcément les blocs adjacents de 6;1
Donc par multiplicativité des cumulants, et par hypothése de récurrence, chacun des
termes de la somme est nul, et on a :

0= '%m[Ala s A’m] = H’rb-{-l[ala cee a'n-i-l] (76)

Supposons maintenant (ii). Prenons les (a;) centrées et le multi-indice 7 alterné. Alors :

olay...ap) = Z Krla1, ... a,] =0 (77)
TeNC(n)
car les partitions 7 étant non-croisées, elles contiennent un bloc segment B, et k(B)[ay, ..., a,] =

0 par hypothése (ii) ou parce que les (a;) sont centrées.
U

Un corollaire immédiat de ce résultat est le suivant :

Corollaire 3 (Additivité des cumulants pour les variables libres). Soient a et b
deuzx variables aléatoires libres sur un certain espace de probabilité. Alors :

Yn € N*) kpla+b,a+b,...,a+0b =kyla,...al + kb, ..., 0] (78)

Enfin, observons une derniére formule qui nous sera trés utile pour la derniére partie de la
démosntration du théoréme qui nous intéressera pour la suite de notre étude :

Théoréme 9. Soient a = (a;);cr et b= (b;)icr deuz familles de variables aléatoires sur un
espace de probabilité (A, ). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) a et b sont libres.

(i) Yn € N*| Y(ay,...,a,) € a”, VY(by,...,b,) €b", on a :

BN
(%2 Hajbj = Z Hﬂ[al,...,an]g@;{(ﬂ) [bl,...,bn], (79)
Jj=1 TENC(n)

avec K le dual de KREWERAS.
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Démonstration.

Supposons (i).

plaby ...anby) = Z Krla1,b1,. .., an,by] (80)
TeNC(2n)
= Z Ky l01y .oy n)Ray D1, -+ bn]
mENC({1,3,..2n—1}),m e NC({2,4,...,2n})
TiUna € NC(2n)
(81)

S | Emlar,. . an) > Fomy 015 0a) | (82)

meNC(n) TI'QENC(’FL)
miUra e NC({b7,...,n,n}
= Z K a1, ... an]@xc (e 01, -+ -, bal. (83)
T ENC(n)

Le pasage a la ligne (81) utilise la multiplicativité des cumulants et Pannulation des cumu-
lants mélés. Le passage a la ligne (83) exploite quant a lui le fait que sime € NC({1,...,7})
satisfait la condition U my € NC({1,1,...,n,7}), alors my < K(m) et réciproquement.
11 suffit de conclure grace a la définition des cumulants par inversion de MOBIUS.

Supposons maintenant (ii). A I'aide du théoréme d’existence (corollaire 2), donnons a’ =
(a)ier et ' = (b});er dans un certain espace probabilisé (B,1) tels que a’ et b’ soient
égaux en loi jointe respectivement & a et b et soient libres 'une de 'autre. Comme la liberté
est une propriété de I’algébre engendrée, si z7 ...z, est un mondéme non-commutatif en les
éléments de a et b, on peut toujours se rammener & une expression de la forme a1b; . .. a,b,
ou les facteurs sont pris dans Alg(a) et Alg(b). Or :

P(aybl ... albl) = Z Krldl, . anUicm by, ..., b,)  car (i) = (2) (84)
TeNC(n)

= Z Krlat, ..., an]@ic(m b1, ..., bn]  par égalité en loi  (85)
TeNC(n)

= p(aiby ...anby,) d’apres (ii) (86)

Ainsi, les familles aUb et a’ Ub’ sont égales en loi jointe. En particulier, a et b sont libres.
O

2.6 Distribution semi-circulaire et théoréme central limite

En probabilités classiques, la loi normale occupe un roéle essentiel. Nous allons voir dans cette
section qu’en probabilités libres, une autre distribution est au coeur de nombreux phénoménes :
la distribution semi-circulaire.
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Définition 27 (Distribution semi-circulaire). Soit (A, ¢) un *-espace de probabilité.
Soit a € A une variable aléatoire auto-adjointe. On dit que a suit une distribution semi-
circulaire de parameétre r et on note a — SC(r) si, et seulement si, a admet une *-
distribution au sens analytique de densité contre la mesure de LEBESGUE :

fr R=>R

2
T +— W \/ 7'2 — t2]l‘x|<7-

Le paramétre r est appelé rayon de la semi-circulaire. Lorsque v = 2, on parle de semi-
circulaire standard.
Une famille de variables semi-circulaires est appelé systéme semi-circulaire.

Remarque : On préférera souvent utiliser comme paramétre pour la semi-circulaire sa variance
2

o2, Celle-ci est donnée par 'équation 0> = —. La semi-circulaire standard est donc centrée et

réduite, comme 1’est la normale standard.
En probabilités libres, les distributions sont caractérisées par leurs moments, aussi la connais-

sance des moments de la semi-circulaire se révéle importante.

Proposition 14. Soit a une variable aléatoire semi-circulaire de variance o® sur un espace

de probabilité (A, ¢). Alors :

o"Cxn sin est pair (87)

0 sinon

VneN, p(a") = {

ot les nombres C,, désignent les nombres de CATALAN.

Démonstration (esquisse). On se raméne au cas réduit et on calcule Uintégrale :

2 tn
— V4 —12dt (88)
_92 27T
par changement de variable ¢ <— 2 cos(6) et en utilisant des intégrales de WALLIS. ([l

De facon équivalente aux moments, on peut exprimer les cumulants d’une semi-circulaire :

Proposition 15. Soit a une variable aléatoire semi-circulaire de variance 2. Alors :

2 . :2
Vn € N*, kyla,...,a] = {0 f%n (89)
0 stnon

Par ailleurs, on a une caractérisation qui pourra peut-étre sembler anecdotique ici, mais qui
sera la clef de la démonstration de notre théoréme principal :
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Théoréme 10. Soit (A, @) un espace de probabilité. Soient a = (a;)icr et b= (b;)icr deux
familles de variables aléatoires sur A. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) a est un systéme semi-circulaire libre et a et b sont libres l'une de lautre.
(i) Pour tout n € N*, (a1,...a,) € a” et (by,...,b,) € " :

o(arby .. anbp) = > fxlar,... anlox(mlb, .. bl (90)
TENC2(2n)

ot NC5(2n) désigne l’ensemble des partitions non-croisées de [2n] dont tous les blocs
sont de taille exactement 2.

Démonstration (esquisse). Le sens direct utilise essentiellement le théoréme 9, la multiplicativité
des cumulants et la proposition 15. La preuve du sens réciproque est identique a celle faite pour
le théoréme 9. O

On se propose de conclure cette section sur la théorie des probabilités libres par ’analogue
libre du théoréme central limite. Celui-ci nous permettra d’utiliser les concepts développés jusqu’a
maintenant, et montrera le role particulier de la semi-circulaire en probabilités libres. Toutefois,
il ne nous servira pas pour la suite, mais nous pensons qu’il est important au développement
d’une théorie des probabiltiés, comme ’était le théoréme d’existence développé en section 2.4.

Il est difficile ici de parler convergence en loi, aussi parlerons-nous plutét de 'analogue le plus
immédiat : la convergence en moments.

Définition 28 (Convergence en moments). Soit I un ensemble d’indices. Soit

(aEN))NeN une suite de familles de wvariables aléatoires sur des espaces de probabilité

(AN, oN)Nen, et soit (b;)ier une famille de variables aléatoires sur un espace de proba-
bilité (B,1). On dit que (aEN)) converge en moments vers (b;) si, et seulement si :

VPeC(X;|i€l), lm on(P(a) = (P(b:) (91)

Remarque : La convergence en moments est équivalente & la convergence des cumulants.
On a bien sir une définition analogue de convergence en #-moments dans les x-espaces de

probabilité.

Théoréme 11 (central limite libre). Soit (A, ) un *-espace de probabilité. Soit (an)Nen
2

une suite de variables aléatoires libres, auto-adjointes, centrées, de variance o° et identi-
quement distribuées. Alors :
N
1
— > a, — SC(0) (92)
PP

ot la fleche — désigne la convergence en moments.
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N

1
Démonstration. Soit N € N*. Notons Sy := ﬁ Z an. On calcule les cumulants de S,,. Soit
n=0
k € N*. Alors :
N N
ki D[Sy, .. Sn] = N5k, lz n,oy Y an‘| par multilinéarité (93)
n=0 n=0
N
k
=N"2 Z Kklan, ..., an] d’aprés le corollaire 3 (94)
n=0
_ w car les (a,) sont identiquement distribués.
E

(95)

Ainsi, il est clair que pour k > 2, le k-éme cumulant tend vers 0. Pour k = 1, k1[a1] = ¢(a;) =0
par hypothése. Enfin, pour k = 2, ka[a;,a1] = ¢(a®) = 0. Donc on a bien la convergence des
cumulants vers ceux de la semi-circulaire de variance o*. (I

3 Matrices aléatoires et théorie des trafics

Dans ce second temps, nous allons nous intéresser a 1’étude des grandes matrices aléatoires.
Une matrice aléatoire est, comme chacun s’attend, une matrice dont les coefficients sont des
variables aléatoires au sens classique du terme. Nous ne nous intéresserons qu’au cas de variables
aléatoires complexes. Par «grandes» matrices aléatoires, on veut signifier que ’on va s’intéresser
a des comportements asymptotiques lorsque la taille des matrices tend vers l'infini.

Notre étude s’articulera autour de la démonstration d’une généralisation du célébre théoréme
de WIGNER, que nous présenterons dans une premiére sous-section. Pour cela, nous ferons appel
aux outils de probabilités libres développés dans la premiére section, ainsi qu’au formalisme de la
théorie des trafics dont nous introduirons les outils essentiels plus bas. On ne s’intéressera dans
notre étude qu’au cas de matrices carrées, aussi sous-entendrons-nous que toutes les matrices sont
carrées sans plus de précisions. Le symbole N désignera toujours un entier non-nul représentant
la dimension des matrices.

Pour alléger les notations qui, on le verra, deviendront vite extrémement lourdes, posons
d’ores et déja quelques notations.

— Lorsqu’on se donnera une matrice aléatoire Ay de taille N x N, on se donnera en fait
implicitement une suite (Ay)nen+ de matrices aléatoires telles que pour tout N, Ay est
de taille N x N. On confondra alors souvent la famille avec un élément de la famille.
Par exemple, en disant que Ay et By sont deux matrices aléatoires indépendantes, on
sous-entend que pour tout N, Ay est indépendante de By.

Toutes les variables aléatoires manipulées seront considérées sur le méme espace probabilisé

(©Q,3,P).

3.1 Théoréme de WIGNER

Outre I’énoncé du théoréme de WIGNER, cette premiére section va nous permettre d’introduire
des notations et des objets essentiels & notre étude. On s’intéressera en effet principalement a
certaines familles particuliéres de matrices aléatoires :

(vii). On note ki = K1,
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a(z, g

Définition 29 (Matrices de WIGNER). Une matrice aléatoires Ay = <(’j)>
VN Jigijsn
est dite de WIGNER si, et seulement st :

(i) Yw € Q, An(w) est hermitienne.

(ii) Les variables (a(i,j)) admettent des moments a tout ordre, sont centrées et ne dé-

pendent pas de N en loi Vi),
(iii) Les coefficients diagonauz sont identiquement distribués.
(iv) Les coefficients sur-diagonauz sont identiquement distribués.

(v) Les coefficients diagonauz et sur-diagonaux sont mutuellement indépendants.

Les valeurs propres étant des fonctions continues des entrées des matrices ™), on peut s’in-
téresser a la mesure (aléatoire) empirique des valeurs propres, définie comme suit : on note
A, ... AN les valeurs propres comptées avec multiplicité d’une matrice aléatoire Ay. On note
alors sa mesure empirique des valeurs propres :

1 N
LN = N;é)\n (96)

C’est cet objet qui sera au cceur de notre étude, et cela n’a rien d’étonnant! Dans le langage
des probabilités libres, une matrice aléatoire hermitienne dont tous les coefficients admettent
des moments a tous ordres est une variable aléatoire non commutative pour l’espérance non-

1
commutative oy : My — NIE[Tr(MN)] Ainsi, si P est un #-polynome :

1 1
en(PA) =B | 7 3P| = 7 32 PEA) = | AL (97)

Donc E[Ly] n’est rien d’autre que la *-distribution analytique de Ay !
On en arrive au théoréme de WIGNER, essentiel & la théorie des matrices aléatoires :

Théoréme 12 (WIGNER). Soit (Wy)nen+ une famille de matrices de WIGNER dont les
coefficients sont centrés. Pour N € N*, on note Ly la mesure empirique des valeurs propres

de Wy. Alors :
VfeC), lim /deN:/fda (98)

ot o est la mesure semi-circulaire.

On peut reformuler cet énoncé dans le langage des probabilités libres : si (W) est une suite de
matrices de WIGNER aux coefficients centrés, alors elle converge en moments, en tant que variable
aléatoire non-commutative de ( * My (L®7), * 1E[Tr(-)]> ) vers une semi-circulaire

NeN* NeN= N
standard. Le théoréme de STONE-WEIERSTRAS permet en effet de montrer que la convergence
en moments est ici équivalente & la convergence faible de la mesure.

(viii). On rappelle qu’on se donne implicitement une suite de matrices (An)nen+- La condition «la loi ne dépend
pas de N» n’a donc rien de triviale.

(ix). Ce résultat, loin d’étre trivial, a été présenté dans une section complémentaire du chapitre 3 du cours
d’Analyse numérique de Benjamin BouTin.

(x). L’utilisation du produit libre ici permet de se placer sur un espace unique contenant des matrices de toute
dimension. Cette notion est introduite dans la section 2.4.
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Faisons une remarque sur cet énoncé : la mesure empirique de valeurs propres mesure la
proportion de valeurs propres d’une matrice contenue dans un borélien donné. Dans le cas des
matrices aléatoires, il s’agit d’'une mesure elle-méme aléatoire. Pourtant, celle-ci tend vers une
mesure déterministe lorsque la dimension devient grande.

Le but de notre étude est de démontrer une généralisation de ce théoréme, aussi ne le
démontrerons-nous pas dans ces pages. Il existe essentiellement deux démonstrations usuelles de
ce théoréme, I'une combinatoire, ’autre analytique, reposant sur la transformée de STIELTJES.
Toutes deux sont présentées dans [4].

Nous nous reposerons quant a nous sur un formalisme plus puissant, issu de la théorie des
trafics. La prochaine section vise & en introduire les outils les plus élémentaires qui sont serviront
a la démonstration de notre énoncé. La théorie des trafics est introduite plus avant dans [5].

3.2 Distribution de trafics

La théorie des trafics propose de travailler dans une certaine structure, appelée « espace
de trafics », sur lequel il est possible d’opérer sur les éléments a l’aide de généralisations des
opérations algébriques en faisant agir des graphes sur des matrices. Ces opérations se formalisent
a ’aide de la notion d’opérade symétrique, que nous ne développerons pas ici, nous contentons
d’introduire directement les formules.

Pour simplifier, on notera dans toute la suite ¢ l'espérance non-commutative usuelle sur
I’ensemble des matrices aléatoires.

Une bonne partie des propositions que nous allons introduire seront laissées sans démonstra-
tion, lorsqu’elles reposent simplement sur le calcul, dans un objectif de concision.

Définition 30 (x-graphe test). Soit X = (X;);c1 un ensemble d’indéterminées. On appelle
x-graphe test en les indéterminées X un quadruplet (V, E,~,¢) tel que :
(i) (V,E) est un graphe fini, orienté, connexe, tel que V # 0. On autorise les arrétes a
étre multiples.
(i) v: E — X est une fonction d’étiquetage des arrétes.
(iti) € : E — {1,*} est une application.
On note T(X,X*) lensemble des x-graphes tests.

Remarque : F peut tout a fait étre vide dans un graphe test. Dans ce cas, par connexité, ce
graphe est nécessairement réduit & un sommet unique.

Définition 31 (x-graphe-polyndéme). On appelle x-graphe monoéme en les indéterminées
X une triplet (T,in,out) tel que T est un x-graphe test et in et out sont deuxr sommets,
éventuellement confondus, de V.

On appelle x-graphe polynome en les indéterminées X un élément de C(T (X, X)), c’est-a-
dire une combinaison formelle formant un polyndéme non commutatif en les indéterminées
T (X, X*).

Remarque : Dans la suite, on supposera toujours les espaces munis d’une involution *, sans plus
de précision dans la terminologie, afin d’alléger les notations.
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Ainsi qu’on I'a dit, le but de ce formalisme et de transformer ces graphes on opérateurs sur
les matrices. On définit donc :

Définition 32 (Graphe opérateur). Soit N € N*. Soi Ay = (A;)ier une famille de
matrices complexes carrées de taille N. Soit g un graphe mondéme en les indéterminées
X = (X;)ier- On pose alors g(An) € Mn(C) définit par :

(i, 5) € INI?, g(AN)G5) = Y [I Ad@w,ow) (99
P:V—[N] e=(v,w)EE
P(in)=7,P(out)=i

On étend naturellement ces opérations & des graphes polyndomes.

Donnons quelques exemples pour se fixer les idées :

OUleq—— o iN OlUlog— oq— o 1IN
X, Xy Xo
X1
o
oul‘O in
in = out
Xo

— Le graphe en haut a gauche est l'opération identité : g (A4) = A.

— Celui en haut a droite est le produit matriciel et go(A1, A3) = A1 As (attention a lordre
des termes).

— Celui en bas a gauche est le produit entrée par entrée, ou produit de SHUR, des matrices
Al et A2.

— Le dernier renvoie la matrice diagonale extraite de A;.

Un des intéréts des trafics est qu’ils donnent une généralisation des distributions au sens des

probabilités libres. En effet :

Définition 33 (Distribution de trafic). Si Ay est une famille de matrices aléatoires de
taille N, on appelle distribution de trafic jointe l’application :

pay  CTX,X*)) = C

g L EITH(g(AN))]

Comme on s’intéresse a des asymptotiques lorsque [N — +o0], on se donne une notion de
convergence au sens des trafics :
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Définition 34 (Convergence en distribution de trafic). On dit qu’une famille Ay
de matrices aléatoires de taille N converge en distribution de trafic si, et seulement si, la
distribution de trafic jointe de Ay converge simplement lorsque [N — +0o0].

On peut remarquer que tout polynéme non commutatif évalué en une famille de matrices
peut s’écrire comme un certain graphe-polyndéme évalué en cette famille. Donc la distribution
de trafic généralise bien la x-distribution algébrique, et la convergence en distribution de trafic
généralise celle en moments.

On peut remarquer en utilisant la formule (99) que, pour un graphe monome g, le calcul de
©(g(Ap)) fournirait le méme résultat en identifiant les sommets in et out de g. De plus, en cas
d’une telle identification, la position choisie pour le sommet in n’a aucune importance. On note
A(g) le graphe test obtenu par ce procédé. On a représenté en-dessous un graphe mondme g, a
gauche, et son graphe A(g), a droite.

in

in = out

out

Ceci nous motive a introduire les quantités suivantes :

Définition 35 (Trace combinatoire et trace injective (normalisées)). Soit Ay une
famille de matrices aléatoires de taille N. On pose alors la trace combinatoire de Ay :

Tay @ T{X,X*) —» C
T E 3 [T A9 @w),ow)
&:V—[N] e=(w,v)EE
On pose également la trace injective de Ay :
Tay - TX,X*) = C
1 e
T SE > [T A @w),ow)
®:V—[N] e=(v,w)EE

ot la somme est prise sur l'ensemble des applications injectives de V' dans [N].
On définit également des version non-normalisée, notées Tr et Tr°, dans [’expression des-
quelles on ne divise par N et on ne prend pas [’espérance.

On peut relier la trace combinatoire & la trace injective & l’aide de la notion de graphe
quotient :
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Définition 36 (Graphe quotient). Soit T € T(X,X*). Soit m € P(V). On appelle graphe
quotient de T par « le graphe T™ obtenu en assimilant tous les sommets de T appartenant
a un méme bloc de w, et en conservant toutes les arrétes de T'. Le graphe obtenu peut donc
étre un multi-graphe, c’est-a-dire avoir des arrétes multiples.

Tﬂ'
7 ={{1}.{2,3.5}, {4,6}}

{1}

On a alors :

Proposition 16. Soit AN une famille de matrices aléatoires. Alors :

VT € T(X,X"), man[T]= > 72, [T7] (100)
TeP(V)

On peut faire une remarque qui nous sera fort utile : 'expression de la trace combinatoire se
passe des sommets in et out qu’on voit apparaitre dans les graphes polynémes. Aussi, on peut
choisir de définir la trace combinatoire non-normalisée de fagon purement formelle :

* 1 ele
VI € T(X,X"), Tray[T):= SE| ) [T A9 @w),ow)|. (101)
®:V—[N] e=(v,w)EE

Or cette expression formelle ne nécessite en rien que le graphe T soit connexe. Aussi, un
calcul immédiat permet d’obtenir I’expression suivante :

Proposition 17. Soit Ay une famille de matrices aléatoires. Soient Ty, ..., T, des graphes
c

tests. On note T := |_| T; le graphe dont les composantes connexes sont exactement les
i=1

(T;). On suppose que l’ensemble des entrées des matrices forme une famille de variables
aléatoires mutuellement indépendantes. Alors :

Tray [T] = [ Tray T3] (102)

Remarques :
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— On voit alors que lorsqu’on a la convergence en distribution de trafic, les termes 74, [T;] :=

1
i Tra, [Ti] convergent. Ainsi, le terme Ne Tra , [T] converge, avec ¢ le nombre de compo-

santes connexes de T. On notera ce dernier terme 74, [T'] la trace combinatoire normalisée.
— On utilisera cette propriété dans le cas particulier ou les matrices sont déterministes,
rendant I’hypothése de mutuelle indépendance triviale.

On aimerait avoir une factorisation simillaire pour la trace injective. Malheureusement, ceci
est faux en général. Toutefois, ce résultat est asymptotiquement vrai :

(6]

Théoréme 13. Soit Ay une famille de matrices aléatoires, et soit T = |_| T un graphe

dont les composantes connezxes sont des graphes tests. On fait les hypothésles1 sutvantes :
(i) L’ensembles des entrées des matrices forme une famille de variables aléatoires mu-
tuellement indépendantes.
(ii) An converge en distribution de trafic.
Alors on a l’asymptotique suivante :

27 = T] 72,11+ 0 (&) (103)

Démonstration (esquisse). Une inversion de MOBIUS dans le poset P(V) permet d’exprimer la
trace injective en fonction de la trace et de la fonction de MOBIUS. On peut alors utiliser la
proposition précédante grace & I'hypothése (i). Enfin, une discussion sur la fonction de Mo-
BIUS permet de factoriser les termes correspondant aux partitions m conservant les composantes
connexes, faisant de faire apparaitre la trace injective, et d’isoler les autres termes, correspondant
aux partitions rassemblant des composantes connexes disjointes. On montre alors que ces termes

1
ont un ordre inférieur au produit des traces injectives et tendent vers 0 en O N).

Une démonstration compléte, dans un cadre un peu plus général, est fournie dans [5]. O

4 Théoréme de liberté asymptotique

Dans cette derniére partie, nous allons introduire I’énoncé du théoréme généralisant le théo-
réme de WIGNER, et le démontrer. Celui-ci nous permettra de mettre en relation la théorie des
matrices aléatoires et celle des probabilités libres, qui historiquement se sont développées sans
lien apparent.

Théoréme 14. Soit Wy une famille de matrices de WIGNER de taille N, et soit Yy
une famille de matrices déterministes de taille N &) 0Op suppose que Y converge en
distribution de trafic et que les entrées des matrices de Wy forment une famille de variables
aléatoires mutuellement indépendantes. Alors la famille Wy U Yy converge en moments.
De plus Wy converge en moments vers un systéme semi-circulaire libre, et cette famille
limite est libre de la famille limite des Yy .
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Ce théoréeme a d’abord été démontré par Eugene WIGNER dans les années 50, dans le cas
particulier de matrices de BERNOULLI symétriques, dans [9]. Dans [8], Dan VOICULESCU a ensuite
utilisé le Théoréme central limite libre pour en produire une preuve dans le cas des matrices
gaussiennes, de HAAR et déterministes. Ken DYKEMA a quant & lui démontré ce théoréme pour
les matrices de WIGNER, sans y inclure les matrices déterministes, dans [2]. Le cas le plus général
a finalement été démontré par Greg W. ANDERSON, Alice GUIONNET et Ofer ZEITOUNI dans [1].
Une autre preuve est présentée par James A. MINGO et Roland SPEICHER dans [6].

Commengons par remarquer que le théoréme de WIGNER se déduit bien de celui-ci : il suffit
pour cela de prendre Wy réduite & une unique matrice, et Y réduite a 'identité.

Il est temps de démontrer le théoréme.

4.1 Reformulation du probléme

On va chercher dans un premier temps a montrer l'existence d’une distribution limite, qu’on
caractérisera ensuite. Comme on souhaite montrer une convergence en moments : il suffit de
montrer que pour tout mot Ai(l)Az(z) . ..A'z(L) en les matrices Wy U Yy, @(Ai(l) . ..AaL(L))
admet une limite quand [N — 4o00] ®%. Or, comme on le sait, la convergence en moments des
variables aléatoires non-commutatives est une propriété des algébres qu’elles engendrent. Aussi
peut-on sans restriction supposer que Yy contient I'identité. En séparant les matrices de Wy
consécutives par 'identité dans un tel mot, on peut toujours se ramener & un mot de la forme
Wi .Y, Wo. . WY, 141...Yk, (i) - Un tel mot s’exprime dans le langage des trafics.
Posons T' = (V, E, v, ¢) le graphe test suivant :

Wy

YkL Yl
Yi, —1 Ya
;
A

Ykl,,] + 2 Yk’,,q -1

Y, . +1 w, Yy

Alors :

(p(lel...WLZL) :T[T], (104)

ot pour plus de simplicité, on a rassemblé les éléments de Yy en des produits notés (Z;), et
ou 7[T] est la trace combinatoire de T' en les matrice Wy U Y. Ainsi donc, pour montrer la
convergence en moments, il suffit de s’intéresser aux traces injectives. On fixe donc 7 une partition
de V et on s’intéresse au terme 7°[T7].

(xi). On rappelle qu’on se donne implicitement des suites de familles pour tout N € N*.

(xii). Pour une raison de simplicité, on omettra par la suite la possibilité pour £ de prendre la valeur *. La
démonstration du théoréme en incluant I'x est rigoureusement la méme, mais simplement plus lourde.
(xiii). On peut supposer que le premier terme est une matrice de WIGNER car ’espérance non-commutative ¢ est
une trace : on peut donc sans perte de généralité appliquer une permutation circulaire a ’ordre des facteurs.
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4.2 Expression de la trace injective

W’y(e) (iv .]) )

VN 1<i,5<N
ailleurs, on note V™ et E™ les ensembles de sommets et d’arrétes de T™. On note également par
la lettre A les matrices de la famille Wy U Yy lorsqu’on ne souhaite pas préciser s’il s’agit de
matrices de WIGNER ou déterministes. On a :

Pour W) € Wy, on note W, () = ( comme dans la définition 29. Par

cr=sk Y I A, ew)|. (105)

&:V™—[N] e=(v,w)EE™

Clairement, on peut écrire E™ = Ew LI Ey ou Eyw contient toutes les arrétes étiquetées par
des matrices de WIGNER, et Ey celles étiquetées par des matrices déterministes. Alors :

1 W ey (P(w), P(v
TO[TT(‘} — N Z E H ( )( \/(N) ( )) H Y»\/(e) (‘I’(UJ), (I)(U))
P:V7—[N] e=(v,w)EEw e=(v,w)€Ey
(106)
On désignera désormais par 1y}, et Ty les sous-graphe obtenus en ne conservant dans 7™ que les
arrétes de Ey et Ey respectivement, et en supprimant les sommets isolés. Pour @ : V™ — [N],

on note :

6% [T\;Ir/] =E H W'y(e)((b<w)’ CI)(U)) (107)

e=(v,w)EEw

Lemme 8. §3[T™] ne dépend pas du choixz de ®. On note alors §°[Ty},] sa valeur unique.

Démonstration (esquisse). Comme les matrices de Wy sont de WIGNER et indépendantes, deux
entrées sont égales, conjuguées, ou bien indépendantes I’'une de 'autre 'autre. Or étant données
deux arrétes e = (v,w) et ¢’ = (v',w’) dans Ey :

AW 0 (B(w), B(v)) LL W o) (B(w'), 8(0)))] = y(e) = ¥(e') et [(e = ¢') ou (e = —¢')
(108)
avec —e’ = (w',v'), par injectivité de ®. On voit donc que cette condition ne dépend que de
T7. En séparant les cas o les deux entrées considérées sont égales ou conjuguées, on montre
l'indépendance en ® de dg [Ty ]. O

Reprenons notre calcul :

- Bl
[ = NI Y [ Ye@w),ew) (109)
®:V7™—[N] e=(v,w)EEy

| Ew |

= NI = S (T )T (1] (110)

Dans ce contexte, cy désigne le nombre de composantes connexes du graphe 77 . On fait appraitre
la trace combinatoire grace & la proposition 17 et la remarque qui a été faite en-dessous.
On peut désormais faire plusieures remarques sur cette formule :
— 7[T¥] converge quand [N — +o0o] d’aprés hypothése que Yy admet une distribution de
trafic limite.
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— 0°[Tyy] est, par indépendance, un produit des moments des variables aléatoires (W) (4, 7)),

E|

dont la somme de tous les ordres est égale a |Eyw| < T Comme la loi de ces variables

est supposées ne pas dépendre de NV, on a donc que ce terme est borné.

On pose alors 7(7) := ¢y — 1 — ——. La discussion portant sur la convergence de 7°[T™] va

désormais s’articuler autour de la valeur de n(7), au vu des remarques que ’on vient de faire.

4.3 Majoration de 7(7) par introduction du «graphe maitre»

Notre objectif dans cette partie est d’établir le résultat suivant :

Lemme 9. Soit m € P(V). Alors 6°[Tyy;] = 0 ou n(w) < 0.

Pour ce faire, nous allons utiliser un raisonnement combinatoire en introduisant un graphe
auxilliaire :

Définition 37 (Graphe maitre). Dans cette situation, on appelle graphe maitre le graphe
non-orienté 7 (w) = (¥",E™), avec ¥™ composé des sommets de V™ ainsi que des com-
posantes connexes de Ty-. Deux sommets de V™ sont reliés par une arréte de &™ si, et
seulement si, ces deux sommets appartiennent a V™ et sont reliés par une arréte de Ew

dans T™, ou bien l'un est une composante connexe et l'autre est un sommet appartenant a
cette composante connexe.

Ci-dessous, un exemple d’un graphe et de son graphe maitre. On a représenté en rouge les
arrétes étiquetées par des matrices de WIGNER. Les sommets correspondant & des composantes
connexes sont symbolisés par des carrés, les autres par des cercles.

v

Faisons un peu de dénombrement sur .7 () :

— = V| ey

— |&™| = |[V™| + |Ew| avec Ew l'ensemble des arrétes du squelette de 15, c’est-a-dire le
graphe obtenu en oubliant l'orientation et la multiplicité des arrétes. En effet, chaque
sommet appartient a4 une unique composante connexe de 7y, donc on a une arréte pour
chacun d’entre eux, plus toutes les arrétes du squelette de 7.
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Ainsi :

nm) = - v - B2y (1)
= (7711671 - 0 + (18wl - B1) (12

Pour analyser ce terme, nous allons utiliser le petit lemme suivant :

Lemme 10 (Inégalité de connexité). Soit G = (V, E) un graphe conneze. Alors :
[V|—|E|—1<0 (113)

avec égalité si, et seulement si, G est un arbre.

Démonstration. On montre pour ce faire la propiété suivante par récurrence sur |V| : si G est un
arbre, alors |[V|—|E|—1 = 0. Pour |V| = 1, l'égalité est claire. Si maintenant on suppose que pour
un certain n € N*| I’égalité est vraie pour tout arbre ayant au plus n sommets, on considére G
un arbre ayant n+ 1 sommets. Comme tout arbre peut étre construit par récurrence , par 'ajout
d’un sommet & un arbre plus petit qu'on connecte & un unique sommet déja existant, on peut
retirer exactement un sommet et une arréte & G et obtenir un arbre de n sommets. L’hyothése
de récurrence s’applique et on obtient le résultat souhaité.

Si maintenant GG est seulement supposé connexe, on peut lui retirer des arrétes sans le décon-
necter jusqu’a obtenir un arbre. Donc G a au moins autant d’arrétes qu'un arbre ayant le méme
nombre de sommets, d’ou 'inégalité. Finalement, si G satisfait 1’égalité, il est par contraposé
impossible de lui retirer des arrétes sans le déconnecter. Donc c’est un arbre. O

Ainsi, le premier terme mis entre parenthése dans (112) est négatif ou nul, car le graphe
maitre est évidemment connexe. On contrdle le second terme de cette fagon :

Lemme 11. Pour 7 € P(V), on a §°[I,] =0, ou alors les arrétes de Ty, ont multiplicité
au moins 2 (en ne tenant pas compte de ’orientation,).

Démonstration. 6°[Ty;,] est un produit de moments des entrées des matrices de WIGNER. Comme
toutes ces entrées sont centrées et indépendantes, §°[T7},] = 0 dés lors qu’une variable aléatoire
apparait une seule fois dans Uexpression de §°[Ty;,]. Or linjectivité de ® et le caractére hermi-
tien des matrices de WIGNER montrent que ce cas ne se produit que s’il existe une arréte de
multiplicité 1 dans 77, sans prendre en compte I'orientation. (I

Bien entendu, seuls les termes pour lesquels 6°[Ty;] # 0 nous intéressent. On suppose donc

désormais que 7 satisfait cette condition. Dans ce cas, comme toutes les arrétes de 17, sont au

. = E .
moins doubles, on a |Ey | < % Ceci achéve la preuve du lemme 9. On a méme un résultat un

peu plus fort que cela, grace a la caractérisation des arbres donnée par I'inégalité de connexité, en
tenant compte du fait qu’asymptotiquement, seuls les termes pour lesquels n(7) = 0 contribuent
au premier ordre :
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Lemme 12. Soit m € P(V). Alors le terme 7°[T™] contribue & la trace combinatoire (i.e.
0°[Tyy] # 0 et n(w) = 0) seulement si toutes les arrétes de Ty, sont exactement doubles et
le graphe maitre est un arbre.

4.4 FEtude d’une partition des arrétes

Supposons que m € P(V) contribue i.e. n(m) = 0 et 6°[Ty;] # 0. Le lemme 12 permet de poser
o(m) € P(Ew) une partition paire des arrétes étiquetées par des matrices de WIGNER définie de
la fagon suivante : deux arrétes sont identifiées par o(m) si, et seulement si, leurs images dans
T™ ont méme source et méme but, ou leur source et but sont intervertis.

L’objectif de cette partie est de donner une caractérisation des partitions 7 telles que o(7) =
0¢ pour une certaine oy donnée. En effet, la partition oy suffit & déterminer entiérement le terme
d°[Tvy], aussi la connaissance de ces partitions nous permettra d’avancer sur la compréhension
du terme 7[T7.

Lemme 13. Pour tout m € P(V) telle que w contribue, o(m) est non-croisée.

Démonstration. Pour la démonstration de cet énoncé, on considérera une forme réduite de T dans
laquelle on assimilera les arrétes de T' consécutives étiquetées par des matrices déterministes a
des arrétes étiquetées par des produits, de sorte a avoir une alternance de matrices de WIGNER
et déterministes (voir figure ci-dessous).

Wyt Wi

Commengons par remarquer que cet énoncé a bien un sens en donnant une structure de poset
a FEw. T, sous sa forme réduite, contenant 2L sommets, on peut toujours étiqueter ceux-ci par
1,...,2L, ou 1 est choisi arbitraire. On notera alors k I'arréte (k,k+1) si k < 2L — 1, ou larréte
(2L,1) si k = 2L. On décide que les arrétes de Ey seront étiquetées par les éléments pairs, et
on munit Fy = {2,...2L} de l'ordre 2 < --- < 2L.

Raisonnons par I'absurde et supposons o () croisée. Il existe donc p1 < ¢1 < p2 < 2 € Ew
tels que p1 ~o(m) D2, 1 ~o(m) q2-

T étant un cycle simple, il existe un chemin reliant p; a po suivant I'orientation du cycle et
ne parcourant chaque qu’arréte qu’au plus une fois. Ce chemin induit clairement un chemin dans
T™ et dans 7 (), et quitte & lui ajouter une étape parcourant 'arréte ps, comme p; et ps sont
identifiées dans .7 (7), le chemin induit dans .7 (7) a une source et un but confondus. Or, le choix
de parcours du cycle et le fait que o(7) est paire montrent que g2 n’est pas parcourue dans T, et
donc que larréte correspondant & ¢; n’est parcourue qu’une unique fois dans 7 (). Ceci suffit a
montrer que le chemin induit dans 7 () contient une boucle, et donc que le graphe maitre n’est
pas un arbre. Ceci est absurde d’apreés le lemme 12. ([l
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Lemme 14. Soit 0y € NCo(Ew) une partition paire non-croisée. Alors, il existe mo(og) €
P(V), mi(o1) € P(V) telle que :

{m e P(V) | o(m) = o0} = [mo(o0) ; m1(o1)]. (114)
De plus, toutes les composantes connexes de T;O(UO) sont des cycles simples, et T;l(ao)
est le graphe obtenu en identifiant tous les sommets de To(70) appartenant & une méme
composante de TE" 7).

Donnons ici un exemple plus visuel (certaines arrétes noires n’ont pas été représentées sur le
graphe de droite pour plus de clareté) :

Démonstration (esquisse). On va procéder par récurrence sur 'entier n tel que L = 2n (on se
limite aux indices L pairs puisque o est une partition paire). On pose la proriété de récurrence
suivante : & (n) : «Si T est un cycle test ayant la forme souhaitée pour notre étude contenant
exactement 2n arrétes étiquetées par des matrices de WIGNER, alors pour toute oo € NCo(Ew ),
le lemme 14 s’applique».

Pour n = 1, on peut simplement étudier tous les cas possibles : les deux seules arrétes de
Ey sont nécessairement appariées par g, donc la discussion ne se fait qu’autour des sommets
appariés par une partition 7 telle que o(m) = 0p. Si ces deux arrétes sont notées (p1,p2) et
(g1,92), on a alors p1 ~x q1, P2 ~x g2 OU P1 ~x G2, P2 ~x q1. Or si 7 contribue, un seul de ces
cas est possible, sans quoi le graphe maitre n’est pas un arbre :
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Avec en bleu les sommets identifiés par 7 (ces sommets peuvent étre identifier & d’autres sommets
non représentés ici). Il est alors clair, dans le cas du haut, correspondant au cas ou 7 contribue,
que 7 admet la décomposition souhaitée, sans quoi le graphe maitre n’est pas un arbre. On
pose dans ce cas my la partition obtenue en ne faisant aucune identification supplémentaire des
sommets. On pose également 7 la partition obtenue en identifiant tous les sommets correpondant
a une méme composante connexe dans T7°. Il est alors aisé de montrer que (1) est vraie avec
mo(og) = mp et w1 (op) = 1.

Soit n € N* tel que & (n) est vraie. On suppose que L = 2(n + 1) et soit o9 € NCo(Ew ).
On utilise alors la structure de oy donnée par le théoréme 1 : oy admet un bloc segment. Une
discussion simillaire & celle qui vient d’étre menée pour le cas n = 1 montre qu’alors 7 ne peut
quapparier les sommets de la fagon suivante *™V) :

Dans le cadre violet, on obtient un cycle ayant la méme structure que les cycles étudiés, mais
contenant 2n arrétes étiquetées par des matrices de WIGNER. De plus, comme  (7) est sup-
posé étre un arbre, on a nécessairement que le sous-graphe .7'(m) est lui-méme un arbre. Il
convient alors d’observer que les partitions og et 7w induisent des partitions sur le cycle contenu
dans le cadre violet, que 7'(m) est le graphe maitre de ce cycle pour la partition des sommets
ainsi induite, et donc que ces deux partitions satisfont toutes les hypothéses de la propriété de
récurrence. En appliquant &?(n), pour les partitions ainsi induites, on retrouve facilement les
partitions m(op) et m (o) permettant de déduire & (n + 1). O

(xiv). Sur le graphique, en vert : les arrétes appariées par og, avec ici une vue sur un bloc segment. En bleu :
les sommets appariés par 7 (plus de sommets peuvent étre appariés a ceux représentés). Le graphe intermédiaire
représente un début de construction du graphe 77 ou 'on a identifié les sommets représentés sur le graphe de
gauche, et seulement ceux la.
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4.5 Calcul de la trace combinatoire

Nous avons désormais tous les outils pour conclure. Remarquons que la donnée d’une partition
09 € NCy(Ew) détermine entiérement la valeur de 6°[Ty;], puisqu'une telle partition permet
d’expliciter les différentes variables aléatoires, coefficients des matrices de WIGNER, dont §°[Tvy]
est produit des moments d’ordre 2. Nous noterons donc §°(0g) := 6[T7}], ot 7 est telle que
o(m) = 0p. Aussi une sommation par paquets permet d’écrire I’égalité suivante :

T[T = > 717 (115)
TeP(V)
= Z Z 6°(00)7°[TF] + o(1) (116)
c0ENC(Ew) m€P(V)
o(m)=00
Or, le terme 7°[T}] est la trace injective d’un graphe non-connexe pris en des matrices dé-
terministes. Aussi, le théoréme 13 s’applique et on a :

cr= | I el <1+0<]1V)> (117)

CeCCy (m)

ou CCly (m) désigne I'ensemble des composantes connexes de Ty . En appliquant le lemme 14
a (116), on obtient :

= Y ey Y [ -~ <1+0<]1V)>+o(1) (118)

c0ENC2(Ew) TeP(V) CeCCy ()
mo(o0) ST (00)

Soit m € [mo(og) ; m1(00)]. Alors nécessairement, = admet une décomposition :

T = |_| TCys (119)

CoeCCy (TF(](O’[)))

ol T, est une partition des sommets V' dont la classe d’équivalence par mo(op) est un som-
met de Cy (ceci découle simplement de la majoration par m(og) et du lemme 14). Soit Cy €
CCy (mo(0p)). D’aprés le lemme 14, Cj est un cycle simple. Soit © € [mo(0g) ; m1(00)] qu'on
décompose comme dans (119). Alors, a Cy correspond une composante connexe C' de CCy (),
obtenue & partir des classes d’équivalences par m des sommets de T appartenants & aux classes
d’équivalence par my formant les sommets de Cy. On peut par ailleurs associer & 7 une unique
partition 7 des élements de my(0g) telle que pour By et By deux blocs de mg(oyg) :

By ~z By <= dBenm : BiUuByCB (120)

de par le fait que mp(0p) < 7. Dans ce cas, T induit une partition des sommets de Cj, et on a que
C = Cf. Réciproquement, on montre facilement qu’a toute partition 7 des sommets de T mo(20)
correspond une unique partition 7 € [mg(09) ; 71(00)]. Autrement dit :
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> I =)= I1 DR (121)

TEP(V) CeCCy(m) Co€CCy (mo(00)) TEP (V)

mo(00)<m<m1(00)

= 11 7[Co) (122)
Co€eCCy (mo(00))
d’aprés la proposition 16. Ainsi qu’on 'a dit, les composantes connexes Cy sont des cycles
simples. Autrement dit, pour toute telle Cp, 7[Cp] est en fait un moment (non-commutatif) joint
de la famille Yy .

Pour conclure, nous allons rassembler les matrices de Y apparaissant consécutivement dans
le calcul de 7[T], de sorte & écrire 7[T] = @(W1Z; ... W Z1) (comme dans (104)). Alors, on
assimile la partition og & une partition de [L] en identifiant les indices des matrices de Wy aux
arrétes qu'ils étiquettent. On peut observer qu’il existe une partition of, de [L] telle que :

II 7[Co) = Py [YN] &Y. (123)
CoeCCy (7\'0(0‘0))

Cette partition correspond exactement & la partition de Fy identifiant deux arrétes si, et seule-
ment si, elles appartiennent a la méme composante connexe de T;"(UO).

Lemme 15. La partition o, est le dual de KREWERAS de 0.

Démonstration (esquisse). On va se contenter d’une approche graphique de ce dernier lemme.
Une partition og de Ey peut étre représentée de la facon suivante :

Q Tm0(00)

ou on a relié en bleu les arrétes appariées par o dans le cycle. On voit alors apparaitre la partition
o, de la fagon suivante :

T0(00)

(xv). Cette notation est celle introduite lors de la discussion portant sur les fonctionnelles multiplicatives en
section 2.5
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ou les arrétes appariées par of, sont reliées en brun. Le dessin met clairement en valeur que o,
est non-croisée et que c’est la partition maximale telle que o¢ Ll o, € NC([2L]), c’est-a-dire que
oy, = K(oo). O

Gréace a ce dernier lemme, et & (122) et (123), on obtient finalement I’asymptotique suivante :

M= > 6°(00)¢K(on [Yn] +o(1) (124)
c0ENC2(Ew)

Puisqu’a renormalisation prés, on peut toujours supposer que les entrées des matrices de
WIGNER sont réduites, on peut sans perte de généralité supposer que §°(og) = 1 pour toute
partition oy paire et non-croisée. Ceci montre I'existence d’une distribution non-commutative
limite! De plus, en passant a la limite [N — +0o0] :

Glim o(WiZy . Wi Z,) = > exnlYnl. (125)
erNCQ([[L]])

Or cette écriture vaut pour tout L et tous (Wy,... W) € Wy, (Z1,...7Z1) € Alg(Yy). On
reconnait la forme décrite par le théoréme 10! Ainsi, ce méme théoréme permet d’affirmer que
la distribution limite des Wy est celle d’un systéme semi-circulaire libre et que les famille Wy
et Yy sont asymptotiquement libres. On a prouvé le théoréme de liberté asymptotique !
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