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Théoréme 1 (CAUCHY-LIPSCHITZ)

Soient I un intervalle de R et f : [ x R"™ — R" une application continue, globalement
lipschitzienne selon la second coordonnée. Alors, pour tout tg € I et yo € R", il existe une

unique solution définie sur I au probléme :

y' = fty),

y(to) = o
Preuve. On fixe (tg,yo) € I x R™. On commence par supposer I compact, et on note L la
constante de LIPSCHITZ associée a f sur [.

On note de plus (&, ||-]|¢) I'espace C(1,R") munit de la norme :

C(I,R") —s R
Fles\ o superiely) )
tel
avec ||-|| une norme quelconque sur R".

On admet que c’en est une.

On cherche a appliquer le théoréme de point fixe de BANACH (PICARD) a la fonction :

C(I,R") —s C(I,R")

w- I — R™
Y — .
( t o yo+ [, fs,y(s))ds )

Il faut donc vérifier que (&, ||-||¢) est un espace de BANACH.

On sait que (C(I,R"),||||.,) est complet. De plus, |||, et ||-||¢ sont équivalentes (car I est
compact) :
e My < e @) < ly@)l,

d’ott le résultat en passant au sup. Donc (&, ||-||¢) est bien complet.
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Il reste & montrer que ¢ est contractante. Soient donc (z,y) € Eett € I, t >ty :

|wwxw—wumwus‘

/totf(svy(S»dS — /t:f<5717(8))ds

t
< / | f(s,y(s)) — f(s,x(s))||ds par inégalité triangulaire,
to

t
< / L|ly(s) — z(s)||ds par hypothése sur f et I compact,

to
t t
< [ Lt ey (s) —a(s)ds < [ Ly o ds
to to
2L(s—to) t 1
— Ty — 2L(t—to) _
] = 5lly = alle (*7 — 1) <

to

(&

2L(t—
51 201y — |

DN | —

< L||y - x”s [

D’ou

e () (1) = p(2)ON < 3y~ 2l

On peut faire la méme chose pour t < ty. Ainsi, en passant au sup en ¢t € I, on trouve bien

1
¢ contractante (de constante 5)

On peut donc appliquer le théoréme de point fixe de BANACH (PICARD), et il vient I’exis-

tence d’un unique point fixe g tel que :
t
i) =+ [ Jls39)ds
to

Ainsi, on a bien
g =ft9),
y(to) = Yo,
unique et définie sur I.

Pour le cas général, on note, pour k € N :
Iy =10 [—k k]
et on a

I:UIk.

keN
Par inclusion successive des [, compacts, on peut utiliser ’étape précédente et on a accés aux

solutions (yi) telles que, par unicité, yx41| 1, = yx. Ainsi,
(I — R"
v t — yk(t) sit el
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est bien définie sur I et unique, ce qui conclut.

Lemme 2 (un lemme de GRONWALL)

Dans les mémes conditions, soit x,y deux solutions de I’équation. Alors, pour tout ¢t € I :
() = y(@)II < llzo — yoll ™!,

Preuve. On pose ¥(t) = ||z(t) — y(t)]|. Pour t > g, on a

o) < viio) + | ' Lu(s)ds,

par les calculs précédents sur (.

t
1 n’étant pas dérivable (pourquoi?), on pose ¢ = / (s)ds et on a :
to
¢'(t) < d(to) + Lo(2).

De plus,

% <¢(t>6_L(t—to)> — (@) — Lo(t)) e 1) < yig)e L0,

Il vient :

t —L(s—to) ]t 1 — o L(t—to)
p(t)e M) < p(t) /to e Hem0)ds = (o) [6 7 LO = 9¥(to) ( eL )
D’ou : L—to) _ 1
o(t) < (o) —
Ainsi, il vient :
elt—to) _ 1
Y(t) = o(t) < (o) + L@b(to)T = 1)(to)e 1),

On peut faire de méme pour t < ty, d’oul le résultat.
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