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Notation On appelle série de Dirichlet la série
∑
k∈N∗

ak
ks

où (ak)k∈N∗ ∈ CN∗
et s ∈ C. On note

de plus :

— σc = inf

{
x ∈ R,

∑
k∈N∗

ak
kx

est convergente

}
= inf Λc ∈ R l’abscisse de convergence,

— σc = inf

{
x ∈ R,

∑
k∈N∗

|ak|
kx

est convergente

}
= inf Λac ∈ R l’abscisse de convergence ab-

solue,

— {s > α} := {s ∈ C,Re(s) > α} pour α ∈ R donné.

Théorème 1 Soit
∑
k∈N∗

ak
k

s

une série de Dirichlet d’abscisse de convergence σc < +∞. Alors :

1. S’il existe s0 = x0 + ıθ tel que
∑
k∈N∗

ak
ks0

converge, alors
∑
k∈N∗

ak
ks

converge uniformément sur

tout compact de {s > x0} vers sa somme f ,

2.
∑
k∈N∗

ak
ks

converge sur {s > σc}, diverge sur {s < σc} et f est holomorphe sur {s > σc},

3. Si −∞ < σc, σc ≤ σac ≤ σc + 1,

4. Pour tout n ∈ N∗, f(s) =
n∑
k=1

ak
ks

+ ox→+∞

Å
1

nx

ã
Preuve.

1. On note, pour s = x + ıθ et p ∈ N, fp(s) =

p∑
i=1

ak
ks

, f0 = 0. Par hypothèse, (fp(s0))p∈N∗

converge, doncM := sup {|fp(s0)|, p ∈ N∗} < +∞. On utilise une transformation d’Abel

et un critère de Cauchy pour montrer la convergence uniforme de fp vers f . Soit 1 ≤
p < q et s ∈ {s > x0}. On a :

fp−1(s)− fq(s) =

q∑
k=p

ak
ks0
· 1

ks−s0
=

q∑
k=p

(fk+1(s0)− fk(s0)) ·
1

ks−s0

=
fq+1(s0)

qs−s0
− fp(s0)

ps−s0
+

q−1∑
k=p

fk+1(s0)

Å
1

(k + 1)s−s0
− 1

ks−s0

ã
Donc, pour s− s0 = a+ ıb, a ∈ R+∗, on a :

|fp−1(s)− fq(s)| ≤
M

qx−x0
− M

px−x0
+M

q−1∑
k=p

∣∣∣∣ 1

(k + 1)s−s0
− 1

ks−s0

∣∣∣∣
Comme

1

(k + 1)s−s0
− 1

ks−s0
=

∫ n+1

n

s− s0
ts−s0+1

dt, il vient :

|fp−1(s)− fq(s)| ≤
2M

(p+ 1)x−x0
+M |s− s0|

q−1∑
k=p

1

kx−x0+1
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Pour K un compact de {s > x0}, (En faisant un dessin) il existe R, δ > 0 tels que
K ⊂ {s, |s− s0| ≤ R, x > x0 + δ}, et il vient bien :

‖fp−1 − fq‖∞,K ≤
2M

(p+ 1)δ
+MR

q−1∑
k=p

1

kδ+1
−→

p,q→+∞
0

2. Soit s ∈ {s > σc}. Par définition de l’inf, il existe x0 ∈ R tel que
∑
k∈N∗

ak
kx0

soit convergente

et que σc < x0 < Re(s). Le premier point permet de conclure sur la convergence de∑
k∈N∗

ak
ks

.

Par l’absurde, supposons qu’il existe s0 = x0+ıθ ∈ {s < σc} tel que la série de Dirichlet

associé converge. Toujours grâce au premier point, pour tout s ∈ {s > x0}, la série de
Dirichlet associée converge. Par définition de l’inf, on a donc σc ≤ x0 < σc, ce qui est
absurde.

Comme on a prouvé la convergence uniforme sur tous compacts de {s > σc} et que les
fonction s 7−→ k−s sont holomorphes sur C, on a bien : f est holomorphe sur {s > σc}.

3. La convergence absolue entraînant la convergence, on a Λac ⊆ Λc, donc, par décroissance
de l’inf, σc ≤ σac.

Par l’absurde, supposons σc + 1 < σac. Pour ε ∈ R+∗ assez petit, il existe x ∈ R, tel que

σc + 1 + ε < x < σac

Alors
∑
k∈N∗

ak
kx−1−ε

converge, donc il existe C ∈ R+∗ tel que pour tout n ∈ N∗,

∣∣∣ak
kx

∣∣∣ =
∣∣∣ ak
kx−ε−1

∣∣∣k−ε−1 ≤ Ck−ε−1

qui est le terme général d’une suite convergente. Donc x ≥ σac, ce qui est absurde.

4. Soit n ∈ N∗, on cherche à prouver

+∞∑
k=n+1

ak
ks

= ox→+∞

Å
1

nx

ã
i.e. nx

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

ak
ks

∣∣∣∣∣ −→x→+∞
0

Il suffit donc de montrer que

+∞∑
k=n+1

|ak|
(n
k

)x
−→
x→+∞

0

Comme chaque terme de la somme converge vers 0 quand x → +∞, il suffit de prouver
la convergence uniforme en x. Par définition de σac (fini par 3.), il existe ρ > σac tel que
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∑
k∈N∗

|ak|
kρ

converge, ce qui entraîne la convergence uniforme sur les réels x ≥ ρ car

|ak|
(n
k

)x
≤ nρ

|ak|
kρ

pour k assez grand, avec le second membre indépendant de x et terme général d’une série
convergente.
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