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a/ *
Notation On appelle série de DIRICHLET la série Z k_]: ott (ag)ey- € CV et s € C. On note

keN*
de plus :

a J—
— o0, = inf {x eR, Z k_]; est convergente} = inf A, € R I'abscisse de convergence,
kEN*

a _
— o0, = inf {x eR, Z % est convergente} = inf A,. € R l'abscisse de convergence ab-

keN*
solue,

— {s>a}:={s e C,Re(s) > a} pour o € R donné.

P . g . .
Théoréme 1 Soit Z — une série de DIRICHLET d’abscisse de convergence o, < +00. Alors :
keN*

. . ay Qg . ,
1. S’il existe sg = xg + 10 tel que g Fso COTVEIZe, alors g Zs COTVErge uniformément sur

keN* keN*
tout compact de {s > xo} vers sa somme f,

a

2. Z k:_’; converge sur {s > 0.}, diverge sur {s < 0.} et f est holomorphe sur {s > o},
keN

3. S1—00< 0, 0. <0Ope < 0.+ 1,

Qg

- 1
4. Pour tout n € N*, f(s) = s + 02400 (E)

k=1

Preuve.

p
Qg
ks’

i=1
converge, donc M := sup {|f,(s0)|,p € N*} < +00. On utilise une transformation d’ABEL

1. On note, pour s = x + 10 et p € N, f,(s) = fo = 0. Par hypotheése, (f,(s0))

peEN*

et un critere de CAUCHY pour montrer la convergence uniforme de f, vers f. Soit 1 <

p<qetse{s>uz}. Ona:

q q
Foa(s) = Fuls) = D2 =3 (o) — o)+ 1o
k=p k=p
. fq+1<30 fp 30 1 1
- qsfso s S0 + Z fk—H ( 1)5750 B k530>

Donc, pour s —sg =a +th, a € R™, on a :

1
k+1 S$—S0 k.sfso

M -1
foa() = fal) < == = = Z
k=

1 1 n+1 s —
Comme G = pre—— Z__"04dt, il vient :
2M G
| fp-1(s) = fo(s)| < G+l + Mls — 50| Y Y
k=p

1 Antoine DEQUAY



Prépa Agreg Option D DVP Convergence des séries de DIRICHLET

Pour K un compact de {s >z}, (En faisant un dessin) il existe R,§ > 0 tels que
K C {s,|s —so| < R,x > zo+ d}, et il vient bien :

oM iy
1ot = falloge € ——5 + MRS 0
k=p

(p+1)

—
kO+L pg—stoo

2. Soit s € {s > o.}. Par définition de l'inf, il existe zy € R tel que Z k—i) soit convergente
keN*
et que 0. < xy < Re(s). Le premier point permet de conclure sur la convergence de
Qy,
_S‘
keN*
Par I’absurde, supposons qu'il existe so = 29410 € {s < 0.} tel que la série de DIRICHLET
associé converge. Toujours grace au premier point, pour tout s € {s > xo}, la série de
DIRICHLET associée converge. Par définition de I'inf, on a donc 0. < xy < 0., ce qui est

absurde.

Comme on a prouvé la convergence uniforme sur tous compacts de {s > o.} et que les

fonction s — k7 sont holomorphes sur C, on a bien : f est holomorphe sur {s > o.}.
3. La convergence absolue entrainant la convergence, on a A,. C A., donc, par décroissance

de l'inf, o, < 4.

Par I'absurde, supposons o, + 1 < 0,.. Pour ¢ € R™ assez petit, il existe x € R, tel que

O+ 14+e<x <oy

a
Alors Z szlifs converge, donc il existe C' € R™ tel que pour tout n € N*,
kEN*

Qg

ke

Qg
kx—e—l

‘kfsfl < Cke!

qui est le terme général d’une suite convergente. Donc = > o,., ce qui est absurde.

4. Soit n € N*, on cherche a prouver

+oo +oo

Qe 1 x Qe 0

p = o ) el 2 )
k=n+1 k=n+1

Il suffit donc de montrer que
+00 na
> Jaxl (-) — 0
k T— 400
k=n+1

Comme chaque terme de la somme converge vers 0 quand x — 400, il suffit de prouver

la convergence uniforme en x. Par définition de o, (fini par 3.), il existe p > o, tel que
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g . . . .
g |k;_f’ converge, ce qui entraine la convergence uniforme sur les réels = > p car
keN*

(1) <ol

pour k assez grand, avec le second membre indépendant de = et terme général d’une série

convergente.

]
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