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Prépa Agreg Option D Ellipsoïde de John Loewner

Théorème 1 SoitK un compact d’intérieur non vide de Rn. Alors il existe un unique ellipsoïde
centré en 0, contenant K, de volume minimal.

Preuve. On associe à un ellipsoïde quelconque sa forme quadratique associée et sa matrice
S ∈ S++

n (R) associée : ES = {x ∈ Rn, qS(x) ≤ 1} =
{
x ∈ Rn, txSx ≤ 1

}
.

Calculons le volume de ES un ellipsoïde quelconque.

Par le théorème spectral, on a :

∃P ∈ On(R), S = tPDiag(a1, . . . , an)P

Alors, si z = tPx, on a qS(z) = qS(tPx) = txPStPx =
n∑

i=1

aix
2
i .

Le changement de variable z = tPx est un C1-difféomorphisme, de jacobienne |det(P )| = 1.
On a donc :

V ol(ES) =

∫
qS(z)≤1

dz =

∫
. . .

∫
∑n

i=1 aix
2
i

dx1 . . . dxn

Les changements de variables ti =
√
aixi permettent d’avoir :

V ol(ES) =
1

√
a1 . . . an

∫
. . .

∫
∑n

i=1 t
2
i

dt1 . . . dtn :=
1

√
a1 . . . an

V ol(B‖.‖2(0, 1))

Ainsi, V ol(ES) est proportionnel à µ(s) := det(S)−
1
2 .

On va donc, pour prouver le résultat, chercher à minimiser µ sur un ensemble bien choisi.

Lemme 2 La fonction µ est strictement convexe sur S++
n (R).

Preuve. Montrons que S++
n (R) est convexe.

Soit (R, S) ∈ (S++
n (R))2. Par le théorème de pseudo-réduction simultané, il existe P ∈

GLn(R), ∆R = diag(r1, . . . , rn) et ∆S = diag(s1, . . . , sn) ∈ D++
n (R) tels que R = tP∆RP

et S = tP∆SP . Pour t ∈]0, 1[, on a t∆R + (1 − t)∆S ∈ D++
n (R), donc tR + (1 − t)S =

tPt∆R + (1− t)∆SP ∈ S++
n (R).

Vérifions maintenant l’inégalité de convexité, en ayant en tête que ln est concave, donc
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ln(tu+ (1− t)v) ≥ tln(u) + (1− t)ln(v), donc utv1−t ≤ tu+ (1− t)v :

µ(tR + (1− t)S) = µ(tPt∆R + (1− t)∆SP )

= |det(P )|−1
n∏

i=1

(tri + (1− t)si)−
1
2

≤ |det(P )|−1
n∏

i=1

(rtis
1−t
i )−

1
2

= |det(P )|−1
(

n∏
i=1

r
− 1

2
i

)t( n∏
i=1

s
− 1

2
i

)1−t

≤ |det(P )|−1
(
t

(
n∏

i=1

r
− 1

2
i

)
+ (1− t)

(
n∏

i=1

s
− 1

2
i

))
= tµ(R) + (1− t)µ(S)

Par stricte concavité de ln, il y a égalité si et seulement si ∀i ∈ J1, nK, ri = si, i.e. R = S, d’où
le résultat.

Comme K est borné, soit R ∈ R∗+ tel que K ⊆ B‖.‖2(0, R) = E 1
R2 In

= ES+ . On définit alors
l’ensemble :

C =
{
S ∈ S++

n (R), µ(S) ≤ µ(S+), K ⊆ ES
}

Lemme 3 L’ensemble C est convexe, compact (fermé borné car on se trouve en dimension
finie) et non-vide.

Preuve.

— Non-vide : S+ ∈ C donc C est non vide.

— Fermé : On utilise la caractérisation séquentielle d’un fermé ; soit (Sk)k∈N une suite
d’éléments de C qui converge dans S ∈Mn(R). Comme ∀x ∈ Rn, txSkx ≥ 0, il en est de
même pour S, qui est donc positive. Par continuité du déterminant, on a µ(Sk) −→ µ(S),
donc µ(S) ≤ µ(S+). Donc det(S) ≥ det(S+) > 0, donc S ∈ S++

n (R). Enfin, ∀x ∈ K, ∀k ∈
N, txSkx ≤ 1, donc il en est de même pour S, donc K ⊆ ES, d’où S ∈ C.

— Borné : Comme K est d’intérieur non vide, il existe b ∈ K et ε > 0 tels que B(b, ε) ⊆ K.
On considère la norme euclidienne ‖.‖ sur Rn. Pour S ∈ C et ‖x‖ ≤ ε, on a b + x ∈ K,
donc qS(x+b) ≤ 1. Ainsi, comme

√
qS est une norme, elle satisfait l’inégalité triangulaire,

donc : »
qS(x) =

»
qS(x+ b− b) ≤

»
qS(x+ b) +

»
qS(b) ≤ 1 + 1

donc qS(x) ≤ 4.

Soit λ ∈ R+ une valeur propre de S et x un vecteur propre associé de norme δ. Alors

qS(x) = txSx = λ‖x‖2 ≤ 4. Donc λ ≤ 4

δ2
, donc ρ(S) ≤ 4

δ2
. Comme ‖S‖ ≤ ρ(S), on en

déduit que C est bien borné.
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— Convexe : Soit R, S ∈ C, t ∈ [0, 1] et T = tR+ (1− t)S ∈ S++
n (R) par convexité de S++

n .
Par convexité de µ, on a : µ(T ) ≤ µ(S+). Pour x ∈ K, on a qR(x) ≤ 1 et qS(x) ≤ 1, donc
qT (x) ≤ 1, donc T ∈ C.

Ainsi, µ est continue sur C compact non vide, donc atteint ses bornes. Par stricte convexité
de µ, le minimum est atteint en un unique S, ce qui prouve le résultat annoncé.

Exercice 4 Pour les questions possible, voir les approfondissements de la référence, et penser
à regarder la preuve de la pseudo-diagonalisation simultanée.
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