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Définition 1 Nombres et polynémes de BERNOULLI. On note (Bp)p les polyndémes de BERNOULLI
périodisés (sur [0,1]) et b, = B,(0) les nombres de BERNOULLI.

Théoréme 2 (Formule d’EULER-MACLAURIN)

Soient (m,n) € Z*, m <n, r € N* et f:[m,n] — C de classe C". Alors :

> flk) = er/mn f(t)dt+2 %(f(kl)(n)—f(kl)(m))—i— (=™ /n B, (t)f™(t)dt

rl m

Preuve. Soit (m,n) € Z* m < n. On procéde par récurrence sur r € N*, via le prédicat
HR(r) :"Vf : [m,n] — C € C", la formule ’EULER-MACLAURIN est vrai"
1
— Initialisation : Pour » = 1, on a By(z) = = — 5 sur 10,1], et pour k € [m,n — 1], un

intégration par parties donne :

[ Birw = [mosal” - [ swsww= 00

k

d’ou

d’ou le résultat pour r = 1.

— Pour un certain r € N\{1, 2}, on suppose HR(r — 1) vérific. Montrons HR(r). Soit k €
[m,n — 1], sur |k, k + 1[, on a B, = rB,_;. De plus, B,(0) = B,(1) = b,, donc B, est

continue sur [k, k + 1]. Une intégration par parties donne :

1 k+1 _ 0 1 5 1) k41 k+1 .
[ Bawsema =S [Boroel -5 [ B0

b7‘ r— r— 1 HAR r
= H (D = W) - [ B
En sommant et en multipliant par (—1)", il vient alors :
—1) n -1 rbT 3 B —1 r+1 n.o_
S [ B = S (1) = 1)y [ B o

Comme les by 1 sont nuls, on a toujours (—1)"b, = b,, et, une fonction C" étant C™ ! on

peut appliquer 'hypothése de récurrence, et il vient bien :

g%ﬂm—f Vi [Cra ﬁ+23 (4 @N”mm+§f£!jalwﬂ*WW
_ f / f dt—l—z (k 1) f(kfl)(m))—k (_1);“ mn Br(t)f(r)(t)dt
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Théoréme 3 Soit » € N*. On note H,, la somme partielle d’ordre n € N* de la série harmo-

nique. Alors on a le développement asymptotique en n — 400 :

1 b 1 (1)
H, =1 — -y Z— 40—
og(n) +~v+ o 2 R +

1 1
Preuve. On applique la formule ’EULER-MACLAURIN & f(t) = 7 bourm = 1 (licite car 7 est
(=1)"p!

C> donc C"). Les dérivées de f sont données par fP)(t) = T On peut donc écrire :
1+42 "1 " by ((—1)k1(k— 1)! 1 > (=1)r+t o (1)
H, = : —dt — — (=) (k=1 B.(t
A ] G e U
n+1 (1), < 1 ) /" . dt
= 1 SO (2 ) - [ B
2n +log(n) + ; k nk 1 ( )t“rl
n+1 Tbk< 1> /+°°~ dt /+°°~ dt
= 1 —({1——=) - Br t)— BT )7
n + Og(n) _'_; k nk 1 ( )tr—i-l + n ( )tr—l-l
1 by oo dt 1 bl foo L dt
- 1 a -5 Br a_ A r o1
Og(n> + (2 + kz:; kf . ( )tr+1> m — k» nk /n ( )tr+1
=
On pose M = sup |B,(t)| = sup Br(x)‘ On a alors
te[0,1] z€R
oo o dt T dt M
/n Br(t) tr+1 S M/n tr—l—l = rn"
e o dt 1
d’oit /n Br(t)trle =0 (E)’ et donc
1 b 1 ( 1 )
H,=1 +— = —— 4+ 0| —
og(n) + v + o R + —
k=2
Il reste a voir que 7, est indépendant de r. C’est bien le cas, car on a
v = lim H, —log(n) =1~
n—-+o0o D
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