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Prépa Agreg Option D Indécidabilité de la validité au premier ordre

Théorème 1 On définit le problème :

1 VALIDFO
2 Entr é e : ϕ une formule c l o s e du premier ordre .
3 So r t i e : True s i ϕ e s t va l ide , Fa l se s inon .

Ce problème est indécidable.

Preuve. Pour prouver l’indécidabilité de ValidFO, on va réduire Post (sans ε) , que l’on sait
indécidable, à ValidFO, où Post (sans ε) est le problème suivant :

1 POST
2 Entr é e : Σ un alphabet f i n i e t un ensemble f i n i de t u i l e s (u i , v i ) i à va l eu r s

dans Σ∗ \{ε } .
3 So r t i e : True s ’ i l e x i s t e i 1 , . . . , i p t e l s que ui1 . . . uip=vi1 . . . vip .

On cherche donc à exhiber un fonction tr, calculable, qui prends en entrée une instance de
Post et la traduit en une instance de ValidFO telle que ValidFO(tr(T )) = Post(T ) pour
tout T instance de Post ; on le résume graphiquement :

Post

T
tr(T )

ValidFO

True

False

Soit T une instance de Post. Sans perte de généralité, on peut supposer que Σ = {a, b}.
On se donne alors la signature S = {F ,P}, avec F = {ε(0), a(1), b(1)} les fonctions (précisées
ici avec leur arité) et P = {p(2)} l’ensemble des prédicats.

On écrira, pour (u1, . . . , un) ∈ Σn, u1u2 . . . un(·) = un(. . . u2(u1(·)) . . . ) et on pose (à expli-
quer en direct) :

tr(T ) = ϕ −→ ψ

avec

ϕ := p(ε, ε) ∧
n∧

i=1

(∀x∀yp(x, y) −→ p(ui(x), vi(y)))

et
ψ = ∃x (p(a(x), a(x)) ∨ p(b(x), b(x)))
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Explications sémantiques en direct : "p(x, y) est vrai si et seulement si
x

y
existe", où

u1 . . . un

v1 . . . vn
:=

u1

v1
· · ·

un

vn
.

Montrons que la fonction de traduction remplit bien son rôle. Soit T une instance de Post,
supposons donc tr(T ) valide, et montrons que Post(T ) =True.

On se donne le modèle suivant :

— de domaine DM = Σ∗,

— εM correspond au mot vide sur Σ,

— uM(·) :

(
Σ∗ −→ Σ∗

x −→ xu

)
pour u ∈ {a, b},

— pM(·, ·) :

â
(Σ∗)2 −→ {0, 1}

(x, y) −→


1 si

x

y
existe,

0 sinon.

ì
Montrons queM |= ϕ.

On a bienM |= p(ε, ε), car sans prendre de tuiles, on a bien accès à
ε

ε
.

Soit (u, v) ∈ Σ∗ tel que M

[
x := u

y := v

]
|= p(x, y). Par définition de pM, on a accès à

u

v
. Pour i ∈ J1, nK, la concaténation permet d’obtenir

uui

vvi
, ce qui se traduit par : ∀i ∈

J1, nK,M

[
x := u

y := v

]
|= p(ui(x), vi(y)). Il vient donc bienM |= ϕ.

La formule tr(T ) étant valide, pour tout modèleM, on aM |= (ϕ −→ ψ). Ainsi,M |= ψ.
Par symétrie en a et b, on peut supposer queM |= ∃xp(a(x), a(x)). Il existe donc α ∈ Σ∗ tel

queM
î
x := α

ó
|= p(a(x), a(x)), on a donc accès à

αa

αa
, avec αa 6= ε, donc T est bien une

instance positive de Post !

Soit maintenant T une instance positive de Post, montrons que tr(T ) est valide. Soit
(ij)j∈J1,mK tel que ui1 . . . uim = vi1 . . . vim . On note, pour k ∈ J1,mK et w ∈ {u, v}, w(k) =

wi1 . . . wik .

SoitM un modèle. SiM 6|= ϕ, alorsM |= (ϕ −→ ψ). SupposonsM |= ϕ, et montrons que
M |= ψ.

Montrons pour cela par récurrence sur k ∈ J0,mK queM

[
x := u(k)(ε)

y := v(k)(ε)

]
|= p(x, y). Pour
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k = 0,M |= p(ε, ε) carM |= ϕ.

Soit k ∈ J0,m− 1K, on suppose qu’on aM

[
x := u(k)(ε)

y := v(k)(ε)

]
|= p(x, y), montrons que

M

[
x := u(k+1)(ε)

y := v(k+1)(ε)

]
|= p(x, y)

Comme M |= ϕ, en particulier, pour i ∈ J1, nK,M |= ∀x∀y(p(x, y) −→ p(ui(x), vi(y)), donc
M |= ∀x∀y(p(x, y) −→ p(uik+1

(x), vik+1
(y)). Ainsi,

M

[
x := u(k)(ε)

y := v(k)(ε)

]
|=
(
p(x, y) −→ p(uik+1

(x), vik+1
(y)
)

et

M

[
x := u(k)(ε)

y := v(k)(ε)

]
|= p(x, y)

donc

M

[
x := u(k)(ε)

y := v(k)(ε)

]
|= p(uik+1

(x), vik+1
(y))

donc

M

[
x := u(k+1)(ε)

y := v(k+1)(ε)

]
|= p(x, y)

Sans perte de généralité, on peut écrire : u(m) = ũa = v(m) = ṽa, et on a

M

[
x := u(m)(ε)

y := v(m)(ε)

]
|= p(x, y)

Ainsi,

M

[
x := ũa(ε)

y := ũa(ε)

]
|= p(x, y)

Ce qui se traduit par
M
î
x := ũ(ε)

ó
|= p(a(x), a(x))

DoncM |= ψ. Ainsi,M |= (ϕ −→ ψ), donc tr(T ) est valide.

Il reste à remarquer que tr(·) est calculable (comme suite d’opérations finie sur un en-
semble fini). On a bien réduit Post à ValidFO. La décidabilité de ValidFO induirait donc
la décidabilité de Post, que l’on sait indécidable ; donc ValidFO est indécidable.
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