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Prépa Agreg Option D Indécidabilité de la validité au premier ordre

Théoréme 1 On définit le probléme :

VALIDFO
Entrée : ¢ une formule close du premier ordre.

Sortie : True si ¢ est valide, False sinon.

Ce probléme est indécidable.

Preuve. Pour prouver I'indécidabilité de VALIDFO, on va réduire POST (sans ¢) , que 1'on sait

indécidable, & VALIDFO, ou POST (sans ¢) est le probléme suivant :

POST
Entrée : X un alphabet fini et un ensemble fini de tuiles (u;,v,;); & valeurs
dans ¥*\{e}.

Sortie : True s’il existe ij ,...,i, tels que w, ... w=vy ... v, .

On cherche donc & exhiber un fonction t¢r, calculable, qui prends en entrée une instance de
POST et la traduit en une instance de VALIDFO telle que VALIDFO(tr(7)) = PosT(T") pour

tout T" instance de POST; on le résume graphiquement :

PostT

VALIDFO

TRUE

tr(T)

FALSE

Soit 7" une instance de POST. Sans perte de généralité, on peut supposer que ¥ = {a, b}.
On se donne alors la signature S = {F, P}, avec F = {€(0),a(1),b(1)} les fonctions (précisées

ici avec leur arité) et P = {p(2)} 'ensemble des prédicats.

On écrira, pour (ug,...,u,) € X", ugts ... up(+) = up(. .. u2(ui(-))...) et on pose (a expli-
quer en direct) :
tr(l) = — 9

avec
n

p=ple,e) A\ (Vavyp(z, y) — plui(z), vi(y)))

=1

et

1 Antoine DEQUAY



Prépa Agreg Option D Indécidabilité de la validité au premier ordre

FEzxplications sémantiques en direct : "p(x,y) est vrai si et seulement si existe", ou
Y
Up ... Uy Uy Uy,
V1., Uy vy Up

Montrons que la fonction de traduction remplit bien son réle. Soit 7" une instance de POST,

supposons donc tr(7") valide, et montrons que PoOST(7') =TRUE.

On se donne le modéle suivant :

— de domaine Dy = X7,

— &M correspond au mot vide sur X,

— uM() ( Moy ) pour u € {a, b},

r —> U
(*)? — {0,1}
— pM(, ) 1 si ! existe,
(z,y) — y
0 sinon.

Montrons que M = ¢.

€
On a bien M |= p(e, ¢), car sans prendre de tuiles, on a bien accés a
€
, . T i=u o M o
Soit (u,v) € X* tel que M E p(z,y). Par définition de p™', on a acces a
Y=
. Pour i € [1,n], la concaténation permet d’obtenir , ce qui se traduit par : Vi €
v vU;

[1,n], M [ S = p(ui(z),v;(y)). Il vient donc bien M |= .
yi=v

La formule ¢r(7") étant valide, pour tout modele M, on a M |= (¢ — ¢). Ainsi, M = 9.
Par symétrie en a et b, on peut supposer que M | Jzp(a(x),a(x)). Il existe donc o € ¥* tel

aa
que M [ Ti=a } = p(a(x),a(z)), on a donc accés a , avec aa # €, donc T est bien une
aa

instance positive de POsT!

Soit maintenant 7' une instance positive de POST, montrons que tr(7") est valide. Soit
(i) jeqm tel que wi ...u;, = v ...v;,. On note, pour k € [1,m] et w € {u,v}, w® =
Wiy« W, -

Soit M un modéle. Si M F~ ¢, alors M |= (¢ — ). Supposons M |= ¢, et montrons que
M =,

z = u®(e)

Yy = v(k)(g) = p(z,y). Pour

Montrons pour cela par récurrence sur k € [0, m] que M [
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k=0, M Ep(e,e) car M = .

— u® (€)
=

Soit k € [0, m — 1], on suppose qu’on a M [ B(e) ] E p(z,y), montrons que
5

xZ .
Yy
(k+1)(

ri=u £)
M
[ y = vk (g)

] = p(r,y)

Comme M = ¢, en particulier, pour ¢ € [1,n], M &= VaVy(p(z,y) — p(u;(z),v;(y)), donc
M ): vxvy(p<x7y) — p(uik+1 <x>7vik+1 (y>) AiHSi,

xr = U/(k) g
M [ e ] = (bl 1) — plun )., ()

et "
x = ul ()
M )
[ y= ) | Y
donc "
z = u ()
M — Uy " x),v; 1
[ y = v(k)(g) Fp( k+ ( ) k+ <y>>
donc .
z = u"(e)
M [ y = v (e) = p(,y)
Sans perte de généralité, on peut écrire : u'™ = fg = 0™ = va, et on a
(m)
z:=u"(e
M (m)< ) = p(z,y)
y :=v"(e)
Ainsi,
x = uale
M [ wate) ] = (o)
y = ua(e)

Ce qui se traduit par
M [ z =) | pla(z), alx))
Donc M [= 4. Ainsi, M = (¢ — ¢), donc tr(T') est valide.

Il reste a remarquer que tr(-) est calculable (comme suite d’opérations finie sur un en-
semble fini). On a bien réduit POST & VALIDFO. La décidabilité de VALIDFO induirait donc

la décidabilité de POST, que 'on sait indécidable ; donc VALIDFO est indécidable.
m
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