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Prépa Agreg Option D DVP : Méthode du gradient a pas optimal

Notation On munit R" du produit scalaire usuel (| -) et de la norme associée ||-||.

On considére A € S (R), b € R", T € R™ 'unique (car A est inversible) solution de Az = b
et A\, = m (Spec(A4)), m € {min, max}.

On notera (-|-) 4 le produit scalaire associé & A et ||-|| , la norme associée :
(z|y) , = "wAy = (x| Ay) .
R* — R

2
v allh— b
finie, pour (x,h) € (R")?

On note & : (

) et on a, par équivalence des normes en dimension

1 1 1
®(z +h) = Sz + hly = (ble + k) = S|l + (2l ) 4 + SIIAIS = (bl2) — (bl k)
2 2 2

= B(x) + {Alx —T)h) + hI

_ N——
=ve() —o([hl))

Proposition 1 L’application ® atteint son minimum uniquement en 7.
Preuve. Le calcul du gradient permet d’écrire :
_ L
& +h) = B(F) + 5 IhI1%

ce qui prouve le résultat.

Théoréme 2 (Méthode du gradient a pas optimal)Pour a # T € R" et

Ty = a,
_IVe)|®
B

Tpy1 = Tk — g VP (), pour k € N,

xx # T, 0 sinon, pour k € N,

la suite (xy)gen converge vers T et :

)\max <)\max - )\min ) hHl

Vk e N -7l <
© ’ ka"rl xH o )\min )\max + >\min

[0 — |-

Commencons par comprendre pourquoi cette suite a été définie ainsi.

Remarque Par la proposition précédente, la résolution du systéeme Ax = b revient a la re-
cherche de minimisation de ®. Le vecteur V®(y) indiquant la direction de la plus forte croissance

de @ localement autour de y € R", cela justifie le retranchement selon V& (xy).
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(R — R
I t — O(xp —tVO(zy)) |’

De plus, si on pose

alors on a, pour t € R :
t° 2 o 1P 2
f(t) = (ar) =t {Azg = )| VO(ap)) + S[V(xn)lly = Plzi) = tVE(zi) " + S IVE(zi)lLa,

IV P ()|

—————six # 7T,
V@ ()l

qui est minimal (racine de la dérivée, car la fonction est coercive) en ay, =
et en 0 sinon. D’oul le coefficient apparaissant dans la suite!

On remarque enfin que, comme f’ s’annule en oy (par minimalité), et que :

f(ag) = —(VO(zp — V(1)) | V(1)) , ona: (VO(xpq)| VO(xy)) = 0.

Pour k € N, les droites (xy, xx41) sont tangentes en x5, ; aux lignes de niveau de ¢ passant

par ces points. Ces lignes de niveau sont des ellipsoides associées & A et centrées en T.

Représentation des lignes de niveaux de ®, points de la suite et gradients associés.

Preuve.
Lemme 3 (Inégalité de KANTOROVITCH). Pour tout x € R", on a :

||$H4 )\max/\min

2 - .
||‘r”A71Hx||A (Amax+Amin)2

(I’écriture est bien licite car A~ € ).

Preuve. Soit x € R"\ {0}, par le théoréme spectral, A admet une base orthonormée (e;);cqi,n]

de vecteurs propres. On note \; les valeurs propres associées et on remarque que les e; sont
b

également vecteurs propres de A~* pour les valeurs propres A; . On a donc, avec x = g xie; €
i=1
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R"™ :
lzllallzlgs = /D Aa? ZM W¢ZA ij2
i=1 mln max
< 1 Amax n < )\Z + mln) 2 b < —|—b2) ( b) c R2
= x; cara (a our (a,
oV &\ TN 2 P
1 )\maX AI"ﬂll'l
<3 )%,
2 >\min )\max
Car g : t — By + 28 o5t convexe (caractérisation par la dérivée seconde), que g(Amim) =
I Amax) = 1+ /\min et que pour tout i € [1,n], A\i € [Amin, Amax] €t est donc combinaison

ax
convexe de Apax €t Apin. Dot le résultat :

||ZE||4 > )\max)\min
||93H2A—1 H37||,24 " (Amax + Amin)?

Pour k£ € N, on note g, = V®(xy). Pour p e N, on a :
lps1 =TI = (A@@pr1 = D) @pr1 — 2p) + (A(2p1 = T)| 2, — T) .
Par orthogonalité des vecteurs construits (voir la remarque plus haut), on a :
(A(zp1 = T)| Tpr1 — p) = = (gpt1| gp) =0,
et, par symétrie de A, il vient :

||37p+1 - f”i = <A(xp+1 - $p)| Tp — 7) + <A($p — )| Lp — 7)

= <-73p+1 - xp’ A(xp -T)) + pr - f”i = —Qp <9p| 9p> + pr - f”i
gyl 2
_H - 2 pr_xHA
gp“A

= (A(zy —T)| A Az, — 7)) = || gyl

gl 2
= (1 —— |z, — 73
ng”A”ngA 1

1— AmasxAmin ) |z, — EHZ par l'inégalité de KANTOROVITCH,
max _|_ Amln)
Amax —
E/\ma " )\mm; |z, — Z||%, donc il vient :
max min

>\max - >\min H

x —T — Tl 4-
I = 7y < 22y — 7
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Ce qui prouve la convergence a vitesse géométrique. Grace a la preuve de 'inégalité de KANTOROVITCH
(expression de ||-|| , via les coordonnées), on a : v/ Amin|l-|| < [|-|4 £ v/ Amax]|-||. Par récurrence

immeédiate avec la derniére inégalité, on a :

— < )\max - )\min kL —
|21 — T[4 < N T |z — | 4,
max min

s — ) < R (D= A ) gy
s o >\min )\max + )\min 0 ‘ =

Remarque Dans le cas ou la suite atteint T (et est donc stationnaire), montrons qu’elle I'est a
partir du rang 1. Supposons donc la suite stationnaire, et qu’on a, par 'absurde, & € N\{0, 1}
tel que xy =T, xx_1 # 2 (et donc que x,_o # x_1). Alors, par définition de la suite, xy_1 — T
est colinéaire & V& (xy_1), c’est-a-dire & A(xp_1 — T). Or, A(xp_1 — T) et A(xgp_o — T) sont

orthogonaux et donc 0 = (xy_1 — 7| A(zy—2 — 7)) = (A(2k—1 — T)| 212 — T) donc

0= <l‘k,1 — fl Tp_o — f) = <xk,1 — Tl Tp_o — Tr_1+ (l’k,1 — f)) .

Or, xp_1 —T et x_o — xx_1 sont orthogonaux, donc 0 = (1 — Z| z_1 — T). C’est absurde

car o1 # x = T. D’ott k =1 (Ce cas arrive quand a — T est un vecteur propre de A).

4 Antoine DEQUAY



