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Théoréme 1 On note (e, ..., eq) la base canonique de Z%. Soit (X, )nen+ une suite de variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans E = {+e;,i € [1,n]}, suivants une loi uniforme et
n
S, = ZX" pour n € N*. Alors :
i=1

P(3n e N*, S, =0)=1 sid<2,
]P’(lim |Sn\:—|—oo):1 sid> 3.
n—+oo

Preuve. Par définition, on a, pour n € N* et ey,...,e, € E :

P(Xy=e1,.... Xp=e,) = [[P(Xi = &) = (24) .

Par la formule de transfert, on a, & n € N* fixé et z € I? avec I = [0,1] :

E [622755'”-3:} _ Z P(Sn _ k)€2z7rk-z _ Z o Z (2d>7n6217r61-x o 62Z7T6n-1'

kezd e1ck en€FE
n d n
= [(Qd)_l Z 62’”61'5”] = [d_l Zcos(%m:i)]
e1ck =1
= [fa()]"

A demander vérification calculs partout.

On a donc directement :

P(S, = k) = fj (k) = | Ji@e e,

En particulier, P(S, = 0) = [ f7 > 0, et le nombre de retour a l'origine est donné par (avec
7d
la convention Sy = 0) :

+oo +00
Y PG, =0)=) lim ¢"P(S), = 0)
n=0

n=0e—1

—+00
= lim ) "&" / f3(t)dt par BEPPO-LEVY ?7?7?,
seill n=0 14

“+oo
= lim/ E e" fi(t)dt par CONVERGENCE DOMINEE,
e<l

e=>171% =0

=1lim [ (1—eff(t)"" car|fy] <1sur B donc |ef?| <1,
e<1 d
e>1 /1

= /1d (1— f(}l(t))*1 par BEPPO-LEVY 777,
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Car f; (resp. (1 — f4)~") sont continues et positives sur I¢ (resp. I°\{(0,...,0),(1,...,1)}.

On a:
d

1= folx) =d™ Y (1 cos(2ma;)),

i=1

donc, pour |z| assez petit (x; assez petits), on a

422
cos(2mz;) =1 — WQ% + o(z?),
donc
1 — cos(2mz;) 13
— = S |3a)
2
donc
n?x? < 1 — cos(2mx;) < 3miaf,
d’ou J 4
o < (L= fal@) ™ < 7
3m2|z | 2]
De méme, pour x assez proche de 1;:=(1,...,1),on a:
d _ d
P T— < (1= fax) ' < 5 7
3m2 ||z — 1l w2l — 1413
Ainsi, comme — est intégrable en 0 si et seulement si d > 3, on a :

2
Ealps

+o0
D P(S,=0)=+00 sid<2,
n=0
+oo
ZIP’(Sn =0) <400 sid>3.
n=0

— Si d > 3, la somme étant finie, le nombre de retour en 0 est fini p.s.. On peut étendre
ce résultat a n’importe quel point & coordonnées entiéres, par invariance par translation.

Ainsi, pour tout R € N, (S,) ne revient qu’un nombre fini de fois dans [—R, R]?, d’oi
IP’( lim |S,| = —1—00) = 1.
n—+oo

— Sid <2, avec p = P(In € N*| S, = 0) et N le nombre de retours en 0 (instant initial
exclu), pour m € N, on a :P(N > m) = p™. Par 'absurde, supposons p < 1. Alors :
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E[N]=Y P(N=mm= Y (B(N>m)-P(N>m+1)m=» (p"-p")m

meN meN* meN*
. 1Y 1
= > ml—pp"=(1-p)x (p)=— <+o0
1—x 1—p
meN*
=E|> 1{Sn:0}] =Y P(S, =0) = +oo,
neN* neN*

D’ou la contradiction, ce qui achéve la preuve.
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