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Définition 1 Nombre de MERSENNE. Pour ¢ € N, on appelle nombre de MERSENNE le nombre :

M, =29 —-1.

Remarque Pour ¢ € N\{0,1}, si M, est premier, alors ¢ est premier. En effet, si ¢ = pr et

n—1

29 —1 est premier, on a 27 —1 = (2P)" —1, donc 2P — 1 divise 29—1 (car X" —1 = (X —1) ZXk,
k=0

et on peut remplacer n par r et X par 27). Comme 2¢ — 1 est supposé premier, il vient p = 1

ou p = ¢, donc ¢ est bien premier !
Notation On note P ’ensemble des nombres premiers.

Théoréme 2 Pour tout nombre premier impair ¢, on a :
2¢-1
M, eP = (2+V3) =-1[M,].

Preuve. On procéde par double implication.

Supposons M, premier et voyons ce que 'on entend par V3. On définit

A= (Z/M,Z X)) J{(X*—3)

Montrons que A est un corps. Pour cela, on va montrer que X? — 3 est irréductible sur
Z |M,Z, c'est & dire que 3 n’est pas un carré modulo M,. Montrons dans un premier temps

que 3 est un carré modulo p € P si et seulement si p = +1[12].

La loi de réciprocité quadratique permet d’écrire :

BE)-cr

donc

3 est un carré modulo p <= (g) = (—1)%1.

Le seul carré non nul (car on veut p premier) modulo 3 étant 1, 3 est un carré modulo p si

et seulement si :

— =13
— p=1[3] et P—2_y [2], donc b [ , donc p = 1[12] par le théoréme des restes
p=1H4
chinois ;
_ p—1_ p=2[3l=-1[3] _ -
— oup=2[3|et "B 1[2], donc , donc p = —1[12] par le théoréme
p=3[4]=-1[3]

des restes chinois.
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Examinons maintenant M, modulo 12 pour ¢ nombre premier (d’aprés la remarque) impair.

On a 221 — 1 =7, puis, par récurrence :

QARFDHL ] =4 5 2%+ 1 [12] =42 — 1) +3[12] =4 x T+ 3[12] = 7[12]

On a donc Ms,+1 = 7[12] pour r € N*, donc M, = 7[12] pour g € P\{2}.

Ainsi, 3 n’est pas un carré modulo M,, ce qui montre que A est un corps. La classe de X

dans A est alors une racine de 3, que on note v/3.

On a 2M, = 0[M,], donc 27" = 2[M,], donc 2'% (g est bien impair) est une racine de 2
dans Z /M,Z, que I'on note V2.

On peut donc définir dans A :

Comme 3 n’est pas un carré modulo M, on a dans A :

(\/§>Mq:3Mq;1\/§:_1\/§'

Ainsi, A étant de caractéristique M,, pour tout (a,b) € Z /M,Z, on a :

(a + b\/g)Mq =a — bV/3.

C’est en particulier le cas pour a € {\/5, 1} et b€ {0,1}, donc :

pMt =p.
On remarque que p°> = 2 + /3 et que pp = —1. Il vient donc :

Mg+1

(2+V3) ~

= (2+ \/3)%1 — 1

On a donc bien le sens direct.

2¢-1
Supposons a présent (2 + \/3) = —1[M,], ot on se place dans une extension A
de Z /M,Z contenant une racine de 3, notée V3. Si 3 est un carré modulo M,, on prend

A=17Z/M,Z, sinon, on reprends A = (Z /M,Z) /<X2 — 3>.

Par I’absurde, supposons M, ¢ P et donnons-nous p € P un de ses diviseurs (on a p # 2).
C’est donc un diviseur de 0 dans A donc p n’est pas inversible. Il est donc contenu dans un
idéal maximal M de A (En effet, p est non-inversible, donc I'idéal engendré par p est propre.

On peut conclure par le théoréme de KRULL (équivalent & ’axiome du choix, se démontre en
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prenant l'union de chaines (pour 'inclusion) d’idéaux propres, et par utilisation du lemme de
ZORN)). Ainsi, A/M est un corps de caractéristique divisant p (car p € M), donc égale a p
(car p est premier), donc A/ M est isomorphe a Z/pZ.

Soient a et 3 les classes de 2+ V3 et 2 — V3. Ona o ' = —1 [M,], donc « est d’ordre 27
dans A/ M = Z/pZ (car p est impair).

OnaQ =Y —a)(Y —B)=Y?—4Y +1 € A/M[Y]| = Z /pZ [Y]. Ainsi, a est racine de
@, donc o aussi, donc o = o ou o = f3.

Si o = a, alors 29 p — 1. Comme p|M,, p < M,, donc c’est absurde. On a donc of =
B=a"t=a. Doncp=27—-1[27, donc p =27~ 1= M, ce qui est absurde. Donc M, est

premier, ce qui termine la preuve.

]
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