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Proposition 1 La fonction I' ’EULER
+o0
['(z) = / t*"te7tdt  (ou 77 = FTHIn®)
0

est bien définie et holomorphe sur Qg = {2z € C, Re(z) > 0}.

Preuve. On utilise le théoréme d’holomorphie sous l'intégrale, avec f(t,z) :=t* ‘e " :
— At e R™ fixé, f(t,-) est bien holomorphe sur C,
— A 2 € fixé, f(-,2) est bien intégrable sur R™*, car

’f(t, Z)‘ _ eln(t)(Re(z)—l)—t

— Pour K un compact de Qq, Re(z) € [a,b], a > 0, pour z € K, donc

t* et sit €]0, 1
Vze Kt e R |f(t,2)] < 10 1)

et sit € [1, +oo]

Ces fonctions étant intégrables sur R™, et €y étant un ouvert de C, on peut bien conclure

grace au théoréeme d’holomorphie sous l'intégrale.

]

Théoréme 2 La fonction I' se prolonge & C\ — N en une fonction holomorphe, dont le résidu

="

en —n est
n!

(ces poles sont par ailleurs simples).

Preuve. Une intégration par parties permet d’avoir :

+o0 Foo
VzeQ, T(z+1) = / tetdt = [t + z/ t*le7tdt = 2I'(2)
0 0

Ainsi, en itérant le procédé, on peut prouver que (avec la convention que le produit vaut 1

quand il est indexé sur le vide ) :

Vne N)Vz e Qy, I'(2) =T (z+n Hz+z—1
=1

A n € N fixé, le membre de droite définit une fonction holomorphe sur
Q, :={z € C\ —N,Re(z) > —n}

qui coincide avec I' sur 2y ouvert non vide de C. Ainsi, par prolongement analytique, on a
affaire & un prolongement holomorphe de I' a €2,,. Ceci étant vrai pour tout n, I' se prolonge
bien & C\ — N = UQ”‘

neN
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Pour n € N, on a au voisinage de —n

(z4n)'(2) = (z4n)l(z4n+1) H(z—i—i—l) V=T (z4n+1) H 24i—1) — — I'(1) H(_i)—l _ (—nl)n

i=1 i=1

D’ou le résultat attendu sur les résidus.

Théoréme 3 On a la formule de WEIERSTRASS :

1 >

e I1(+ %) e

n=1

qui prouve en particulier que la fonction T e prolonge en une fonction entiére.
Preuve. On considére, pour z € R™* et n € N*

I = +o01 71 1—3ndt
n(T) - Low -

qui converge vers ['(z) par convergence dominée, grace a la domination (licite car 1 —u < e

n

qui est bien intégrable sur R™ par ce qu’on a vu précédemment.

—Uu

— tz—lenln(lfi) S ta;—le—t

Une intégration par parties donne :

t* t\"1" tx — t\" 1n [ t\"

PP A R (Y A PR OO

x n 0 0 T n n xn J, n

En itérant le processus, il vient :
n—1 . n
1 n—1 n! ntn
I.(z) = el = r+i)7?
(z) (gx—ﬂ' n )/0 n”x—irnn( )

n . n -1
n” [ . ( :)3)
= — = 14+ =

=1

La fonction I' ne s’annule pas sur R™, comme intégrale d’une fonction strictement positive,

donc on peut écrire :

1 x
Vo e R™, —— = i ””(1 ‘)
T € T nﬁlrfoo n 11 + ;
Or,
n % = efxln( ) eanez(anln(n))
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ou H, désigne la n-iéme somme partielle de la série harmonique. Comme H,, — In(n) — ~
n—+00

la constante d’EULER, on a bien :

n

1 x @
R™, —— = ze™ (1 —) i
Vo € ') xe g + ; e

Il reste & montrer que la formule définit une fonction entiére sur C. Il suffit de prouver que
le produit est bien holomorphe, les autres fonctions entrant en jeu I’étant clairement. On utilise

le critére d’holomorphie d’un produit infini de fonctions holomorphes : Il suffit de prouver que
+oo

x

Z (1 — (1 + —>) est normalement convergente sur tout compact de C, les fonctions sous le
i

i=1

produit étant bien holomorphes sur C. Soit R € R™* i € N* et z € D(0, R), on a :

(e =) 0= Fran@))| == (- 5) - 0nl3)
a+0n(3)] = on(3)

Ainsi, le produit étudié est une fonction holomorphe pour tout R € R** sur D(0, R), donc on a

bien affaire a une fonction entiére. La fonction coincidant avec T sur R™ qui admet un point

d’accumulation, on a bien le résultat évoqué.
O
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