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Définition 1 Gδ. (Rudin)

On appelle Gδ une intersection dénombrable d’ouverts.

Rappel 2 — On se place dans l’espace de Banach (C2π, ‖·‖∞) des applications 2π pério-
diques de R dans C,

— On note, pour f ∈ C2π, k ∈ Z, ck(f) le coefficient de Fourier de f d’indice k, et

Sn(f) =
n∑

k=−n

ck(f)eık·.

Théorème 3 1. Pour tout x0 ∈ R, il existe un Gδ dense D de (C2π, ‖·‖∞), tel que pour tout
f ∈ D,

sup
n∈N
|Sn(f)(x0)| = +∞.

(en particulier, la série de Fourier de f diverge en x0.

2. Il existe un Gδ dense ∆ de (C2π, ‖·‖∞) tel que pour tout f ∈ ∆,ß
x ∈ R, sup

n∈N
|Sn(f)(x)| = +∞

™
soit un Gδ dense de (R, |·|).

Preuve.

1. On a, pour n ∈ N, f ∈ C2π et x ∈ R :

Sn(f)(x) =
n∑

k=−n

1

2π

∫ π

−π
f(t)e−ıktdteıkx =

∫ π

−π
f(t)

1

2π

n∑
k)=−n

eık(x−t)dt︸ ︷︷ ︸
=Dn(x−t)

.

On rappelle qu’on a, pour x 6≡ 0 [2π] :

Dn(x) =
1

2π

sin
(
2n+1

2
x
)

sin
(
x
2

) .

Par changement de variable, on a :

Sn(f)(x) =

∫ π

−π
Dn(u)f(x− u)du = Sn (f(x− ·)) (0).

Comme l’application

(
C2π −→ C2π
f 7−→ f(x− ·)

)
est un homéomorphisme, donc transforme

un Gδ est un Gδ. Il suffit donc de prouver le premier point pour x0 = 0. On cherche à
appliquer le théorème de Banach-Steinhaus.
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On considère, pour n ∈ N, les formes linéaires

ln :

(
C2π −→ C
f 7−→ Sn(f)(0)

)
.

On a alors, par parité de Dn :

|ln(f)| =
∣∣∣∣∫ π

−π
Dn(−t)f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0

|Dn(t)||f(t)|dt ≤ ‖Dn‖L1
‖f‖∞.

Donc ln est continue sur (C2π, ‖·‖∞) et ‖ln‖Lc ≤ ‖Dn‖L1
.

De plus, pour ε ∈ R+, en posant fε =
Dn

ε+ |Dn|
, on a fε ∈ BC2π(0, 1), et :

ln(fε) =

∫ 2π

0

Dn(t)2

|Dn(t)|+ ε
dt ≥

∫ 2π

0

Dn(t)2 − ε2

|Dn(t)|+ ε
=

∫ 2π

0

(|Dn(t)| − ε) dt = ‖Dn‖L1
− 2πε.

D’où, en passant à la limite en ε : ‖ln‖Lc = ‖Dn‖L1
.

On peut appliquer le théorème de Banach-Steinhaus appliqué à la famille (ln)n∈N∗ , on
a :

— Soit il existe M ∈ R+ tel que pour tout n ∈ N∗, ‖ln‖Lc ≤M ,

— Soit il existe D un Gδ dense de (C2π, ‖·‖∞) tel que pour tout f ∈ D,∑
n∈N

|ln(f)| = sup
n∈N
|Sn(f)(0)| = +∞.

Pour conclure, il reste à voir qu’on ne se trouve pas dans la première situation. Par ce qui
précède, on a :

‖ln‖Lc =
1

2π

∫ π

−π

∣∣sin (2n+1
2
t
)∣∣∣∣sin ( t

2

)∣∣ dt =
1

π

∫ π

0

∣∣sin (2n+1
2
t
)∣∣∣∣sin ( t

2

)∣∣ dt ≥ 1

π

∫ π

0

∣∣sin (2n+1
2
t
)∣∣∣∣ t

2

∣∣ dt

≥ 2

π

∫ 2n+1
2

π

0

|sin(u)|
u

du −−−−→
n→+∞

+∞.

2. Soit xk une suite dense de [−π, π[, et Dk un Gδ dense associé comme dans le premier
point.

On pose ∆ =
⋂
k∈N

Dk. C’est bien un Gδ par définition, dense dans C2π par théorème de

Baire. Par définition, pour f ∈ ∆ et k ∈ N,

sup
n∈N
|Sn(f)(xk)| = +∞.
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Pour f ∈ ∆, on a :ß
x ∈ R, sup

n∈N
|Sn(f)(x)| = +∞

™
=
⋂
p∈N

ß
x ∈ R, sup

n∈N
|Sn(f)(x)| > p

™
=
⋂
p∈N

(⋃
n∈N

{x ∈ R, |Sn(f)(x)| > p}

)
.

Par continuité de Sn, {x ∈ R, |Sn(f)(x)| > p} sont ouverts, donc
⋃
n∈N

{x ∈ R, |Sn(f)(x)| > p}

aussi, donc l’ensemble considéré est bien un Gδ. Il est enfin dense dans R car il contient
(xk)k∈N et que les Sn(f) sont 2π périodiques.
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