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Prépa Agreg Option D DVP Systéme hyperbolique linéaire

Remarque On trouve ce type d’équation par linéarisation de phénoménes de transport, pro-
pagation d’ondes (ex : équation d’EULER compressible pour un gaz parfait polytropique, mo-

délisation du trafic routier...).
On étend la transformée de FOURIER aux fonctions vectorielles, coefficient par coefficient.
On note :
0 ( R™ —  R™ )
T\ & o VI P
Théoréme 1 Soient m € N*, a > m, uo € L*(R™) tel que

€ —s (€)M aip(€) € LA(R™)

et (Ai)ie[[l,m]] € Sm(R)

Alors il existe une unique application v € C'(R™,L*(R™)) telle que pour tout (j,t) €
[1,m] x RY, 8,,u(t, ) € L*(R™) et

O+ Y Ajdru=0
=1 (1)

u(0,x) = up(x) pour presque tout z € R™
Preuve.

Lemme 2 Pour £ € R™, A(§) = g &A; € Siu(R) et, par continuité de la transconjugaison,
i=1
on a :

(exp(itA()" =) (GA©))" _ > CAE)" _ exp(—1t AE)

n! n!
n=0 n=0

donc exp(itA(§)) est unitaire, et
Jexp(AE))], = 1

Montrons P’existence de u. On suppose qu'une telle solution existe et est suffisamment
réguliere pour effectuer les calculs suivants (par exemple, on suppose u € D(RT x R™ R™)).

L’application de la transformée de FOURIER en z & (1) permet d’avoir :

Oyt + 2um Y & A =0
Py (2)

@(0,+) = 1g pour presque tout & € R™

A £ € R™ fixé, on a affaire a un systéme différentiel linéaire a coefficient constant, donc @ doit

coincider avec

o ( R* x R™ —s o >
(18— exp(=2mtA(E))io(6)
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Montrons que la transformée de FOURIER inverse de @ est bien solution de notre probléme.

— Montrons que F (i) est bien définie : Pour (t,£) € Rt x R™, on a, par le lemme :
|i(t, &) = |exp(—2umt A(€))ip(€)] < )< )5 iy () % <§>7(%+1)‘

Par hypothese, ‘<§>%+1 io(€)| € L*(R™) et, comme o > m, (5)_(%“)‘ € L*(R™). Par
I'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ, le produit de ces fonctions est dans IL'(R™), donc on

a

a(t, ) € LY(R™, C™)

et ainsi, pour tout ¢t € R, pour tout z € R™, I'application suivante est bien définie :
p p pp

uta) = [ emesae, )it

— Montrons que Yz € R™, u(-,z) € C{(R*,C™) : Pour (z,£) € (R™)?, t — 2™ 44(L, €)

est de classe C* sur R™.On peut majorer sa dérivée, pour t € R :

m

> GA;

=1

|[—2ime ™ AE)a(t, §)] < 2m[| A€l lio ()] < 2 [t (€))]

L

()3 4o €)|
()3 4o €)|

< 2mm max | Asll - <]

ic[1,m <5>%+1
<92 A, -
< 2mm max, | Aill - ()

)

o
2

De nouveau, I'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ permet de montrer que le second membre
de la derniére inégalité est dans L'. Ce membre étant indépendant de ¢, le théoréme de
régularité sous le signe d’intégration permet bien de prouver que u(-,z) est de classe C'

sur R* pour tout € R™.

— Montrons que les 0,.u existent : Pour i € [I,m], t € RY, £ € R™ fixés, z

2™ (t, €) est partiellement dérivable sur R™ selon z;, de dérivée partielle
x> 2umE eIt )

Un raisonnement similaire & I’étape précédente et 1'utilisation de 'inégalité de CAUCHY-
SCHWARTZ permet de montrer que cette fonction est majorée par une fonction L' indé-
pendante de x. Ainsi, le théoréme de régularité sous le signe d’intégration montre bien

que Oy, u est bien définie.

— Montrons que u vérifie bien (1) et que u(0,:) = ug : Par ce qui précéde, on peut
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dériver sous le signe intégrale, et on a, pour (¢,r) € RT x R™ :
) =~ [ 2meTEA(r, e

— -3 4 / €t (1, €)de = — 3 Aduult,z)
i=1 Rm™ i=1

De plus, ug € L*(R™), donc 1y aussi. On a déja vu que 1y € L'(R™), donc la transformé
de FOURIER au sens L' de v coincide avec sa transformée de FOURIER au sens L2, d’ott
u(0, +) = up.

Il reste & voir que u est a valeurs dans R™ : c’est bien le cas car V(¢,&) € RT x R™,
a(t, &) = a(t, =€), et V(t,r) € RT x R™,

u(t,x) = / 2™ (=04 (L, —€)dE = u(t, x)

par changement de variable linéaire & — —¢.
— Montrons que u(t,-) et J,u(t,-) sont dans L*(R™) : Pour t € R", ¢ € R™ et
i € [1,m],
[a(t, &) < do(€)I*
et
Gt O < 6P Hio(©F < (€ lin(©)F < [(€)F* dn(e)|

Donc, par hypothése sur 1y, & — a(t,&) et & — &a(t,€) sont dans L*(R™). Par
théoréme de PLANCHEREL, leurs transformées de FOURIER inverse sont dans L*(R"™, C™).
Or, par ce qui précéde, ces fonctions sont également des éléments de L'(R™,C™), donc

leurs transformées de FOURIER inverses sont bien u(t,-) et 0, u(t, ).

— Montrons enfin que ¢ — u(t,-) est dérivable de R* dans L*(R™) : Pour (,£) €

RT x R™, on a :

t, —t t’et]lé?\t{t}

De plus, pour tout ¢’ € [t —1,t+1]\{t} NRY, I'inégalité des accroissements finis appliquée
a 0u(0,&) — (0 —t)ou(t, &) permet d’avoir, avec ce qui préceéde, pour £ € R™ :

2

S 4 sup ]@ﬁ(t,f)]
sE[t—1,t+1)NR+

< Urtm? max [|4iZ| (€)% o (€)

ﬂ’(tla 5) — ﬂ(t, g)
t—t

— dyult, §)

2

Le dernier majorant est L' et indépendant de ¢'. Le théoréme de convergence dominée
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permet alors d’écrire :

1 t’ O —alt. -
Hu< Y )/ u( Y ) _ a{&(t,) 0
tl—t L2 t'—t
t/ eRT\{t}

Par théoréme de PLANCHEREL (isométrie), pour tout ¢’ € R™\{t},

a(t', ) —alt,-) 2
v —t

— oyu(t,-)

Ainsi, par passage a la limite en ¢, t — u(t,-) est dérivable de R* dans L?*(R™), de
dérivée t — Ouu(t,-), donc u € CH(R*,L*(R™)), ce qui permet d’achever la preuve de

I'existence de u.

Montrons 1'unicité de wu. Par linéartié du systéme, il suffit de démontrer le résultat
pour ug = 0. Montrons donc qu’alors, 0 est la seule solution du systéme. Soit donc v €
C'(R™,IL*(R™)) une solution du systéme.

Rt — L%R™)

to— o)
différentiables ({-, -);» est continue sur L*(R™) par CAUCHY-SCHWARTZ, donc différentiable, et
t — v(t,-) est dérivable de R™ dans L*(R™) par définition) et on a, pour t € R* :

L’application V' : < ) est dérivable comme composée de fonctions

V() = 2(0w(t, ), v(t, )y

Par densité de D(R™) dans H'(R™) (admis), pour ¢ € RT fixé, on se donne (up)nen €
2 2
DR™" telle que u, L—+> v(t,) et Vi € [1,m], Ou,u, L—+> Oy, v(t,-). Pour i € [1,m], on
n—-+0o0 n—-—+0oo

définit :
I ( L2(R™)?2 —s R )
(wi,wa) +— (Awy, wa)ps
qui est bilinéaire symétrique par symétrie de A; et continue par inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ.
Pour n € N, u,, € D(R™), donc on a, par symétrie de A; et théoréme de FUBINI qui permet
de faire une intégration par partie selon x; :

<Azamzum un>]L2 - <amlum Aiun>L2 - - <Un7 Aiamiun>]L2

donc T;(0y, un, uy) = 0.

Par continuité de T}, on a :

E(axlunaun) & E(axlv(t)?l)(t?))

n—-+4o0o
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et donc
m

ZTi(axiv(tv ')7 'U(t7 )) =0

=1

On a donc, pour t € R, V/(t) = 2(dv(t, ), v(t,"))p. = —QZT,-(@CI.v(t, ),v(t,-)) = 0. Ainsi,
i=1

comme V(0) = 0, V est la fonction nulle, donc v(¢,x) = 0 pour tout t € R" et presque tout

r € R™, donc v = 0 dans C*(R™,IL*(R™)), ce qui achéve la preuve.
[l
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