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Rappel 1 On admet pour la suite le théoréme de CAUCHY-LIPSHITZ & paramétre.

Théoréme 2 Soient n € N* et f: R" — R" € C*(R",R"). On a équivalence entre :

1. L’application f est un C'-diffeormorphisme de R" sur R,

2. Pour tout x € R", D, f est inversible et f est coercive (i.e. lim || f(x)]| = —|—oo>.

l|]| =00

Preuve.

— Montrons 1. = 2. : Supposons donc 1.. Puisque f~' o f = idgn, pour z € R™, on a
D) [~ 0Dy f = idgn

Ainsi, D, f est inversible & gauche donc inversible, car R" est de dimension finie, d’inverse
Dy £

Soit R € R*. L’image réciproque de B(0, R) par f est égale a 'image de B(0, R) par
! qui est continue. C’est donc un compact, car B(0, R) est compact, car R" est de
dimension finie. Il existe donc A(R) € RY tel que f (B(O, R)) C B(0,A). Ainsi :

Ve e R", |lz|| > A= [f(z)]| > R

Cela permet bien de prouver la coercivité de f.
— Montrons 2. = 1. : Supposons donc 2.. Quitte & remplacer f par f — f(0), on peut
supposer f(0) = 0.
On commence a montrer 'existence d’un inverse a droite pour f par la méthode des
chemins. Construisons s : [ x R" — R", ou [ est un intervalle ouvert contenant [0, 1], tel
que
V(t,z) € xR", fos(t,x)=tx (1)

Alors s(1,-) sera un inverse a droite de f.
Soit I un tel intervalle et s : I x R" — R" une application dérivable par rapport a la

premiére variable. Une dérivation par rapport a ¢, on a (1) si et seulement si
V(t,z) € I X R" Dyqa) fo0s(t,z) =x et fos(0,2)=0
si et seulement si
V(t,2) € I x R dys(t,x) = (Dypay f) - et 5(0,2) € f1({0})

Ainsi, pour tout z € R", s(-,x) est solution sur l'intervalle I du probléme de CAUCHY :

dy . -1
@ - (Dyf) (2)

y(0) =0
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alors s vérifie (1).
On définit

. (R"X]R” — R )
' (x,y) +— (Dyf)_l-x

Cette application est de classe C' comme composition des applications C' :

R*xR* — R»
— qui est linéaire en dimension finie, donc C*,
(z,y) +— zouy

R — L(R"
— (R) bien définie et C' car f € C*(R",R"),
y = Dyf

— GL(R") — GLa(R") qui est bien C',
l — (!
L(R") x R* —3 Rn

— continue car bilinéaire en dimension finie.
(4, z) — ()

En particulier, pour tout z € R™, F(z,-) est C', donc par le théoréme de CAUCHY, pour

tout x € R", il existe une unique solution de maximale de (2), notée s(-, x), définie sur
un intervalle ouvert ¢~ (x),¢" () contenant 0. Montrons que t*(z) > 1.
Supposons par I'absurde qu’il existe zo € R™ tel que t* (o) < sup(I) € R. Par le principe

de sortie de tout compact, on a : hm || (t,z0)|| = 400, donc, par coercivité de f, on a

hm Hfos(t xo)|| = +o0. Or

t—tt(z

lim ||fos(t,zo)| = hm ||txo|| = tT (o) |z0]| < 400
t—st+(z0) t—tT (2o
Ce qui est absurde. Donc 1 < ¢t (z¢) = sup(/) € R. Ainsi, on peut définir s; = s(1,-) sur
R", et on a bien

fOSl = ’lan

Comme F est de classe C', le théoréme de CAUCHY-LIPSHITZ & paramétre assure que la
restriction de s & [0,1] x R™ est C'. En particulier, s; est donc C'.

Il reste & montrer que f est une bijection de R™ dans R". En effet, on aura alors f de
classe C', bijective, donc s; = f~! car s; est un inverse a droite de f. s; étant également

de classe C', f sera bien un C'-difféomorphisme de R™ dans R™.

— On a f os; =idgn, donc f est bien surjective.
— Pour montrer 'injectivité de f, il suffit de montrer la surjectivité de s;.

En effet, soient y1,y2 tels que f(y1) = f(ya). Si s1 est surjective, alors il existe 1, xo

tels que s(x;) = y; pour i € {1,2}. On a alors :

zy = fosi(r) = f(y) = fly2) = fosi(az) =29

, et donc y; = s(x1) = s(z3) = Yo, donc f est bien injective dans ce cas.
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Montrons donc que s (R") = R", par un argument de connexité.
— $1 (R™) est non vide car s; est bien définie sur R".

— Soit (z)ken € (RM)Y telle que (sq(24))ren converge vers y € R”. Par continuité
de f,on a lim fosj(ry) = lim x; = f(y), donc par continuité de de s,
k——+o0 k—+o0

y =s1(f(y)). Ainsi, s (R") est fermé.

— Soit y € 51 (R") et z € R", tel que s;(z) = y. Comme D, f est inversible, par le
théoréme d’inversion locale, il existe U voisinage ouvert de y, V' voisinage ouvert
de z tels que f réalise un C'-difféeomorphisme de U sur V. Par continuité de sy,

il existe V' C V voisinage ouvert de z tel que s; (V') C U. On a alors :
y—1 1% y—1
s (V)= fly (flg (V) = fly (V)

v—1 . L . , .
avec f|,, (V') ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une fonction
continue. Ainsi, s1(V’) est un ouvert de s;(R") contenant y, donc s;(R") est

ouvert car voisinage de tous ses points.

s1(R™) est donc ouvert, fermé et non vide, donc s;(R") = R™ par connexité de R",

donc s; est bien surjective, ce qui termine la preuve.
]

3 Antoine DEQUAY



