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Prépa Agreg Option D Théoréme maitre

Théoréme 1 Soit T': N — R, croissante a partir d’un certain rang. On suppose qu’il existe
un rang ng > 1, des entiers b > 2 et k > 0 et des réels a,c,d > 0 tels que la relation de

récurrence suivante soit vérifiée :

T(ng) =d
T(n) = aT (

n

b> + en® pour tout entier de la forme n = bPng avec p € N

Alors on a la disjonction de cas suivante :
— Sia < b alors T(n) = O(n")
— Si a = b* alors T'(n) = O(n*logy(n))
— Sia > b alors T'(n) = ©(n'o%@)

Preuve. Soit p € N, n = b’ny. Par récurrence, on a :

p—1 n\k p—1 aNi

— P i) = JgP k _
T(n) =da —i—an (bz) = da’ +cn (b’“)
i=0 =6(n) =0

———

=7(n)
d d
— daP = Jdglegv(n)—logs(no) _ logs(a)logy(n) _ logs(a) _ logy(a)
On a §(n) = da” = da™” o) = alogb(no)b platogein) — Tom o) " ) = @(n"o%\).

De plus, v(n) est une somme partielle d'une série géométrique. On distingue trois cas :

— Sia < b*, la série géométrique de raison G converge, donc y(n) est bornée. On a donc

T(n) = ©(n'**@) + 6(n*) = 0(n)

car logy(a) < k.

— Sia="b" alors y(n) = p = logy(n) — logy(ne) = O(logy(n)). Donc
T'(n) = ©(n'*"V) + O(n*logy(n)) = O (n*logy(n))

car logy(a) = k.

P
. k a -
fSla>b,alorsv(n)~ab7paveca—b%_

nak
. Donc enfy(n) ~ ca (b_p> a? ~ canfaP. Or

a? = O(n'*#@). On a donc :
T(n) = @(nlogb(a)) 4 @(nlogb(a)) - @(nlogb(a))

On a donc le résultat pour n de la forme n = b¥ngy avec p € N.

Soit n > ng et p € N tel que bPny < n < b’ ngy. Puisque T est croissante & partir
d’un certain rang, pour n assez grand on a T(b’ng) < T(n) < T(b""'ng). Or pour f €
{m — mF m — mFlogy(m), m — ml"gb(a)}, on a f(bm) = O(f(m)). Par encadrement,

on a le résultat pour tout n a partir certain rang.
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Application 2 Trifusion:a=2,b=2,k=1,ng=1,d=1, c =1, d’oil une complexité en
O(nlogs(n)) (a = b5).

Remarque — On a une version similaire avec les O, mais aussi avec les méme hypothéses

et un < a la place de I’égalité dans la relation de récurrence.

— Dans le cas du tri fusion, on n’a pas directement le résultat en posant 7'(n) comme
"le temps d’exécution dans le pire cas pour une entrée de taille n". Il faut regarder
Ton(n) = max T(k), lui appliquer le théoréme maitre (version avec I'inégalité et donc le

n

0), et enfin remarquer que T'(n) < T),(n) pour conclure.
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