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Théoréme 1 La sémantique (opérationnelle) & grands pas est équivalente a la sémantique

(opérationnelle) a petits pas.

Preuve. On veut montrer que pour toute instruction S et tous états s, s, on a :

/

(S,8) = & < (S,s) =" 4.

Lemme 2 Pour toutes instructions Sp, Sy et tous états s, s tels que (Si,s) =* s, on a

<Sl; SQ, 8> =* <SQ, S/>.

Preuve. On procéde par récurrence sur le nombre de pas :

HRy, : "Pour tout Sy, Sy, s, s, si (S1,s) =" s, alors (S1; S5, 8) = (Sy,s)."

— Pour k = 1, ok car (S1,s) = s, et par comp? , on a (S;; S, s) = (Ss,s), d’oti le résultat.
pp

— Pour I'hérédité (on suppose HRy, ...), on note (S, s) = (S},s”) =" s’. L’hypothése de

récurrence et compll)p permettent de la récurrence.

La propriété étant vraie sur Z, on a bien le résultat attendu.

Sens direct : On procede par induction sur la structure de I’arbre de dérivation.

— skip,, : OK car les régles sont les mémes en grand pas et petit pas, donc possedent la

méme sémantique.

— affy, : OK car les régles sont les mémes en grand pas et petit pas, donc possédent la

méme sémantique.

— comp,, : On suppose quon a (S1;S2,8) — s et s comme dans comp . Par hypothese
d’induction sur les prémisses, on a (S1,s) = s” et (Sy,s") =* s”. Par le lemme, on a
bien (Sy; Sy, s) =* (S,,s") =" 5.

— ify (=€ {1, T}) : On suppose qu'on a (if b then St else Si,s) — &', obtenu a
partir de if};. On a donc (S, s) — s pour B[b], = v<. Par hypothése d’induction, on a

(Spq, 8) =" &', Par if>"

op» O1L peut conclure.

— while;p : On suppose que (while b do S,s) — s” est obtenu a partir de while;p. Par

*

hypothése d’induction sur les prémisses, on a donc (S, s) =* s’ et (while b do S,s') =

s". Par while,,, il vient :

(while b do S,s) = (if b then (S;while b do S) else skip,s)
= (S;while b do S,s) car B[b]s =T,
=" (while b do S,s') par le lemme,

:>>k s//
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— while;p : On procéde de méme en utilisant la regle skip,, (pas de prémisses a prendre

en compte).

Lemme 3 Pour toutes instructions Sy, So, tous états s, s" et tout k& € N\{0, 1}, si (Sy; Sy, s) ="
s’ alors il existe ky, ky € N* tels que ky + ky = k, (S1,s) =" 5" et (S,,8") =F2 4.

Preuve. On procéde par récurrence sur le nombre de pas.

— Si k =2, par définition de la régle de composition comp?, on a forcément le résultat avec
ky = ko = 1.

— Pour k > 2 :

— Si la dérivation s’écrit (S1; Sy, s) = (Sy,s") =" & avec (S}, s) = s”, on a directe-
ment le résultat avec ky = 1,

k !

— Sinon, (S1; Sy, 8) = (S7; 99, 8") =1 &' avec (S}, s) = (S}, 5", on peut alors utiliser

I’hypothése de récurrence pour k£ — 1 et recombiner pour conclure.
m
Sens indirect : On procéde par récurrence forte sur le nombre de pas :
HRy, : "Pour tout S, s, s, si (S,s) =" s, alors (S,s) — s'".
— Pour k = 1, les seuls cas possibles sont skip et aff. On a déja vu que les sémantiques
étaient les mémes, d’ou le résultat.
— Pour k£ > 1, on distingue les différents cas selon la forme de I'instruction S :
— comp : Si S est de la forme Sy; Sy, i.e. (S1;S9,s) =k ¢ on peut appliquer le lemme,
puis 'hypotheése de récurrence sur ki,ky < k. On a donc bien (Sy,s) — s” et
(Sy,8") — &', d’ott le résultat attendu par application de comp,,.
— 1if : Si S est de la forme if b then St else S, pour < € {T,L}, si B[b]s =
>, alors, par i on a (if b then St else S|,s) = (Su,s) =M1

pp’ par hypothese
on peut conclure.

s'. Par

>

hypothese de récurrence sur k — 1 et par if

— while : Si S est de la forme while b do S, ie. (while b do S,s) =" s, alors la

dérivation commence nécessairement par
(while b do S,s) = (if b then (S;while b do S) else skip,s)

d’aprés while,,.

— Si B[b]s =T, par if;p, on a
(while b do S,s) =2 (S;while b do S,s) ="2 4

On peut alors appliquer successivement le lemme puis 'hypothése de récurrence

T

sur ki, ky < k —2 < k. On peut alors conclure grace a while,.
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— Si B[b]s = L, par if;p, on a
(while b do S,s) =?* (skip,s) = s’

On a donc s = s’ (par déterminisme). On peut enfin conclure par while,,.
[
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