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Prépa Agreg Option D p-récursive implique A-définissable

Théoréme 1 Toute fonction p-récursive est A-définissable.
Preuve. On note A I'ensemble des fonctions A-définissables.

Rappel 2 On représente les entiers (de BARENDREGT) par : [0] := Az.x et [n+1] := (F, [n]),
avec F':= \xy.y, T := \xy.x et (M, N) := Ae.aMN

Rappel 3 Une fonction x : N¥ — N est dite A-définissable si et seulement si il existe un
A-terme X tel que :

Vng,...,n, € Ny X[ng] ... [np] ~s [x(n1,...,n,)].

On dit alors que X représente x.

On va montrer que A contient des fonctions représentant les fonctions de base des fonctions

p-récursive, est stable par composition, récursion primitive et minimisation non-bornée.

— Fonction zéro : Az.[0],
— Suce : Az (F,z);
En effet, on a Az. (F, z) [n] —5 (F,[n]) = [n + 1].

ATy T ity Lty =g AT Tty Lty
—8 AT ... Tp.Tita. .. Ty
—B AT .. Ty Tty
=8 ATig1 .. Ty titivr . Ty

g /\In.titn —8 t;

— Pour x : N = N, ¢,...,9, : N* — N représentées par X, Gi,...,G)p. Alors, pour
e N* on a:

D@1 (), ()]~ X[ ()] - [p(7)] ~5 X(GA[T]) - (GH[W]),

Donc )\?.X(GH?) . (GPY) représente x (91, ..., ¢p).
— Soit ¢ : N =+ Net ¢: NP™? = N, X, G associés et ¢ définie, pour e NP par :

P(T,0) = x(T), ¢(T, k) = (T, k, (T, k = 1)).
On cherche M tel que

M7Tk ~z if (is_zero k) then X7 else G k(M T (pred k))
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avec
if then else := \xtf.atf,

is_zero := Az.(2T),
pred := A\z.(xF).

Soit 6 un combinateur de point fixe (0K ~z K(0K)) et

H := ATk if (is_zero k) then X7 else GZ k(hZ (pred k))

Alors 0 H représente . En effet, par récurrence sur k € N, on pose HRy, :
Vi e NP, [o(7, k)] ~5 OH[7][k].
— Pour k=0,0n a:
OH[R[0] ~5 HOE)[T]0] ~5 X[7] ~5 Ix(T)] ~5 [p(77,0)]-
— Pour I'hérédité en k € N* :

OH[T][K] ~5 H(OH)[T][K]
~p GIA[KI(OH [ 7] (pred [K]))
~p G k) (OH ][k — 1])
~p G KN [p(7 b — 1]
~g [T ko (T k= 1)] ~g [T, K]

— Soit x : N — N, X associé et ¢ tel que pour tout 7 € NP, on ait :
— —
(1) := pu(x (17, k) = 0).

On cherche donc un A-terme qui fait un test sur le prédicat X(ﬁ, k) = 0, qui renvoie k si

le test est valide et qui recommence avec k + 1 sinon.

On peut représenter X(ﬁ, k) = 0 par le A-terme P := )\k.(is_zero(Xﬁk’)). On pose
H := Ahk. if (Pk) then k else h(succ k).

Montrons que, avec # un combinateur de point fixe, )\?.(QH [0]), ot H dépend de 7 via
P. On fixe 7 € NP , et on suppose que X(ﬁ, k) = 0 est réalisé pour la premiére fois par
m € N. Alors :
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OH[O0] ~5 H(OH)[0] ~5 if (P[0]) then [0] else 8H (succ [0])

D’ou le résultat!

~g OH (succ [0]) ~3 0H[1] ~p H(OH)[1]
-+ ~g if (P[m]) then [m] else 6H[m + 1]

~g [m].
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