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Correction 26-MATJ1G11

Exercice 1
Partie A
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2. Ona ]P’(A N T) =100 X 100 = 100" Cela signifie que le contrdle a 6% de chance de tomber sur une

lame du fournisseur A non-conforme.

60

3. D’apreés la formule des probabilités totales, on a P(T) = P(ANT) +P(BNT)+P(CNT) = — x
ﬂ—kﬁxﬂ—kﬁxﬁ—OM—l—O114—|—0238—0892 10
100 © 100 ~ 100 © 100 © 100 ’ e

4 P(B)Ps(T) _ 155 X 185 _ 1om

" On cherche P=(B). D’apres la f le de B , P=(B) = — = = =
;10 erche Py (B). D’aprés la formule de Bayes, on a P (B) P(T) 10802 L8

Partie B

1. La loi binomiale correspond au tirage de 75 lames avec remise, chaque lame ayant une probabilité de

0,108 d’étre non-conforme. Comme X représente le nombre de lames non-conformes, on a X ~
B(75,0,108).

75

2. OnaP({X =6}) = (6

) x 0,108% x (1 —0,108)7576 ~ 0.120.

3. 0Ona:
PH{X >8})=1—-P{X <8})

8
75 _
<=1—Z(k) x 0,108% x (1 —0,108)7 k)

k=0
~ 0.422 < 50%

Ainsi, ’équipementier a bien raison.

Partie C
1. Pour I'espérance, on a :
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par linéairité de 1'espérance,

i=1 n

=—x E(X) car pour tout i € [1,n], X; ~ X,
n

—75% 0,108 = 8, 1 car X ~ B(75,0,108),

et que E(Y) = Np pour Y ~ B(N,p).

Pour la variance, on a :

=1
"\ V(X
= Z ( 2’> car les variables sont indépendantes,
n
=1
n .
=5 V(X) car pour tout i € [1,n], X; ~ X ~ B(75,0,108)
1 7,2252
== x75x0,108 x (1—0,108) = — car V(Y) = Np(1 —p) pour Y ~ B(N,p).
n n

2. Comme M,, admet une variance, on peut appliquer 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. On a :

V(M,,)
P(M, ~E(M,)| >2) <~
soit bien :
2252 1 1
P(M, —8,1 > 2) < 22202 11,8063
n 4 n
3. Ona

P(|M, —8,1| <2)>0,95 <> 1—P(M, —8,1] <2)<1—0,9
= P(|M, —8,1| >2) <0,05

1
Or, d’aprés la question précédente, on a P(|M,, — 8,1| > 2) < — 8063. On cherche a résoudre :
n
1,8063 1,8063
’ <0,05 <= n> -
n = "=7005

= n > 36,126.

Ainsi, pour tout entier n > 37, ona P(|M,, — 8,1| < 2) > 0, 95.

Cela signifie que la probabilité que le nombre moyen de lames non-conformes soit dans [6, 1; 10, 1] est
supérieure ou égale a 95% dés qu’on fait au moins 37 compétitions.

Exercice 2
1. Pour tout z € R, f(z) = 4e™™ + cos(z) + sin(z) est une fonction dérivable comme somme de telles
fonctions, on a alors f’(x) = —4e™® — sin(z) + cos(x). Ainsi, on a :

f'(z) + f(x) = —4e™* —sin(x) + cos(z) + 4e~? + cos(z) + sin(z) = 2 cos(x).
La fonction f est donc bien solution de I’équation (E), et 'affirmation est VRAIE.

2. On pose h = g — f, qui est dérivable sur R comme somme de telles fonctions. On cherche a résoudre

pourz € R: h(z) =0.0Ona:
W(z)=g'(z) - f'(x) = cos(x) — 2.
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Ainsi,
R (z) > 0 <= cos(z) —2 > 0 < cos(z) > 2.

Or, pour tout z € R, ona —1 < cos(z) < 1. Ainsi, 'équation cos(z) > 2 n’a pas de solution. On en
déduit que A’ (z) < 0 sur R. Ainsi, h est strictement décroissante sur R. De plus,

On en déduit, par le théoréme des valeurs intermédiaires, que I’équation h(z) = 0 admet une unique
solution sur R. Ainsi, I’affirmation est VRAIE.
2 i 2 i
3. Pourn € N,onawv, = n sin(n) = T sin(n)
n+1 n+1 1+ = n+1

1 2 2
*Ona lim —=0,donc lim 1—|—— =—:2.
n—+oo n n—+00 n n—+oo ] + S 1

1 sin(n)

N O) —1 <si <1,d —
na <sin(n) < onc O M I |

. Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes,

on a

i 1
lim — —0< tim 22O o g =0
n—t+oo n 4+ 1 n—+oo n 4+ 1 n—+oon + 1

Il vient donc v,, —+> 2+ 0 = 2. La suite converge, donc I'affirmation est FAUSSE.
n—+oo

4. On procede par récurrence. Pour n € N*, soit I'’hypothése de récurrence H(n) : “u,, = n?”.

« Onawu; =12 =1, donc H(1) est vraie.
« Soit n € N*, supposons H(n), et montrons H(n +1).Onau, ; =u, +2n+1=n>+2n+1=
(n + 1)2. Ainsi, H(n + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence, on a donc u,, = n? pour tout n € N*. Ainsi, 'affirmation est VRAIE.

5. On remarque que (u,,) est une suite geometrlque de raison e~ ! et de premier terme u, = 1. Ainsi,
ne

1—e (™D eg(l—e ")) e
toutn € Nyonas,, U, = ek = = = .
pour tou ona E k= E T p— |
e e
Or,comme lim e ™ =0,ona lim S = ——. Ainsi, la suite (S,,) __ converge bien vers ,
n——+00 n——+00 e—1 neN e—1

donc 'affirmation est VRAIE.

Exercice 3

/Tf.ﬁz :1><0—|—0><%+1><1:1.

2

= O N
N O

b. Ona AI.AJ = HfoH X ||If” X cos(I/A\J) =1, donc:
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o

1
O oo @i Vixyio®

— 4
En appliquant la fonction arccos, on obtient /A.J = arccos (5) ~ 36,9°.

1
4zl < |a7]

cos (I/;‘f]) =

1
X

=N O

1
2
0
1

3. a. 1-0 1
OnaKC|1—0] =] 1 |.Onpeutcalculer:
1 1
) 2
1
_ 2 1 1 1
AILKC=1]0 1 :—><1-|—O><1+1><<——>:0.
1 2 2
1) \—2
et
0 1 1 1
AJKC= |3 1 =0x1+—x1+1x<——>=0
2 )| L 2 2
2

Ainsi, KC est orthogonal a Al et 3 AJ. On en déduit que KC est bien orthogonal au plan (AIJ),
car les vecteurs AI et AJ forment une base du plan (ils sont non colinéaires d’apreés la question
précédente, angle I AJ étant non nul et différent de 180°).
b. 1
1

Le vecteur KC est donc un vecteur normal au plan (AIJ). Ainsi, une équation du plan

1

2
1
(AIJ)estdelaformel xz+1xy+ (—5) X z = d, avec d a déterminer.

1
Comme le point A(0, 0,0) appartient au plan (AIJ),onal x0+1x 0+ <—§> x 0 =d,soitd =
1
0. Ainsi, z +y — 3% = 0 est bien une équation du plan (AIJ).

4. a. 1
Comme KC'| 1 | estorthogonal au plan (AIJ), c’est un vecteur directeur de la droite (LC).
1
2
Ainsi, comme C(1, 1,0) appartient a (LC), une représentation paramétrique de la droite est, pour
teR:
z=1+1xt
(KC):qy=1+1xt
z=0+—3xt

On chercher donc a résoudre le systéme suivant, correspondant a I'intersection de la droite (KC) et
du plan (AIJ):

T+y—1z=0
r=1+1
y=1+1¢
z:—%t

Ona:
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s+y—22=0 [1+t+1+4t—1(-1t)=0
r=1+1¢ r=14+1
y—1+t i DR
__1 __1
2+ 9t = tz_g t——%
r=1+1 z=1+1 :%
i PR y=1+t y—1
_ 1 __1
\Z——Et Z——ﬁt z %
. , 114
Le point L a donc pour coordonnées L 9°9°9 )
b. La distance du point C au plan (AIJ) est réalisée par la norme de LC, par définition de L. Comme
1 8
e ([
LC = —g g |.-ona:

2ol = (3 + (B) + (-4) - fe e e 164
N 9 9 9/ V81 8 8 V&8 V9o 3

4
Ainsi, la distance du point C au plan (AIJ) vaut 3

5. a. 1— % %
Le vecteur IM | m — 0 | = | m | étant un vecteur directeur de la droite (I M), une représentation
1-1 0

paramétrique de la droite (I M) est, pour s € R, en se basant sur les coordonnées de I (5, 0, 1> :

w=%+%xs
(IM):{y=0+mx s
z=14+0xs

On retrouve bien la représentation paramétrique donnée dans I’énoncé.

b. 1 :
On rappelle quona KC| 1 | et IM | m |. Comme ils n’ont pas les mémes composantes non-
1
—3 0
2

nulles, ils ne sont pas colinéaires. Ainsi, les deux droites sont coplanaires si et seulement si elles
sonnt sécantes. On cherche donc a résoudre le systéme suivant, correspondant a I'intersection de la
droite (K C) et de la droite (I M) :

(le-l—t
y=1+1
_ 1
<Z—:§t1
1':§+§S
Yy=ms

z=1

\
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,le—i—t
=14t
Z——lt 1+t=1+1s t=—2 =2
3 27 = ltt=ms <= <{-1=1l+ls=s=—
r=2%41g 272 )
2 T2 1y = —1=ms m =z
Yy =ms 2 3
z=1

1
Les droites (IM) et (KC) sont donc coplanaires si et seulement si m = —. L’affirmation est donc
FAUSSE.

Exercice 4
Partie A
1
l.a. « Ona lim In(z) = —ocoet lim — = +o0, donc lim f(z) = —ooc.
z—0t z—0t I ln(ac) z—0t
* Par croissances comparées, ona lim =0.

T——+00 11;2
b. La courbe C; admet donc une assymptote verticale d’équation z = ( et une asymptote horizontale en

+o00 d’équation y = 0.
2. La fonction f étant dérivable sur |0, +oo[, on a bien :

L x 2?2 —In(z) x 2z _z—2In(zx)r 1—2In(x)

’ _z
f ($> - (w2)2 - 74 3
1
3. Pour x €]0,+oo[, f/(z) >0 <= 1—2In(z) > 0 <= 2In(z) <1 < In(x) < ;e < e2 par stricte
1
croissance de I'exponentielle et car — > 0 pour tout z > 0.
x
Ainsi, d’apreés la question 1, on a le tableau de variations suivant :
T 0 e% +o00
1—2In(z) + (E) —
T !
ey + ' +
f'(x) - 0 _
T
i P g—
f(eQ) 2 \
f(z) 0
—00

4. Un équation posisble est : A : y = f'(1)(z — 1) + f(1). Comme In(1) = 0, il vient f(1) = 0et f'(1) =
1. Ainsi, ’équation réduite est A : y = x — 1.

5. La fonction f étant deux fois dérivable sur |0, +00[, on a bien :

iy - 2 = (L 2In() X 3e® | —20® 30+ 6a%lnfa) _ Gln(e) 5

(1'3)2 336 :E4

6. a. On regarde le signe de la dérivée seconde. Pour z €]0, +oo[,ona f”(z) > 0 <= 61ln(z) — 5 > 0 <

)
61ln(z) > 5 < In(z) > At > 6 par stricte croissance de 'exponentielle et car — > 0 pour
T
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tout z > 0. Ainsi, la fonction f est concave sur ]0, e¢] et convexe sur [e, +c0[. Comme f(e%) =

3 : o . 5
—, 'unique point d’inflexion est donc | €5, —

6es3 be3

b. On a vu que sur 'intervalle ]0, e%], la fonction f est concave. Ainsi, la courbe € est située en-

Jor

dessous de ses tangente, et c’est en particulier le cas pour la tangenteen z = 1,car0 < 1 < es =
In(x
2,3. On a donc, pour z €]0, e8],z — 1 > f(z) = <2 )
T

7. Par croissance de la fonction exponentielle, comme 1/2 < 5/6, on a ez < es. Ainsi, I'intervalle [e%, +o0]
est inclus dans 'intervalle [e%, +oo[. D’apreés la question 3, sur cet intervalle, f est strictement
décroissante, et g(z) = z — 1 y est strictement croissante. Ainsi, pour tout & € [e6, +oo[, ona f(z) <

5
f(e%) = 6ok < g(e%) —ef—1< g(x) (la seconde inégalité vient de la question précédente). On a
es3
1
donc bien, pour tout = € [e§, +o0f, g(z) =z — 1 > %Zc) = f(z).
On pouvait également poser h(x) = © — 1 — f(x), étudier ses variations et ses bornes pour conclure que
h(z) > 0 pour tout z €]0, 4+00|.

Partie B

1. Pour n € N*, I, correspond a I’aire sous la courbe C’f, entrex =1letz =n.

n+1 n
2 Soitn € N*, on a, par la relation de Chasles : I, ; — I, = / f(z)dz — / f(z)dz =
n+1 1 1
/ f(z)dz.

n
On a vu que f(1) = 0. D’aprés la question 3, f est strictement croissante sur [1, e%] et strictement
décroissante sur [e2, 400, avec 0 comme limite en +oo. Ainsi, pour tout z € [1, +0c[, ona f(z) > 0.

n+1
Pour toutn € N*,onadonc I, ; — I, = / f(z)dz > 0, soit donc I,, ,; > I,,. La suite est donc bien
n
croissante.

3. La fonction f étant strictement décroissante sur [ez, +o00], elle I'est en particulier sur [2, 4+occ[. Pour i €
[2, 9], le rectagle de base [i,¢ + 1] est donc de hauteur f(i) :

from math import *

S=1/ (2 * exp(l))
for i in range(2, 10):

S =S + log(i) / (i ** 2)
print(S)

4. Soit n € N*, on a bien :

2

" 1
I, / In(z) x —dz
1

In(z)1" L T |
[— ( )] — / — X —dzx par intégration par parties avec les fonctions C! sur [1, n] :
1

T ], T
1 In(1 "1 1
- Do) dall) / e u(z) = In(a), v'(z) = =,
1 1" 1 1
__In(n) [__} W(z) = =, v(z) = —=
n x], T T
Inn) 1 1 n—1-—In(n)
= — =
n n 1 n
—1-1 1 1
> On a, pour toutn € N*, [ = n—n(n) =1——— n(n) Ainsi,

n n n
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lim I, = lim 1— P00 gy <l+1n(">)_

n—+oo n—+oo n n—+oo

In(n)

Or, par croissances comparées, ona lim = 0. Ainsi,

n——+o0o n

141
lim I, =1— lim +—n(n):1_ lim (l—FM):l—((H—O):l.

n—-+00 n—-+00 n n—+oo \ N n
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