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1 TD 1 : Propriétés élémentaires, exemples

Exercice 1.1. Soit (G, *) un ensemble muni d’une loi de composition interne associative.
On suppose que :
1. * admet un élément neutre a droite (il existe e € G tel que pour tout x € G, on ait
Txe=ux)
2. tout élément z € G admet un symétrique a droite (i.e pour tout = € G, il existe
2’ € G tel que z =2’ =e).

Montrer que G est un groupe (commencer par montrer que I'inverse a droite est aussi un
inverse a gauche).

Démonstration. Soit x € G, il existe 2’ € G tel que = * 2’ = e. On va montrer que z’ est
aussi I'inverse & gauche de x.

Par la propriété 2, il existe " € G tel que 2’ * " = e. Par associativité x = z x e =
zx(2'x2") = (z+2')*2” = exa”. Onadonc a’sx = 2’ *(ex2") = (' xe) 2" = 2/ «2" = e.
On a bien montré que pour tout x € G il existe 2’ € G tel que z x 2’ = 2’ * x = e.

Montrons maintenant que x*e =exx =x. Onaexx = (x*2')xx =z * (2’ » ) =
Txe=x. O

Remarque. Si = n’est pas associative, on ne peut pas conclure que G est un groupe. Pour
(N, ) ot @ *b = a’, * est bien une loi de composition interne non-associative, de neutre a
droite 1, qui vérifie 1. et 2., puisque a* 1 = a' = a et a *0 = a® = 1 pour tout a € N avec
la convention 0° = 1. Cependant, v/2 ¢ N, donc 2 ne posséde pas d’inverse a gauche dans
ce groupe.

Exercice 1.2 (B.A.-BA.). Pour chacun des couples suivants (ensemble, loi de composi-
tion), justifier s’il s’agit ou non d’un groupe.

1. (Q,%) avecaxb=a+b+ aabet a e Q.
2. ({AeMxz(Z) | det(A) # 0},-), ou - est la multiplication usuelle pour les matrices.

Démonstration.

1. Si o = 0 c’est un groupe, mais si « # 0, alors I’élément a = %1 n’a pas d’inverse.

2. 215 mais pas dans My(Z), donc Mo(Z) n’est pas un groupe.
O

Exercice 1.3. Soit H une partie non vide d’un groupe G qui est stable par la loi de groupe
(g,h € H= ghe H). Montrer que, si H est finie, H est alors un sous-groupe de G. Donner
un exemple de couple (G, H) avec H multiplicativement stable mais o H n’est pas un
sous-groupe de G.

Démonstration. La loi sur H induite par celle sur G est une loi de composition interne
associative.

Si on note e 'élément neutre de G, on va montrer que c’est un élément de H.

Soit h € H, et soit fr: N* — H n — h". Puisque ’ensemble H est fini, la fonction fj
n’est pas injective. En particulier, il existe deux entiers n < m tels que A" = h'™. Puisque
h € G qui est un groupe, il admet un inverse A~ € G. En multipliant I’égalité précédente
par h™™, on obtient A’ " = e ot m —n > 1. Ainsi e € H et tout élément h de H posséde
un inverse de la forme h™~"~1,

Finalement H est un sous-groupe de G.

Pour l'exemple, N est une partie de (Z, +) stable par addition mais n’est pas un sous-
groupe de Z. O



Exercice 1.4 (B.A.-BA.).

1. Montrer que tout sous-groupe de Z est de la forme nZ ou n € N.

2. La réunion de deux sous-groupes n’est pas toujours un sous-groupe : donner un
exemple.

3. Montrer que si H et K sont deux sous-groupes d’un groupe G, alors H u K est un
sous-groupe si et seulement si K ¢ H ou H c K.

4. Déduire de 3. qu'un groupe G ne peut étre la réunion de deux sous-groupes différents
de G.

Démonstration.

1. On remarque que les nZ pour n € N sont des sous-groupes de Z.
Soit I un sous-groupe. Le résultat est évident si I ne contient que 0. Sinon, I contient
un élément n > 0. L’ensemble I "N* est non vide et admet donc un plus petit élément
n. On a donc nZ < I. Réciproquement, si m est dans I, la division euclidienne de m
par n donne m = ng + r avec 0 < r < n. Comme [ est un groupe, r = m —nq € I.
Par minimalité de n, r = 0, d’ou i = nZ.

2. Avec la question précédente, on voit que 2Z U 3Z n’est pas un sous-groupe de Z
puisque 2 et 3 sont dans 27 U 37Z mais pas 2 + 3 = 5.

3. Pour le sens réciproque, sans perdre de généralité, on peut supposer que H c K.
Alors H u K = K qui est bien un sous groupe de G.
Pour le sens direct, on prouve la contraposée. Supposons que K & H et H & K. Alors
il existe h € H\K et k € K\H. En particulier h,k € H U K mais pas hk ¢ H U K.
En effet :
hke H— h 'hk =ye H,

car ke H, et
hke K = hkk ' =he K,

car k1 e K.

Donc H u K n’est pas un groupe.

4. Soit G un groupe et H, K deux sous-groupes de G tels que G = H u K, alors par
la question précédente, on a H ¢ K ou K < H. Sans perte de généralité, on peut
supposer H ¢ K, et alors G = K u H = K. Ainsi, GG ne peut pas étre la réunion de
deux sous-groupes propres.

O

Exercice 1.5. Vérifier que pour tout n > 1, U,, := {62%7r | k € N} est un sous-groupe fini

de (C*,-). Montrer que la réunion des U,, forme un sous-groupe de C*. On notera qu’il
est infini et que tous ses éléments sont d’ordre fini.

Démonstration. On vérifie aisément les axiomes de sous-groupe des U,, tout comme le
caractére infini de U. Vérifions les axiomes de sous-groupe pour U. On a :

—eclU; U,

— pour z € U, il existe n € N* tel que = € U,, et alors =t e U, c U,

— Pour la stabilité par multiplication, il suffit de remarquer que : = : U, x U,, —

Un+m.-

Le groupe U = | J,,>; Un est donc bien un groupe infini dont chaque élément est d’ordre
fini (car appartenants & un sous-groupe fini de C*). Il peut aussi étre interprété comme le
quotient Q/Z. O

Remarque. On peut méme calculer 'ordre d’un élément de U :
2ikm
Soit x = e » € U,. On note m > 1 l'ordre de x. Puisque '™ = 1, cela implique

€ N. Puisqu’il s’agit de 'ordre de = c’est le plus petit entier m non nul tel que kTm e N.

km
n



On note d = pged(n, k). Ainsi, si kTm e N, il existe a € N* tel que mk = an, soit encore

E_ n . P R TR k . k noqios .
my = ay. En particulier d1v1lje my; et est premier avec ;. Donc 7 divise m. Puisque m
est le plus petit entier tel que =* € N, la condition précédente impose que m = %. Donc

l'ordre de x est m.

Exercice 1.6. Soit les éléments de GL(2, C) suivants :

(50 () ()

et notons 1 la matrice identité de GL(2,C).
1. Montrer que : I? = J? = K? = [JK = —1.
2. En déduire que {1,—1,1,—1I,J,—J, K,—K} est le groupe engendré par I,J et K.
Vérifier qu’il n’est pas abélien. Ce groupe d’ordre 8 est appelé groupe des quaternions,
noté Qg.

3. Donner la liste des sous-groupes de (g.

Démonstration.

1. Les calculs sont immeédiats.

2. A T’aide de la question 1, on vérifie que tout élément admet un inverse dans cet
ensemble (par exemple I~! = —T) et que I"ensemble est stable par produits : I.J = K,
JI=—-K,IK=—-J, KI=J,JK =1, KJ=—1I. Cela prouve aussi qu’il n’est pas
abélien.

3. D’aprés le théoréme de LAGRANGE, les sous-groupes de Qg sont d’ordre 1, 2, 4 ou 8.

— Le sous-groupe d’ordre 1 est {1}.

— Celui d’ordre 2 est {1,—1}.

— Il y a plusieurs sous-groupes d’ordre 4 qui sont ceux engendrés par 1 et n’im-
porte quel autre élément différent de —1 a savoir : {1,—1,1,—1I}, {1,-1,.J,—J},
{1,-1,K,—K}.

— Le sous-groupe d’ordre 8 est Qs.



2 TD 2 : Morphismes, ordre d’éléments, classes

Exercice 2.1 (B.A.-BA.). Décider pour chacune des applications suivantes, si ¢’est un
morphisme et, si c’est le cas, indiquer si celui-ci est injectif, surjectif. On pose n > 2.

L f: Mu(R) > My(R), a — a+ ‘a.

2. f: GL,(R) = GL,(R), a — ‘a.

3. f: GL,(R) - GL,(R), a — ta™ .

Démonstration.

1. Soient A, B € M,(R), alors f(A+ B) = (A+ B) + (A + B)! = f(A) + f(B), donc
I’application f est donc un morphisme de groupe.
Le morphisme f n’est pas injectif car son noyau comprend les matrices anti-symétriques.
Le morphisme f n’est pas surjectif car son image est incluse dans I’ensemble des
matrices symétriques.

2. L’application n’est pas un morphisme de groupe. En effet, si on choisit A et B deux
matrices qui ne commutent pas entre elles f(A'BY) = BA # AB = f(A!)f(B?!). Par
exemple dans GL2(R) on peut choisir

0 1 11 01 11
a= (0 ) e m=(g 1)am= (7 1) ma= (] )

3. C’est un morphisme de groupe. En effet,
f(AB) ="(AB)™' =*A"YB™! = f(A)f(B)

C’est un isomorphisme car f2 = id.

Exercice 2.2. Soit ¢: G; — G2 un morphisme de groupes.
1. Soit g un élément de G; d’ordre fini. Montrer que 'ordre de ¢(g) divise I'ordre de g.

2. On suppose que G est engendré par ’ensemble de ses éléments d’ordre 2 et que Go
est fini, d’ordre impair. Montrer que ¢ est trivial.

Démonstration.

1. Soit n lordre de g. Alors ¢(g)™ = ¢(¢9™) = ¢(1) = 1. Ainsi, l'ordre de ¢(g) divise n.

2. Puisque ¢ est un morphisme de groupe, il est déterminé par I'image d’une partie
génératrice de G1. On s’intéresse ici a I'image par ¢ des éléments d’ordre 2 de Gj.
Soit g € G un élément d’ordre 2.
D’aprés la question précédente, o(p(g)) divise o(g). Donc o(p(g)) € {1,2}. Or, comme
Pordre d’un élément de Gy divise 'ordre de G, il vient o(p(g)) = 1, donc ¢(g) = 1.
Finalement le morphisme ¢ est trivial.

O

Exercice 2.3. Soit ¢ un morphisme d’un groupe fini (G, %) vers (C*, x). On suppose que
 n’est pas une application constante. Calculer

> ()
zelG

Démonstration. Puisque ¢ n’est pas une application constante il existe y € G tel que

¢(y) # 1. L’application G — G,  — xy est donc un isomorphisme d’inverse x + zy .

On a alors :
Do) =) elry) = ) elzy) = () Y, ()
zeG zyeG zeG zeG
On en déduit donc, puisque ¢(y) # 1, que Z o(z) = 0. O
zeG

5



Exercice 2.4. Soit G un groupe a 4 éléments. Montrer que G est isomorphe soit au groupe
cyclique Z/47Z, soit au groupe de Klein Z/27Z x Z/27Z.

Démonstration. 11 faut faire la table du groupe. On note {1, a,b, ¢} les éléments de G. Par
symétrie entre bet ¢, a = a" ! oua = ¢ L.
— Sia=c¢"1, alors b=! = b. On cherche a calculer a® :
— a? # 1, car on a supposé al=c# a,
— Sia? = a, alors a = 1, ce qui est absurde,
— Sia® =c=a"1, alors a® = 1, ce qui est absurde, car on aurait 3|4.
Ainsi, a® = b. On en déduit que a est d’ordre 4, et il vient la table suivante :

| 1| a|a [a"]
1 a a® [ a7t
a a’> a7t 1
a’ a’® a7t 1
a el 1 a a’

Ce qui est la table du groupe Z/4Z.

Remarque. On pouvait également chercher & calculer 'ordre de a : Par suppositions

successives, ce n’est ni 0, ni 1, ni 2. Par le théoréme de LAGRANGE, ce n’est pas 3.

C’est donc 4, ce qui permet de conclure directement.

— Sia=a""', alors :

— Si b =c"!, cela nous raméne au cas précédent (remplacer (a,b,c) par (c,a,b)),

— Sib=>5b"1 alors ¢ = ¢~!. On cherche & calculer ab.
Si ab = a, alors b = 1, ce qui est absurde. De méme, si ab = b, alors a = 1, ce
qui est absurde. Si ab = 1, alors a = b, ce qui est absurde. Ainsi, ab = ¢. On
calcule de la méme maniére les autres opérations pour obtenir :

[1]alb]c]
1)|1]a|bd|c
allall|c|b
bilblc|l]a
cllelblall

Ce qui est la table du groupe Z/2Z x Z/27Z.
U

Démonstration. On pouvait également résonner comme suit :

— S’il existe un élément d’ordre 4, alors le groupe est cyclique et isomorphe a Z/47.

— Sinon, par le théoréme de LAGRANGE, tout élément est d’ordre 1 ou 2. on peut
alors montrer que le groupe est abélien :
Soit (z,y) € G?. Alors 2y € G, donc (zy)? = 1, soit xyry = 1. On a nécessairement
x=ax""ety=y! par la remarque précédente. Il vient donc : zy = y~lz™! = yz,
donc le groupe est bien abélien.
Soient x,y € G distincts et distincts de 1. Ce sont deux éléments d’ordre 2 qui
commutent, donc {x, y) est isomorphe & Z/2Z x Z/27. Ce dernier groupe est d’autre
4, donc égal a G.

O

Exercice 2.5 (B.A.-BA.). Soient g et h deux éléments d’un groupe G.

(a) Montrer que les éléments g, g~!, hgh~! ont le méme ordre. Si ¢ € Aut(G), montrer
que (g) et g ont méme ordre.

(b) Montrer que gh et hg ont le méme ordre.

(¢) Soit n un entier. Exprimer l'ordre de g™ en fonction de celui de g.



(d) On suppose que gh = hg, que {g) n{(h) = {1} et que g et h sont d’ordre fini n et m
respectivement. Exprimer I'ordre de gh en fonction de n et de m.

(e) On suppose que gh = hg et que g et h sont d’ordre fini n et m respectivement, avec n
et m premiers entre eux. Déduire de (d) que gh est d’ordre mn.

Démonstration.

(a) Soit g € G d’ordre n. On note m l'ordre de g=! et k celui de hgh™!. Alors (g~ !)" =
(g™~ =1, donc m|n. De méme, g™ = ((¢~1)™)~! = 1, donc n|m, d’oir : g et g~*
le méme ordre.

On a également (hgh™!)" = hg"h™! = 1, donc k|n, et g*¥ = h=1(hgh™')*h = 1, donc
nlk et les éléments g et hgh™! ont le méme ordre.

ont

Soit ¢ € Aut(G), on note o(p(g)) = m. On a p(g)" = ¢(g") = 1, donc m|n, et
g™ = ¢ 1(p(g)™) = 1, donc n|m. Ainsi g et ¢(g) ont le méme ordre.

Remarque. On peut appliquer ce dernier résultat pour retrouver les précédents, avec
¢ : g+ g ! (vu comme automorphisme de (g, car le sous-groupe est abélien) et
©n + g — hgh™! (qui est un automorphisme de G) respectivement.

(b) On note n lordre de hg et m 'ordre de gh. Puisque (hg)™ = 1 en multipliant & gauche
par g et & droite par h on obtient (gh)"*! = gh, soit encore (gh)" = 1. Ainsi m|n. De
la méme maniére, on montre que n|m, ce qui prouve que gh et hg ont le méme ordre.

(¢) On note k l'ordre de g. Montrons que o(g") = Comme k} on a

k nk
pged(n,k) pged(n,k)
k

(g™)pecdmR) = 1, soit encore o(g") Prouvons 1'égalité.

k
pged(n.k) *
On a (¢g")°") = 1, donc o(g) = k|o(g")n. 1l existe donc a € N* tel que o(g")n = ak,

k

et il vient o(g”)pgc(ﬂn’k) = Opgcd(mk)

Comme e d7n7k) et e dk(n,k) sont premier entre eux, on en déduit que m‘ o(g").
Il y a donc bien égalité.

(d) On va montrer que o(gh) = ppcm(n, m). On remarque que, comme g et h commutent,

(gh)ppcm(n,m) _ hppcm(n,m)gppcm(n,m) -1

Ainsi o(gh)|ppcm(n, m).
Soit k > 0 tel que (gh)* = 1, en particulier g*h* = 1 donc ¢g¥ = h=*. Ainsi g* €
{g) n{h) et donc g¥ = 1. De méme h* = 1, et il vient n|k et m|k ce qui implique que
ppcm(n, m)|k. Finalement on a bien montré que o(gh) = ppem(n, m).

(e) On va chercher & montrer que {g) n (h) = {1}. Ainsi, par la question (d) et comme n
et m sont premiers entre eux, on aura bien o(gh) = ppcm(n, m) = mn.

Soient p, q € Z* tels que gP = hi. Par la question (c), on a alors :

n m
og?) = ——— = o) = —F .
pged(p, n) pged(g, m)

Comme n et m sont premiers entre eux, il vient a = m =1, dou ¢g* =

_ pged(p,n) — pged(g;m)
h? =1, ce qui prouve le résultat.

O

Exercice 2.6. Soient G un groupe et H un sous-groupe. Montrer que ’application gH —
Hg™ ! est une bijection de 'ensemble des classes & gauche sur celui des classes a droites.

Rappel. On définit les classes & droite de H dans G comme les classes d’équivalence de
la relation  ~g y < 2y~ € H et les classes a gauche comme étant celles de la relation
r~ry<eylre H.



Démonstration. On commence par s’intéresser aux ensembles de départ et d’arrivée de
I’application. Soit g € G, montrons que les classe & gauche de G sont exactement les
éléments de gH.

Soit x € gH, alors il existe h € H tel que x = gh, soit encore g~'x = h € H. Donc
x ~1, ¢. Réciproquement, si z ~y, ¢ alors il existe h € H tel que g~ 'z = h, soit encore
x = gh € gH, ce qui prouve que les classes & gauche sont de la forme gH avec g € G.

La preuve pour les classes & droite est la méme.

On note f Iapplication qui envoie gH sur Hg~!. Montrons que f est injective. On a
par équivalences successives :

1 -1

Hy'=Hs ' gl prtle=yg!

reH <<z~ g gH =zH,
ce qui prouve la bijectivité de f. O

Exercice 2.7. On considére une décomposition d’un entier n de la forme n = nqy +-- -+ ng
avec n; > 0. Montrer que Hle(ni!) divise n!. On pourra appliquer le théoréme de Lagrange
& un sous-groupe bien choisi de S,,.

Démonstration. On se donne une décomposition d’un entier n de la forme n = ni+---+ng
avec n; > 0. On pose ng = 0, et on considére la partition de [1,n] donnée par

k=1 i i+l

|_| ﬁjEni—i—l,Zniﬂ .

i=0 |Lj=0 §=0

On considére le sous-groupe H de 6&,, qui stabilise cette partition. Cela revient a se donner
un élément dans Hle Sy, - Donc lordre de H vaut Hle(ni!), ce qui prouve que Hle(ni!)
divise n!, par le théoréme de LAGRANGE. O



3 TD 3 : Sous-groupes normaux

Exercice 3.1. Soient G un groupe et H un sous-groupe normal de G d’indice n.
1. Montrer que g" € H pour tout g € G.

2. Cette propriété nécessite la condition de normalité : dans G = &3, donner un exemple
de sous-groupe (non-normal) H d’indice 3 et d’un élément g € S3 tel que g° ¢ H.

Démonstration.
1. Soit g € G. Puisque le groupe G/H est d’indice n, 'image de g dans G/H vérifie
g" = 1. Cela implique que ¢g" € H.
2. On prend G = &3 et H = {id, (1 2)}. Le groupe H est un sous-groupe de G d’indice
8 =3, mais (1 3)3 = (1 3) n'est pas dans H.
O

Exercice 3.2 (B.A.-BA.). Soient K, H deux sous-groupes d’'un groupe G.

1. Vérifier si K < G, alors K n H < H. Application : si K < G, alors KH est un
sous-groupe de G et K << KH.

2. Vérifier que si K < H et K <G alors K <1H. Trouver dans G = &4 deux sous-groupes
K, H vérifiant K << H et H <t G mais tels que K n’est pas normal dans G.

Démonstration.

1. Supposons que K <1 G. En particulier, K < G, et on a bien K n H < H. De plus :
Vk € K,Yg € G,gkg~! € K. En particulier, on a : Vk € K,Yh € H,hkh™! € K.
Comme H < G, il vient bien : Yk € K n H,Yh € H,hkh™' € K n H. Ainsi, on a bien
KnH<H.

Montrons que K H est bien un sous-groupe de G. On a bien 1 x 1 =1 € K H. Soient

(kh,kh) e (KH)?. Alors :

— (kR =hrT% () T R e KH,
—_——

eK
— khkh = khkhh 'h™' hh e KH.
e e N

eK eH
;__\/___J
.eK .
Donc K H est bien un sous-groupe de G, et par ce qui précéde, on a : K = K n

KH<KH.

2. En effet, si K < H et K <G, alors : Vk € K,Vg € G,gkg~! € K. En particulier,
comme K < H < G, on a bien : Yk € K,Yhe H,hkh~' € K. Donc K <1 H.

On remarque que K = {Id, (1 2)(3 4)} est distingué dans
H ={Id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} qui est lui-méme distingué¢ dans S4. Ce-
pendant K n’est pas distingué dans &4 (conjuguer par (1 3) par exemple).

O

Exercice 3.3 (B.A.-BA.). Soit G un groupe.
1. Montrer que Z(G) <1 G.
2. Montrer que si le quotient G/Z(G) est monogeéne, alors G est abélien.

3. Soit G un groupe d’ordre p? oil p est un nombre premier. On admet que Z(G) n’est
pas trivial (on I’établira plus tard dans le cours en considérant l’action du groupe G
sur lui-méme par conjugaison). Montrer que G est abélien.

Démonstration.

1. Par définition de Z(G), on a, pour tout z € Z(G) et g€ G : gzg~! = g lgz = z €
Z(@G), d’ou le résultat.



2. Soit a tel que (ay = G/Z(G) et a un antécédent de a par la projection 7 : G —>
G/Z(G). Soient z,y € G, alors il existe n,m € N tels que £ = a" et § = a"™, soit
x=a"r et y=a"y, oux',y € Z(G). On a alors :

/ / /!
zy = a"z'a™y = a"""y'2’ = yx.

Donc finalement, a € Z(G), donc a = 1 et G = Z(G).

3. Comme #Z(G) > 1 et divise p? (théoréme de LAGRANGE), on a #Z(G) € {p,p*}.
Supposons par 'absurde que Z(G) = p. Alors #G/Z(G) = p, donc le groupe quotient
est cyclique, et donc, par la question 1, G = Z(G). C’est donc absurde, et on a bien
G abélien.

O

Exercice 3.4 (B.A.-BA.). Soit G un groupe.
1. Montrer que D(G) < G.
2. Soit N < G. Montrer que G/N est un groupe abélien si et seulement si D(g) < N.
3. On définit Do(G) = G et D;11(G) = D(D;(G)) pour tout i = 0. Observer que
D;41(G) < D;i(G) et que D;(G)/D;+1(G) est abélien.
Démonstration.
1. On rappelle que D(G) = {{[z,y], (z,y) € G*}) < G, ou [z,y] = zyxz'y~'. Soit

(z,y,9) € G®, on a: glz,ylg~" = gzyzly~tg™! = gzglgyg gz g gy gt =

[9297 %, gyg~ '] € D(g). On a prouvé le résultat sur les générateurs. La conjugaison
étant un morphisme, le résultat s’étend sur tout le sous-groupe, ce qui montre bien
que D(G) < G.

On pouvait également remarquer que |-, -] est défini uniquement avec des opérations
de groupe. Comme la conjugaison par g € G (notée ¢4) est un morphisme, on a donc

cg([z,9]) = [eg(x), co(y)]-

Enfin, on pouvait également prendre xz € D(G), et remarquer que :

grgt =grg 'zt x e D(G).

=lg.x]eD(g) €P(G)
2. On raisonne par équivalences :

G/N abélien < Y(z,7) € (G/N)* [z,7] = e
= VY(z,y) € G,[z,y]le N
<= D(G) < N.

3. On a vu en question 1 que Dy(G) <t D1(G). Pour le prouver dans le cas i € N, il suffit
d’appliquer le résultat de la question 1 a G = D;(G). En appliquant le résultat de la
question 2 & ce méme G, on obtient bien le caractére abélien des quotients successifs.

O

Remarque. On appelle cette suite la suite dérivée de G. Si elle est stationnaire a {e}, G est
dit résoluble.

Exercice 3.5. Un sous-groupe H d’une groupe G est dit caractéristique si a(H) = H
pour tout a € Aut(G). On note alors H « G.

1. Montrer que H«G implique H<1G. Montrer que le Z(G) et D(G) sont caractéristiques
dans G.
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2. Donner un exemple de sous-groupe d’un groupe G que est normal mais pas caracté-
ristique.
3. Montrer que K « H « G implique K « G. En déduire (cf Ex 4) que D;(G) « G pour
tout ¢ = 0.
4. Montrer que K « H < G implique K < G.
Démonstration.
1. — Etre un groupe normal est équivalent & étre stable par tous les automorphismes

intérieur. Or Int(G) < Aut(G). Donc étre caractéristique implique étre normal.

— Soient x € Z(G), y € G et a € Aut(G). Alors il existe y' € G tel que a(y') = v.
On va montrer que o(Z(G)) < Z(G) ce qui permettra de conclure sur I’égalité
puisque « est un automorphisme.

a(x)y = a(r)a(y’) = alzy) = a(y'z) = ya(z).

Donc a(x) € Z(G) ce qui prouve que le centre de G est caractéristique. En effet,
on a juste a vérifier que a(Z(G)) < Z(G), I'égalité provenant du caractére bijectif
des automorphismes (on ne le précisera plus dans la suite).

— Soit @ € Aut(G). On va vérifier que o d’'un commutateur est un commutateur.
Comme « est un morphisme de groupe, la linéarité permettra de déduire que

a(D(Q)) < D(Q).

a(zya™y™") = a(z)a(y)a(z) aly)

Ce qui prouve que D(G) est un sous-groupe caractéristique de G.

. On considere le sous-groupe {0} xZ/2Z de Z/27Z x Z./2Z. L’automorphisme a: (x,y) —

(y, z) ne stabilise pas {0} x Z/27Z car a({0} x Z/27Z) = 7./27Z x {0}. Pourtant, le groupe
est bien normal dans Z/27Z x Z/27.

La méme idée peut se transposer aux matrices (n = 2) avec comme sous groupe nor-
mal le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, et comme automorphisme
particulier la transposition.

. Soit @ € Aut(G), puisque H « G, a(H) = H et donc a‘g € Aut(H). Or K « H, donc

\
a(K) = aIZ(K) = K, ce qui prouve que K « G.

. Soit a € Int(G), puisque H < G, a(H) = H et donc a'Z € Aut(H). Puisque K « H,

|
ona«a(K) = a}g(K) = K, et donc K < G.

O

Exercice 3.6. Soit G un groupe non abélien d’ordre 8.

1.

2
3
4
5

Montrer que G contient un élément x d’ordre 4 et que le groupe qu’il engendre est
normal dans G.

Soit alors i € G\(x); montrer que y? = 1 ou y? = 22.

Si y? = 1, montrer que yzy = £~ ! et en déduire que G est isomorphe a Dj.
Dans le cas restant, écrire la table de GG est conclure que G est isomorphe & Qs.

Donner la liste des groupes d’ordre 8 a isomorphisme prés.

Démonstration.

1.

L’ordre des éléments dans G est compris dans {8,4, 2, 1} par le théoréme de LAGRANGE.

Le groupe n’étant pas abélien, il n’est pas cyclique, donc il n’y a pas d’élément d’ordre
8.
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De méme si tous les éléments de G étaient d’ordre 2, alors le groupe serait abélien. (En
effet, dans ce cas, on a pour tout (z,y) € G? : (wy)? = 1, donc xy =yt~ ! = yx).
Donc il existe un élément x d’ordre 4.

Le groupe {(x) est d’indice % = 2 dans G, donc il est normal. (voir remarque en fin
d’exercice)

2. Par définition de y, son image dans G/(x) n’est pas le neutre. Comme #G/{z) = 2,
il vient 2 = 1, donc y? € (z).
Si y? # 1, alors y? est d’ordre 2 (par LAGRANGE). Le seul élément d’ordre 2 dans
(x) est 22, cela permet de conclure.

3. Si y? = 1, alors comme {z) est normal, on a yzy € {(z). De plus yxy est d’ordre 4,
donc il vaut soit z, soit z—!.
Or si yzy = x, alors x et y commutent. Comme G = (z)yuy{z), alors cela impliquerait
que G est commutatif, ce qui est absurde. Donc yay = 27 1.
A cause des relations sur ses éléments (qui est une présentation de D4E[), le groupe
G s’identifie & un quotient de D4. Comme G et D4 ont le méme ordre, ils sont bien
isomorphes.

4. Les éléments de G sont {1, z,y, 2%, =1,y !, 2y, (xy)~'}. 1l faut alors utiliser les rela-
tions #* = 1 et 22 = y?, le caractére normal de (z) dans G (qui permet par exemple
de calculer yzy~!) pour pouvoir calculer la table du groupe (vu la forme de la ques-
tion, ne pas hésiter & commencer par calculer la table de Gg pour "s’aider" a trouver
le résultat).

| [t | | v [ 2® [ a7 [ g7 | 2y (@
1 1 x y 2 e ]yt zy | (zy)”!

T T z? Ty z ! 1 (xy)~t] ot Yy

y y |y '] 2 |yt | ay 1 @ a!

x? x? z! y ! 1 x Yy (xy)~1 xy
z! z! 1 (zy)~! x x? xy Yy y~ !
T 1 y [@y ] 2? | o
Ty Ty Y b | (zy)7 | oyt T x? 1

(@) [ y) '] y! z y y z ! 1 a?

On compare cette table a la table de Qg = {1, —1,1,—1, j, —J, k, —k} avec les relations
P?=32=k>=1ijk=—1letij =k, ji=—k, ik = —j, jk =i.

L i [g [-1[-i]—j[k[F]
L1 4] |-1]—=i]—j|k]|—k
i | i |1k | —i| 1 |=k|—=j]|J
PTG =kl =1 =k [ 1] i]|=i

=1 =i =i 1 i |j |—k| &k
i =i 1L [ =k| i |1k | j |—j
=Tk 115 [=k|[-1]=i]
k| k| j | —i|=k| j i |—-1]1
k| =k|—j| i |k |—j|—=i] 1 -1

5. On a classifié les groupes d’ordre 8 non abéliens. Les groupes abéliens d’ordre 8 sont
Z/8Z, ZJAZ x Z,)2Z, (Z/2Z)3 .
O

1. Pour aller plus loin, voir jici.
2. voir une version compléte lici
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https://sma.epfl.ch/~hessbell/topo_alg/PresGrpe.pdf
http://www-fourier.univ-grenoble-alpes.fr/~berhuy/fichiers/Groupes8.pdf

Remarque. On cherche & prouver que :

H<G
(G H] =2 }:>H<1G
Soient g € G et h € H, montrons que ghg~! € H.
— Si g e H, le résultat est immédiat, car H < G,
— Sinon, on traduit ’hypothése [G : H]| = 2. Cela signifie que # {gH,g € G} = 2. On
vérifie qu’on peut prendre e et g comme représentants de ces ensembles (vrai car
g € G\H). Ainsi, comme les classes d’équivalences forment une partition de G, on
peut écrire : G = H L gH. 1l suffit donc de montrer que ghg~! ¢ gH.
On raisonne pour cela par I'absurde : si ghg™' € gH, alors il existe hg € H tel que
ghg~! = ghg. Mais alors, il vient g = halh € H, ce qui est absurde, d’ott le résultat.
Une autre preuve classique repose sur ’équivalence : H <G < Vg e G, gH = Hg.
En utilisant I’exercice 2.6, on peut partitionner G en classes a droite et classes & gauche et
conclure que gH = Hg pour tout g € G\H (le résultat étant évidant si g € H).
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4 TD 4:Z/nZ, (Z/nZ)"
Exercice 4.1 (B.A.-BA.). Quel est le dernier chiffe de I'écriture décimale de 32923 ?

Démonstration. On va chercher 'ordre de 3 dans Z/10Z, ce qui nous donnera son dernier
chiffre en écriture décimale.

On constate que 32 = —1[10] et que 3* = 1[10], donc 3 est d’ordre 4 modulo 10. De
plus 2023 = 4 x 505 + 3. Donc 3%0% = 33[10] = 7[10]. O

Exercice 4.2 (B.A.-BA.).

1. Soit x un générateur de Z/nZ et soit m € {1,...,n}. Montrer que ™ est d’ordre d
dans Z/nZ si et seulement si m = 5k ot k est premier avec d.

2. Montrer que ) din ©(d) = n. On pourra regrouper les éléments selon leur ordre dans
Z/nZ.

Démonstration.

1. On a ici utilisé la notation multiplicative au lieu de la notation additive. Pour plus
de rigueur, on travaille dans ((z),-) ~ (Z/nZ, +).
Supposons que o(z™) = d, alors ¢ = 1, donc n|md. Ainsi m = %k pour un certain
entier k.
Soit maintenant ¢’ un diviseur strict de d. Alors za*? % 1, ce qui implique que n ne
divise pas n%d/. Cela signifie donc que d ne divise pas kd', ou encore que pour tout
entier v, k # %U, donc k est premier avec d.
Réciproquement, si m = 5k et k premier avec d, alors, on a bien amd = gnk — 1.
Par ailleurs, soit d’ est un diviseur de d. Comme d est premier avec k, il existe u,v

tels que 1 = ku + dv. Supposons que pakd — 1, alors gakdn — 1, donc

L ad(=dv) _ B
L’égalité za? =1 nlest possible que si d = d’ car x est d’ordre n, ce qui prouve que
" est d’ordre d.
2. On remarque que
Z/n7 = Ll{éléments d’ordre d}.
dn
Le groupe Z/nZ est cyclique, on note x un générateur. On déduit de la question
précédente qu’il existe exactement ¢(d) éléments d’ordre d.
On a donc bien }},, ¢(d) = n.

O
Exercice 4.3 (B.A.-BA..). Expliciter I'ensemble {x € Z,x = 2[3],x = 5[11]}. On pourra

chercher un élément de la forme = = 2 + 58 o « est divisible par 11 et vérifie a = 1 (3],
et B est divisible par 3 et vérifie 8 = 1[11].

Démonstration. Le lemme des restes chinois nous donne, comme 3 et 11 sont premiers

entre eux :
r=2[3]=5[3] — 7 =5[33]
x=5[11] - |

Ainsi, I’ensemble recherché est 5 + 337Z.
Si la solution particuliére 5 ne vient pas facilement "par tatonnement", on peut utiliser
I'indication, et procéder comme suit :

On va commencer par chercher («, 3). Pour cela, on remarque que 3 et 11 sont premiers
entre eux, donc, par le théoréme de BEZOUT, il existe u et v deux entiers tels que 3u+11v =
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1. On rappelle que ces derniers peuvent étre calculés "par tdtonnement" ou bien par un
algorithme d’EUCLIDE étendu (qui donne (4, —1)).

Avec « = 1lv et B8 = 3u, on a bien des candidats acceptables (via l'algorithme
d’EUCLIDE, on trouve donc (—11,12)). Le "tatonnement" direct permet également de
trouver des candidats acceptables, par exemple (22,12).

Il reste & vérifier que x est bien dans I'ensemble recherché (il a été construit pour cela).
Par ’algorithme de d’EUCLIDE, on trouve 38, et on peut conclure comme précédemment,
par le lemme des restes chinois :

Les trois prochains exercices sont destinés & montrer les propriétés suivantes.
Ex 4 : (Z/pZ)* est cyclique pour tout nombre premier p > 2.
Ex 5 : (Z/p*Z)* est cyclique pour tout nombre premier p = 3 et pour tout entier o > 2.
Ex 6 : (Z/2°7)* est isomorphe & (Z/2% 27Z) x 7,/27 pour tout entier a > 3.

Exercice 4.4. Soit O = {d | o(z) = d,z € (Z/pZ)* }. On commence par montrer (questions
1 et 2) qu’il existe un élément d’ordre = ppem(O), en particulier r divise p—1. La question
3 permet de conclure.
1. Redémontrer (cf TD 2) que si o(z) = p et o(y) = q avec p, ¢ premiers entre eux, alors
o(zy) = pg.

2. Notons [[_; pi" la décomposition de r en facteurs premiers. Vérifier qu'il existe

z; € (Z/pZ)* tel que p;** divise o(x;). En déduire qu'il existe y; € (Z/pZ)* tel que
o(y;) = p;"". En déduire qu'’il existe un élément d’ordre r = ppem(O).

3. Soit E := {x € (Z/pZ)*,x" = 1}. Vérifier que E = (Z/pZ)*. Vérifier ensuite que
p — 1 < r. En déduire que (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1.

Démonstration.

1. En effet (zy)P? = 1, donc pq | o(xy). De plus, si (zy)¥ = 1, alors 2% = y~*, et donc
kP = 1 = y#P en particulier ¢ | kp, donc ¢ | k puisque p A ¢ = 1. De méme on
montre que p | k, donc pq | k.

2. Pour i € [1,n], il existe un élément x; € (Z/pZ)* tel que o(z) = p;"'u avec u un
certain entier. (En effet, si p;"* n’apparaissait dans 'ordre d’aucun = € (Z/pZ)*, il
ne pourrait pas apparaitre dans ppcm(O)).

Ainsi, avec y; = =¥, o(y;) = p;".
Par la question précédente, I'élément y = [ [, y; € (Z/pZ)* est d’ordre 7.

3. L’ensemble E est non vide, et on a méme (Z/pZ)* < FE, car r est le ppcm de tous
les éléments de (Z/pZ)*, donc E = (Z/pZ)*.

Comme Z/pZ est un corps, I'équation " — 1 = 0 posséde au plus r solutions. Ainsi,
Card(E) = p— 1 < r. Puisque r divise p — 1 (par LAGRANGE, il vient r = p — 1, et
donc (Z/pZ)* posséde un élément d’ordre p — 1, donc est cyclique.

O

Exercice 4.5. Soit p > 3 un nombre premier et soit o = 2.

1. Montrer que pour tout k£ > 0, il existe un entier Ax non divisible par p tel que
k
(1+p)" =1+ \pFth.

En déduire que la classe de 1 + p dans Z/p“Z est d’ordre p*~! dans (Z/p“Z)*.
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2. On considére le morphisme d’anneau naturel Z/p“Z — 7 /pZ, vérifier qu’il est bien
défini. Montrer qu’il induit un morphisme de groupes (Z/p®Z)”* — (Z/pZ)™ et que
celui-ci est surjectif.

3. Exhiber un élément d’ordre p — 1 dans (Z/p®Z)”. En déduire que (Z/p*Z)” est
cyclique.

Démonstration.

1. On procéde par récurrence sur k. Pour k = 0, on a (1 + p)p0 =1+ p, donc A\g = 1.
On suppose le résultat vrai pour un certain rang k.

k+1
(1+p)P =1+ X\p"HP =1 4+ Ny pFH?

o N1 = Ak + Db o (f))\};p(kﬂ)(ifl)*l = 1[p]. Cela permet de conclure la récur-

rence.

Par ce qui précéde, on a : (1 + p)pw1 = 1[p®], donc l'ordre de 1 + p dans (Z/p*Z)™

divise p* 1. Pour 0 < k <a—1,on a (1 +p)pk =1+ \p"! £ 1 [p?] car p ne divise

pas A\g. Donc T+ p est d’ordre p®~! dans (Z/p®Z)*.

7)p°7 —> 7/pZ
el s gl

Avoir ce morphisme bien défini correspond a avoir le diagramme commutatif (com-

posé de morphismes d’anneaux) suivant :

2. On cherche & montrer le caractére bien défini du morphisme ¢ : <

Z
™1 , k . T
/// O \\\
L/p%------r--- »Z/pL
o [ A > 7ol

L’unique condition a vérifier pour que ¢ := my 0w 1 soit bien défini est de vérifier
que Ker(m) < Ker(ma). C’est bien le cas, car on a p | p%, donc Ker(m) = p*Z <
Ker(my) = pZ.

Remarque. On vient de suivre la preuve de la propriété universelle du quotient.
Pour montrer que ¢ induit un morphisme de groupe de ® : (Z/p*Z)* — (Z/pZ)*,
il faut vérifier que ¢ envoie bien les inversibles de Z/p®Z sur les inversibles de Z/pZ.
C’est bien le cas, car si k est dans (Z/p®Z)*, alors il est premier avec p®, donc il est
premier avec p, et c’est donc bien un inversible de Z/pZ.

Le morphisme & est bien surjectif, par la construction ci-dessus, et car mo l'est.

3. Par l'exercice précédent, on sait que (Z/pZ)* est cyclique. On a donc accés & y un
générateur, qui est donc d’ordre p — 1. Par surjectivité de @, il posséde un antécédent
x par ® dans (Z/p*Z)*. Alors, en considérant & = x% (o(x) est bien divisible par
p— 1, voir 2.2.1), on a bien #°~! = 1.

On cherche maintenant & construire un élément d’ordre #(Z/p*Z)* = p*~1(p —1).
On peut regarder (1 + p)z.

L’image de (1 + p)Z est y dans (Z/pZ)*, donc p — 1 | o((1 + p)Z). (En effet, 1 =
P ((1 + p)jO((Hp)i)) - (1)(5)0((1+p)i)q)(1 +p)0((1+p)i) = yO((1+p)i)')

De plus, par LAGRANGE, o((1 + p)Z) | p* (p — 1), donc o((1 + p)&) est de la forme
(p—1)pk. Or (1 + p))@=DP" = (1 + p)P=DP* En utilisant la question 1, on a alors
nécessairement k = o — 1, ce qui permet de conclure.

O

Exercice 4.6. Soit o > 3.
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1. Montrer que pour tout k > 0, il existe Ax impair tel que
5% =1+ n282

En déduire que 5 est d’ordre 2¢~2 dans (Z/2°Z)*.
2. On considére (cf Ex 5) le morphisme naturel (Z/2°Z)* — (Z/AZ)™ ~ 7 /27, celui-ci

est surjectif. Montrer que son noyau est d’ordre 222 et engendré par 5. En déduire
que
(Z/2°Z)* ~ (Z/2°7*Z) x Z/2L.
Démonstration.

1. On procede par récurrence sur k. Pour & = 0 le résultat est clair, on suppose le
résultat vrai pour un certain rang k.

2k+1

527 = (14 M2M2)% = 14 N25F3 4 AJ22F = 1 4\ 12879

ol \p+1 = Ap + )\z2k+1 = 1[2]. Cela permet de conclure la récurrence.

Par ce qui précede, on a : 52°° = 1[2%], donc lordre de 5 dans (Z/2°Z)* divise
2072 Pour 0 < k<a—2,0na 52 = 1+ A\e2FF2 £ 1[29] car Ay est impair. Donc 5
est d’ordre 2%~2 dans (Z/2°Z)*.

2. On remarque que la question 5.2.2 reste vraie pour p = 2.
a—1 _
Le théoréme d’isomorphisme nous assure que le cardinal du noyau est 2+(21) =
2072 Par la question précédente, il est clair que le groupe engendré par 5 est dans
le noyau de ce morphisme. Par cardinalité, 5 engendre donc bien le noyau.
Soit z € (Z/2°Z)*, on note p: (Z/2°Z)" —> (Z/4Z)™ le morphisme naturel. Par ce

qui précéde, on a donc :
(2)2°7)* | By ~ (ZJAZ)*, dou (Z)2°7)* ~{5) x (LJAL)* ~ (Z/2°‘_ZZ) x Z/27.
O

Remarque. Pour une construction "a la main", on pouvait écrire :
— Si ¢(z) = 1, alors il existe un unique k € [[O, 2072 _ 1]] tel que = = 5%,
— Si ¢(z) = 3, alors il existe un unique k € [[O, 2072 _ 1]] tel que z = 3 x 5F.
7)2°7)* —> (Z/2°7'Z) x (Z,)27)
x — (k, o(x))
écrit Z/27 comme (Z/27,+) ~ ((Z/AZ)* ,")).

Ainsi, le morphisme ( ) est un isomorphisme (on a
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5 TD 5 : Groupe symétrique, groupe diédral

Exercice 5.1 (B.A.-BA.). Ecrire les décompositions en cycles des permutations sui-
vantes :

1. (314)(15926)(53),

2. 071 avec o = 12345
' “\2 513 4)

Démonstration.

1. La permutation est donnée par
(1234567809
77\ 569314782
la décomposition en cycle disjoint est donnée par o := (15)(26 4 3 9).
2. Puisque 0 := (12543)alors 0! :=(34521).

o N

Exercice 5.2 (B.A.-BA.). Calculer 62% avec
g8 9 10 11 12
6 12 5 4 1 '

Démonstration. On peut écrire o en cycle disjoints 0 = (1105729 12)(386)(4 11). Ainsi,
o est décomposée en un 7-cycle, un 3-cycle et une permutation. On a : 2023 = 7x289+0 =
674x3+1 = 2x1011+1. Ainsi, 0292 = (110572912)°(386)1 (4 11)! = (386)(411). O

Exercice 5.3 (B.A.-BA.). Dans G3. Donner la liste des éléments en précisant leur classe
de conjugaison. Lister les sous-groupes et les sous-groupes normaux.

Démonstration. On sait que Card(S3) = 3! = 6. La liste des éléments, rangés par classe
de conjugaison (donc par type), donne :

Gy = {Id} U {(12),(13),(23)} u{(123),(132)}.

On laisse de coté les sous-groupes triviaux, qui sont normaux. D’aprés le théoréme de
LAGRANGE, l'ordre d’un sous-groupe non trivial de G4 est 2 ou 3.
— Le groupe &3 admet 3 sous-groupes d’ordre 2 chacun engendré par une transposi-
tion,
— 1l existe un unique sous-groupe d’ordre 3, celui engendré par un 3-cycle (autre
3-cycle est le carré du premier).
Comme les sous-groupes normaux sont des réunions de classes de conjugaisons, le seul
sous-groupe normal non-trivial de &3 est {Id, (1 2 3),(1 3 2)}. O

Exercice 5.4. Méme exercice avec 2l4. On constatera que 24 ne posséde pas de sous-
groupes d’ordre 6.

Démonstration. On sait que Card(2ly) = 45! = 12. La liste des éléments, rangés par classe
de conjugaison (donc a minima par type), donne :

Ay ={Id} u{(12)(34),(13)(24),(14)32)}
uf{(123),(134),(142),(243)}u{(132),(124),(143),(234)}.
Pour trouver les classes de conjugaison des 3-cycles, on peut commencer par en prendre
un au hasard, par exemple (1 2 3). La conjugaison par les double-transpositions permet de

récupérer 3 autres 3-cycles. La relation orbite-stabilisateur montre alors que la classe de
conjugaison est soit compléte, soit égale a A4, ce qui est absurde vu les premiéres classes
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calculées. Il reste alors 4 éléments, on n’a plus qu’a vérifier qu’ils sont dans la méme classe
de conjugaison.

On laisse de coté les sous-groupes triviaux, qui sont normaux. D’aprés le théoréme de

LAGRANGE, l'ordre d’un sous-groupe non trivial de 24 est 2,3,4 ou 6.

— Le groupe 204 admet 3 sous-groupes d’ordre 2, chacun engendré par une double-
transposition,

— Tout sous-groupe d’ordre 3 est engendré par un 3-cycle et il en existe 4 (un par
point de {1,2,3,4} fixé par le sous-groupe),

— Le groupe engendré par toutes les doubles transpositions est d’ordre 4, et comme
un tel sous-groupe ne peut pas contenir d’élément d’ordre 3, il n’y en a pas d’autre
(le groupe est isomorphe a V)

— Si 24 admet un sous-groupe H d’ordre 6, alors H est d’indice 2 et donc distingué
dans 204. Ainsi, H est la réunion de classes de conjugaison distinctes, ce qui est
absurde puisqu’elles sont de cardinal 1,3,4 et 4.

Les sous-groupes normaux sont des réunions de classes de conjugaisons (d’ordre 1, 3,

4 et 4). Par le théoréme de LAGRANGE, les cardinaux possibles pour ces sous-groupes
sont 1, 2, 3, 4 et 12. On voit alors que le seul sous-groupe normal non-trivial de 204 est
{Id,(12)(34),(13)(24),(14)(32)}. 0

Remarque. Pour le sous-groupe d’ordre 6, on pouvait aussi procéder ainsi :

Soit H un sous-groupe de 2, d’ordre 6. Il est donc distingué car d’indice 2. Il contient
donc un élément d’ordre 2 (une double-transposition), noté ¢ et un élément d’ordre 3 (un
3-cycle), noté c.

Alors la conjugaison ¢~ 'tc et ctc~! donne deux autres éléments d’ordre 2 distincts, tous
contenus dans H. Donc le groupe contenant toutes les double-transpositions, noté Vy est
contenu dans H. Or 4 ne divise pas 6, donc c’est absurde. Il n’y a donc pas de sous-groupe
d’ordre 6.

Exercice 5.5. Soit G un groupe fini d’ordre 2m avec m impair. Montrer que G admet
un sous-groupe H d’indice 2 (en particulier N <1 G et G n’est pas simple). On pourra
s’'intéresser a I'image de G dans son plongement de CAYLEY.

Lemme (B.A.-BA.). Soit G un groupe d’ordre 2m avec m impair, il existe x € G d’ordre
2.

Démonstration. Par ’absurde, supposons que G ne posséde pas d’élément d’ordre 2. On
peut alors partitionner G de la maniére suivante :

G ={e}u U {:L",x_l}.

zeG\{e}

L’union n’est bien str pas disjointe (on peut prendre une famille de représentants pour
la rendre disjointe, mais ce n’est pas nécessaire), mais les sous-ensembles {w,xil}, par
hypothése, sont tous de cardinal 2. Ainsi, G est d’ordre impair, ce qui est absurde. O

Démonstration. On note p: G — Gap, le plongement de CAYLEY de G, et on consideére le
morphisme ¢ = e o p: G — Z/27Z, ou € désigne la signature.

Comme G est d’ordre 2m, G posséde un élément x d’ordre 2. Son image par ¢ est donc
un produit de transpositions disjointes. Comme l’action par translation & gauche est sans
point fixe (i.e. si gz = z, alors g = e), p(z) n’a pas de point fixe, et donc est un produit
de m transpositions disjointes. Ainsi, p(x) = 1, et le morphisme @ est surjectif.

On note H = Ker(p) qui est distingué, alors par le premier théoréme d’isomorphisme,
on a G/H ~ 7,/27. Ainsi, on a bien trouvé un sous-groupe H d’indice 2. O

Exercice 5.6. On se place dans le groupe Sg.
1. Résoudre I'équation o2 = (1 2)(3 4) dans Gg.
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2. En déduire que 'on ne peut pas plonger Qs dans &g (indication : quand Qg, —1 a 6
racines carrées).

Démonstration.

1. Sio? = (12)(34), alors o est d’ordre 4.

On cherche a obtenir des informations sur le type de o. On regarde donc les partitions
possibles de 6 avec les diviseurs de 4. Comme o est d’ordre 4, sa décomposition
en cycles disjoints ne peut contenir uniquement des transpositions, donc il vient
uniquement les possibilités : 6 =4+ 1+1 =4+ 2.
On a donc accés uniquement & une transposition (ou pas) et un 4-cycle. Vu le carré
de o, le 4-cycle fait intervenir les entiers 1,2, 3 et 4.

On trouve donc 4 possibilités :(1 32 4), (142 3),et (1324)(56) ou(1423)(56).

2. On suppose qu’il existe un plongement ¢: Qg — Sg. Alors ¢(—1) est une double-
transposition. En effet, puisque —1 posséde au moins une racine dans Qg et est
d’ordre 2 alors ¢(—1) posséde au moins une racine dans Sg et est d’ordre 2. Or
les transpositions ne possédent pas de racine dans &g (s’ils en avait une, ce serait
un 4-cycle, mais le carré d’un 4-cycle est une double-transposition). De méme le
produit de 3 transpositions n’ont pas de racines dans Gg. Ainsi ¢(—1) est une double-
transposition.

Mais —1 posséde 6 racines dans Qg alors qu’une double-transposition ne posséde que
4 racines dans Gg. Finalement on ne peut pas plonger Qg dans &g.

O

Remarque. On prouve aussi que I’on ne peut pas plonger Qg dans &7. En effet, les éléments
d’ordre 4 dans &7 sont les produits de 4-cycles et de transposition (& supports disjoints).
De plus, une double-transposition est la seule a avoir des racines, et elle en posséde 8
distinctes. Par exemple si 02 = (1 2)(3 4), alors
(1324),(1324)(56),(1324)(57),(1324)(67),
{ (1423),(1423)(56),(1423)(57),(1423)(67) }

De plus, si p: Qs — 7 est un plongement alors p(—1) est une double-transposition. Pour
plus de simplicité on peut supposer que p(—1) = (1 2)(3 4), alors ¢(i), p(j) et (k) sont
dans l’ensemble

(1324),(1324)(56),(1324)(57),(1324)(67),
{ (1423),(1423)(56),(1423)(57),(1423)(67) }

Mais (1324)(1324)=(12)(34)et(1324)(1423)=id. Donc on peut peut pas
vérifier la relation ¢(i)¢(j) = (k).
Donc Qg ne se plonge pas dans Sy.

Exercice 5.7. L’objectif est de lister les sous-groupes normaux du groupe diédral D,,.
Soient r, s des générateurs de D,,, avec 7 = 1, s> = 1 et srs = r—'. On montre que si
n est impair, alors les sous-groupes normaux non triviaux de D,, sont les sous-groupes de
{ry. On montre ensuite que si n est pair, la liste des sous-groupes normaux non triviaux
de D,, s’enrichit des sous-groupes <r2, s>, <r2, sr>.

1. Vérifier que (r) est normal dans D,,.

2. Montrer que les sous-groupes de {(r) sont caractéristiques de {(r). En particulier, les
sous-groupes de {r) sont normaux dans D,, (cf TD3 exercice 5).
Questions 3-4-5 : cas n est impair, n = 2k + 1. Soit N un sous-groupe normal de D,
qui n’est pas un sous-groupe de {ry. Montrons que N = D,,.

3. Montrer qu’il existe j € {1,...,n — 1} tel que sr/ € N.

4. Montrer que =2 € N. Indication : On pourra calculer r(sr?)r=1.
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0.

En déduire que r € N, puis que s € N et enfin que N = D,,.

Questions 6-7 : cas n est pair, n = 2k. Soit N un sous-groupe normal de D,, qui n’est
pas un sous-groupe de (r). Comme dans 3. et 4., il existe j € {0,...,n — 1} tel que
srie Netr—2eN.

. Si j est pair, observer que s € N. En déduire que, si N n’est pas égal a D,, alors

N = <r2, s>.
Si j est impair, observer que sr € N. En déduire que, si N n’est pas égal a D,,, alors
N = <r2, 3r>.

Démonstration.

1.

Au vu des relations entre générateurs, on a, pour k € [0,n] : sr¥s™! = (srs)F = r~k.

Ainsi, le sous-groupe est bien stable par conjugaison par un élément de D,, (car stable
par conjugaison par ses générateurs, le cas r étant évident).

On pouvait aussi remarquer que {r) est d’indice 2 dans D,,, donc normal.

. Comme {r) est isomorphe & Z/nZ. Ainsi, 'application suivante est une bijection :

( {H<(m} — {dd|n}

H — #H
de ses sous-groupes H, par la bijection précédente, il préserve donc H. Ainsi, les
sous-groupes de {(r) sont bien caractéristiques dans {(r). Par la question 1. de cet
exercice et la question 4. de I'exercice 3.5., on a bien le résultat souhaité.

>. Comme un automorphisme de {r) préserve l'ordre

. On cherche & mettre sous une forme réduite les éléments de D,,. De la relation

srs = r~!, on tire rs = sr—'. Ainsi, & partir d'un expression faisant intervenir

r et s, on peut se ramener i une expression de la forme s%?, avec (a,b) € Z2.
Vu les ordres des générateurs, on peut décrire exactement les éléments du groupe :
{r¥ sr* | ke [0,n—1]}.
Comme N n’est pas inclus dans (r), il posséde donc un élément de la forme sr? pour
un certain j € [0,n — 1].

. Ona:

r (srj) rl = (rsr_l) rl = (sr_z) r =sri7% e N,
d’ou : A A
srd (sr]_Q)_l =sr?’s=r"2¢N.

. Ainsi, 7 = =2k € N, puis s = sr/r~7 € N, donc D,, = {(s,7) < N, d’ott I’égalité.

. 3
. On adonc s = sr’ (1"_2) 2 € N, donc <7‘2, s> < D,,. Comme ce sous groupe est d’ordre

n, il est d’indice 2 (donc distingué) dans D,,, donc si N # D,,, on a bien égalité.

. J—1
On a donc sr = srf (7“_2) 2 e N, donc <r2,sr> < D,. Comme ce sous groupe est
d’ordre n, il est d’indice 2 (donc distingué) dans D,,, donc si N # D, on a bien
égalité.

O
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6 TD 6 : Actions de groupe

Exercice 6.1 (B.A.-BA.). On considére I’application suivante :

{GLH(R)xGLm(R)anm(R) — Mun(R)
(P,Q),M) — PMQ!

Montrer qu'’il s’agit d’une action de GLy,(R) x GL;,(R) sur M, ,,(R) et décrire les classes
d’équivalence.

Démonstration.
GLA(R) % GLy (B) — LM ®)
n note ¢ (P,Q) —> YpQ: ( M( ) — PMQ(_l) )

cette application. On vérifie que :
—ona:yrr, = IdMn,m(R)a
— pour tout ((P1,Q1), (P2, Q2)) € (GLn(R) x GLn(R))?, on a

$PP,Q2 ©PP1,Q1 = PP2P1,Q2Q1 -

On veut calculer I'orbite de M € M,, ,,,. Par définition, on a :
Orb(M) = {PMQ™" | (P,Q) € GL,(R) x GL,,,(R)}

C’est I'ensemble des matrices de rang M. Pour cela on montre que toute matrice de
rang M est équivalente a la matrice bloc constituée que de 0 et de I, ou r = rg(M).

Pour le montrer on prend une base du noyau de M que 'on compléte en une base de
R™, notée B. On note ) la matrice qui envoie B sur la base canonique.

L’ensemble M B est constitué de vecteurs nuls et d’une famille de vecteurs libres que
I’'on compléte en une base C de R™. La matrice P est la matrice qui envoie la base C vers
la base canonique.

La composition PM Q™! est donc, quitte & réordonner les vecteurs, une matrice bloc
constituée que de 0 et de I, ot r = rg(M). O

Exercice 6.2 (B.A.-BA.). Soit G un groupe fini et H <G un sous-groupe d’ordre p avec
p le plus petit diviseur premier de |G|. Montrer que H < Z(G).

Démonstration. Comme H est normal dans G, 'action de G sur H par conjugaison
( C(;g>,<h€[ : th_l > est bien définie.

Pour prouver le résultat, sil suffit de montrer que pour tout h € H\{e}, Orb(h) = {h}.
En effet, cela implique que pour tout g€ G et he H, on a ghg~' = h, d'ott H < Z(G).

Soit h € H, la relation orbite-stabilisateur donne : #Stab(h) = #%f(h).

Par définition de l'action, on a Orb(h) ¢ H, donc #O0rb(h) < p. Or p est le plus petit
diviseur premier de Card(G), et #0rb(h) | #G. On a donc #O0rb(h) € {1, p}.

Par l’absurde, pour h # e, si #0rb(h) = p, alors Orb(h) = H, donc il existe g € G tel
que ghg~! = e, et il vient h = e. C’est absurde, car Orb(e) = 1.

Donc #0rb(h) = 1 pour tout h € H. Comme ehe™! = h € Orb(h), on a bien le résultat
attendu. O

Exercice 6.3 (Lemme de CAUCHY). Soit G un groupe d’ordre n et p un diviseur
premier de n. On va montrer que G contient un élément d’ordre p en utilisant une action
bien choisie. On note

X:: {(glu“'ugp)EGp|gl.92...gp:1}‘

1. Vérifier que le groupe Z/pZ agit sur X via la formule :

L-(g1,---,99) = (9p, 915+, Gp-1)-
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2. Décrire explicitement 'ensemble XZ/PZ des points fixes.

3. Calculer le cardinal de X et montrer que X%P% n’est pas réduit a un singleton.
Conclure.

Démonstration.

1. Vérifions dans un premier temps que si (g1, ...,9p) € X, alors (gp, g1,...,9p—1) € X.
Gp 91 o1 =0p 1 Gp-1Gp Gy =gp g, =e

Si k est un élément de Z/pZ, puisque 1 engendre Z/pZ, alors on a

];; : (917 CIEaE 7gp) = (glfk7927k7 LRI 7gp*k)-

On veérifie alors facilement que 0-(g1,...,9p) = (91,---,9p) et que k + 1-(g1,...,gp) =

k(L (9155 9p))-

2. Par définition X%P% = {(g1,...,9,) € X | Yk € Z/pZ, Kk - (91, -, 9p) = (91,---,9p)}-
En particulier, I'on a (g1,...,9p) = (9p,91,---,9p—1), d’olt g; = gi—1 pour tout i €
[1,p —1]. On en déduit donc que (g1,...,9p) = (9,9,.-.,g) pour un certain g € G,

avec gP = e. Réciproquement tout élément de la forme (g,g,...,g) avec o(g) | p est
dans X%/PZ_ donc XZP2 = {(g,...,9),9€ G,0(g9) = p} J{(e,...,e)}.
3. Pour qu’un élément (g1, ..., gp) soit dans X on peut prendre des éléments g1, ..., gp—1

: / o -1 _
quelconque dans G, et dans ce cas g, est uniquement déterminé par g, = g1 -+ gp—1.
Donc #X = nP~1,

L’équation aux classes classes permet d’affirmer que

X| = [XZPE 3 [Orb(ai),

#Orlb(xi);él

ot les z; € X sont les représentants des orbites qui partitionnent X. Or |Orb(x;)| =

m d’aprés la relation orbite-stabilisateur. Puisque |Orb(z;)| # 1, alors |Orb(x;)| =

p, car p est premier. Donc n?~! = |XZPZ|[p] = 0[p]. Puisque X%P~ contient
au moins un élément qui est (e,--- ,e), la congruence nous permet d’affirmer qu’il
contient au moins p— 1 autres éléments dans X%Z/PZ donc au moins p— 1 éléments de
la forme (g,---,g) ot o(g) = p, par la question précédente (on a accés a un élément
d’ordre p, les autres sont ses puissances).

O

Exercice 6.4. On montre ici que le groupe G := SLy(Z) est engendré par deux matrices :

0 -1 1 1
S.—(l 0) et T.—(O 1).

Pour cela, on introduit le demi-plan de Poincaré H := {z € C | J(z) > 0} et on note I' :=
(S, T le sous-groupe de G engendré par S et T.

a b Z'_az—i-b
c d T ocz+d

définit bien une action de SLgo(R) sur H. Quel est le noyau de cette action ?

1. Montrer que la formule

2. Exprimer 'action de S, T, ST et T'S sur H et préciser 'ordre de ces transformations.

3. On note D la partie de H suivante :
1
D:=3zeH||R(2)| < 5et|z| >1;.
Faire un dessin. Montrer que pour z € H il existe g € I tel que g - z € D.
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4. Soient z € D et g € G\{Id}. Montrer que si g - z € D alors z est sur le bord de D et
préciser la valeur de g (suivant la position de z).

5. Calculer les stabilisateurs de 'action de G pour un point de D (on traitera soigneu-
sement les cas z =1, z = j et z = —5)

6. Soit zg = 2i. Pour g € GG, on considére z := g - z9. D’aprés la question 3, il existe
un élément v € I tel que - z € D. En utilisant la question précédente, montrer que
g =~ et conclure.

Démonstration.

1. On vérifie dans un premier temps que gjig € H (on multiplie par le conjugué du
dénominateur en haut et en bas) :

S ((az + b)(cz + d)) = S(ac|z|* + adz + bez + bd) = (ad — be)S(2).

Comme <CCL Z) € SLy(Z), on a ad — bc = 1 et finalement ‘C‘jis € H, car z € H.

On vérifie par ailleurs que I - z = z et que :

a b a b _(a D az+ b
c d)’ d d) 7)) T \e a) dz+d
aa’erb' +b

cz+d

oy
~ (ad" +bc")z + (ab’ + bd")

(e’ +dc)z + (cbf + dd")
aa' +bc  ab' + bd .
ca' +dd cb +dd

( ) (¢ w)) -

Donc la formule donnée définit bien une action.

On cherche & calculer le noyau de l'action vue comme application de SLy(Z) dans

Sp. On cherche donc les éléments de (i Z) € SLy(Z) tels que pour tout z € H :

a b Z_az—i—b_
c d Ccz+d

a=d

On trouve le systéme : {b , donc le noyau de 'action est Z <1 0).

—c= 0 1
2. On a :
-1
[
z
T -z=2+1
-1
ST -z =
z+1
z—1
TS -z=
z
De plus (& chaque fois, les puissance plus petites agissent non trivialement) :
— 8?2 = — I, agit trivialement donc l'ordre de la transformation est 2,

— T™" .z = z + n, donc son ordre est infini,
— (ST)3 = —1I, donc son ordre est 3,
— (TS)3 = —I, donc son ordre est 3.
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3. On a la figure suivante :

////////////
////////////////

_1 0 1 1
2 2
S b .
On commence par remarquer que (g - z) = % avec g = <CCL d>' Puisque c et d

sont des entiers, on peut choisir g tel que (g - z) soit maximale (En effet, on cherche
a minimiser |cz + d|. Voir ci-dessous pourquoi on choisit un tel g).

On va maintenant"recentrer" le point. Par la question 2, on voit que, pour z € H, si
onpose k= |R(g-2)+ 3], onaR(TF g -2)=R(g-2)—ke[-1/2,1/2].
Assurons-nous que ce point n’est pas dans le disque unité ouvert. Si c’est le cas, alors
|S-T%.g- 2| > 1. Mais alors, on voit que S(S-T"%-g-2) > (T g-2) = S(g-2),
ce qui est absurde par définition de g. Donc T7% . ¢g- z € D.

Il reste & vérifier que g € T'. C’est bien le cas, car par la formule $(g-2) = ‘Ci(fcg'%

maximiser (g - z), on doit prendre (¢,d) € {(0,1),(1,0)}, et donc on peut prendre
g € {Ids2, S} < T respectivement.

pour

—_—

4. On pose g = (CCL 2) On a vu que (g - 2) = %. Quitte a considérer (z,g) =

(g-2,g71), on peut supposer que (g - 2) = I(2) (i.e |cz + d|> < 1). Nécessairement,

on |¢| < 2 : on va distinguer plusieurs cas :

— Sic =0, alors d = +1 et l'action de g est la translation par +b. Comme R(z) et
R(g - =) sont dans [—1/2,1/2], il vient b=0et g = Iy ou b= +1 (et g = £T))
et R(2),N(g-2) e {-1/2,1/2},

— Sic=1,alors |2 +d| < 1donc d =0 sauf si 2 = j (respectivement z = —j), et
dans ce cas, d € {0,1} (resp. d € {0, —1}).

— Lecasd =0 donne b =1et |2| <1, donc |z| = 1. Il vient alors g- z = a + 1,
et comme précédemment, il vient a = 0, sauf si R(z) = £1/2. Dans ce cas,
z=jouz=—j etalors a€ {0,—1} ou a € {0,1}.

—Siz::jetd:l,alorsa—bzletg-jz“jjtri“l_l:@:a—i-jdonc
a€{0,1}.
— De méme pour le cas z = —j.
— Si ¢ = —1, le raisonnement est similaire au cas ¢ = 1 en inversant les signes de
a,b,cet d.

Dans tous les cas, z est bien sur le bord de D.

5. Par ce qui précéde, si g # +15 est dans le stabilisateur de z € D, z est sur le bord de D.
Par contraposée, tout élément qui n’est pas sur le bord de D posséde un stabilisateur
trivial.
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— Par ce qui précéde, si z € D est tel que que z # j,—j et R(z) = £1/2, alors
g -z € D si et seulement I'action est une translation. En particulier g ne stabilise
pas D, donc le stabilisateur de z est réduit & l'identité.

— Si|z| =1let g-2z¢€ D, on a de nouveau ¢ = 1 et d = 0, donc si on suppose
z¢{j,—j}, alors g- 2 = —1/z.

Le seul z stabilisé par un tel g est z = 2. Donc Stab(i) = {I3, S}.

— Il ne reste qu’a traiter le cas ot z = p ou z = —p. Dans ces cas, (a l'aide la

discussion précédente, et en testant les divers cas) on montre que Stab(j) = (ST

et Stab(j) = (T'S).

6. On a (vg)- 20 =v-2€D. Comme 2y € D et que zp n’est pas sur le bord de D, on a,
par la question précédente, yg = +I3. Doncg =~y 'eTl,etonaGc I, dou G =T.

O
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7 TD 7 : Produits semi-directs, directs, Théorémes de SYLOW

Exercice 7.1. Montrer que &3 s’écrit comme un produit semi-direct de Z/3Z par Z/2Z.

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit semi-direct. On constate que Z /37 ~
A3 <1S3. On peut prendre par exemple Z/27 ~ {id, (1 2)} < &3. On vérifie alors que
As ﬂ{id, (1 2)} = {ld} et ng{id, (1 2)} = G3.

A3 — Aut ({id, (1 2)})
Ainsi, &3 ~ A3 x,{id, (1 2)}, ot « : B ( {id, (1 2)} = {id, (1 2)} )
n —>  hnh7!
(la définition de « est incluse avec la caractérisation du produit semi-direct). O

Exercice 7.2 (B.A.-BA.). Soit T,,(R) le groupe des matrices triangulaires supérieures
inversibles. Montrer que T,,(R) est le produit semi-direct de V,,(R) (matrices triangulaires
supérieures avec des 1 sur la diagonale) par D, (R) (matrices diagonales inversibles).

Remarque. Le groupe V,,(R) est aussi noté U, (R) (voir ANUM).

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit semi-direct. On doit vérifier que :

1. Dp(R) < Tp(R), Dp(R) n V,(R) = {id} (évidents),

2. D,(R)V,(R) = T,(R),
3. Vo (R) est distingué dans Ty, (R).

Soit (M; ;) jyeping? € Tn(R), alors, par définition de Ty, (R), pour tout i € [1,n], (M;;)
est inversible, donc Diag(M; ;)ie[1,n] € Dn(R) et (MijilMi,j)(i,j)e[[17n]]2 € V,(R), et il vient
Diag(Mi,i)ie[[Ln]] (MijilMi,j)(i,j)e[[l,n]]Q = (Mi,j)(i,j)e[[l,n]]Q . On a donc prouver I'inclusion ">".
L’autre sens est immeédiat, ce qui permet de prouver le point 2.

T,(R) — D, (R) )

A — Diag(ay,---,an) )
Ainsi, f est un morphisme de groupes et Ker(f) = V,,(R) < T,,(R).

Ainsi, T,,(R) est le produit semi-direct de V,,(R) par D, (R). O

Pour le point 3., on considére le morphisme f :

Exercice 7.3. Montrer que le groupe (g ne s’écrit pas comme un produit semi-direct non
trivial.

Démonstration. Par I’absurde, si Qg est un produit semi-direct, alors, par la caractérisation

du produit semi-direct, il posséde deux sous-groupes @ et N tels que @ n N = {1}.
Or:V¥Q,N < Qs, Q # {1} # N = {1,—1} € @ n N. Ainsi, Qg ne peut pas s’écrire

comme un produit semi-direct non trivial. O

Exercice 7.4. Soient H et N deux groupes et o : H — Aut(N) un morphisme.
1. (B.A.-BA.) Si ¢ € Aut(H), on pose  := ao ¢ : H — Aut(N). Montrer que les
deux groupes N x, H et N xg H sont isomorphes.
2. (B.A.-BA.) Si u € Aut(N), on définit v : H — Aut(N) par v(h) = ua(h)u™’.
Montrer que les deux groupes N x, H et N x, H sont isomorphes.
3. Montrer qu’il existe un unique produit semi-direct non trivial de &3 par Z/27Z.
4. Montrer que les deux groupes &3 xZ/27 et &3 x7/27 sont isomorphes.
Démonstration.
. Nxo,H — NxgH
1. Soit ¢ : < (mh) — (n, @_Bl(h))
de groupe :

¥((n,h) o (W, 1)) = P((na(h)(n'), hh')) = (na(h)(n'), ¢ (hI))

> . On vérifie que ¢ définit bien un morphisme



Ce morphisme est clairement bijectif puisque ¢ est un automorphisme, ce qui conclut.
NxqH — Nx,H
. Soit ¢ : o J
oo (N 2 Gonn
de groupe :

). On vérifie que v définit bien un morphisme

= (n,h) - P(n', h)

Ce morphisme est clairement bijectif puisque u est un automorphisme, ce qui conclut.

. Se donner un produit semi-direct, c’est se donner un morphisme de groupe
a: )27 — Aut(G3) ~ &3 . (I'isomorphisme est donné par l'action par conjugaison)

L’ordre de 1 est 2 dans Z/27, donc son image par «, est soit l'identité, soit une
transposition.

L’identité donne le produit direct. Comme toutes les transpositions sont conjuguées
dans &3, par la question précédente, tous les produits semi-directs non-triviaux sont
isomorphes.

. On se donne un produit semi-direct non-trivial &3 x,Z/27, avec

a: < Z/22 — Aut(Ss) = Int(Gs) , avec T une transposition (et a(0) = id).
1 — o — TOT

Montrons que c’est un produit direct. On utilise pour cela la caractérisation du

produit direct. On doit vérifier :

— (63,0)) :={(0,0),0 € 63} < 63 x,Z/2Z,

— {(id, 0), (1, 1)} < &3 x,Z/2Z,

— Pour tout h € {(id,0), (7,1)}, (0,0) € (&3,0)), h - (0,0) = (0,0) o h. En effet,

on a:

(0,0) o (1,1) = (1,1) *o (0,0) = (07, 1),

et
(Ua 0) o (id, O) = (id,O) e (O" O) = (07 O)a

— (63,0)) n {(id, 0), (7, 1)} = {(id, 0)},
_ (637 0)) {(ld¢0)a (7-7 1)} =63 NaZ/2Z'
Ainsi, on a : 63 x,Z/27 ~ (63,0)) x {(id,0), (7,1)} ~ &3 xZ/2Z.

O

Exercice 7.5 (B.A.-BA..). Soit G un groupe d’ordre mn avec m et n deux entiers premiers
entre eux. On suppose de plus que G admet un unique sous-groupe d’ordre m (noté M) et
un unique sous-groupe d’ordre n (noté N). Montrer que G est isomorphe au produit direct
M x N.

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit direct.

— le sous-groupe M N N est non vide car il contient e. Soit g € M n N, alors, par le
théoréme de LAGRANGE, o(g) | m An =1, et donc g = e. Ainsi, M n N = {e}.

— Comme M est 'unique sous-groupe d’ordre m de G, et que pour tout g € G, gMg~!
est un sous-groupe d’ordre m, celui-ci est distingué. Il en est de méme pour N. Si
ne Netme M alors nmn~'m~! € M n N = {e} (reconnaitre de 2 facons
différentes un produit d’un élément et d’une conjugaison), donc nm = mn,

— Enfin, comme N et M sont des sous-groupes distingués (car uniques), M N est un
sous-groupe de G, et on a méme M, N < MN < G. Ainsi, m et n divisent le
cardinal de M N, qui divise celui de G, donc |[MN| = |G|, d’ot MN = G.

Donc par caractérisation du produit direct, on a G ~ M x N. 0
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Remarque. Les deux caractérisations suivantes du produit direct sont équivalentes :

N MG VYne N,Yme M,nm = mn
NnAnM={ <<= <{NnM-=/{e}
MN =G MN =G
En effet :
= : Pour n € N et m € M, on a, par normalité de N et M : n mn~'m™! =
eN eN

nmn~ m™' € N n M = {e}, donc on a bien nm = mn.
) ——

eM eM
< : Pour g € G, comme MN = G, il existe nm € NM tel que nm = g. Alors il vient :

gNg ' =nmNm™n ' =nNn ' =N et gMg™' = nmMm™n~! = nMn~! = M.

Dans les deux cas, on utilise I’hypothése Vn € N,Vm € M,nm = mn et le fait que
M ou N soit un groupe. On a bien prouvé que M et N sont distingués dans G.

Exercice 7.6.

1. (B.A.-BA.) Décrire les structures possibles pour les groupes d’ordre 1225 = 5272
Indication : montrer que les SYLOW sont distingués et utiliser I'exercice 5. Constater
que tous les groupes d’ordre 1225 sont abéliens.

2. Peut-on conclure la méme chose pour les groupes d’ordre 441 = 32727

Démonstration.

1. Soit G un groupe d’ordre 1225. D’aprés le théoréme de SYLOW, on a nj | 72, donc
ns € {1,7,49}. De plus n5 = 1 mod 5, donc ns = 1. Il y a un unique 5-SYLOW.
Comme tous les 5-SYLOW sont conjugués entre eux, celui-ci est distingué.

De méme, ny = 1, et 'unique 7-SYLOW est distingué.

Le groupe G posséde un unique sous-groupe N d’ordre 49 et un unique sous-groupe
@ d’ordre 25, or 49 A 25 = 1, donc d’aprés 'exercice 5, G est le produit direct de N
et Q.

En particulier, G est abélien.

2. Soit G' un groupe d’ordre 441. D’aprés le théoréme de SYLOW, on a n7 | 32, donc
ny € {1,3,9}. De plus n; = 1 mod 7, donc ny = 1. Ainsi, G posséde un unique
7-SYLOW, qui est distingué.

Par contre, les conditions du théoréme de SYLOW donnent ng | 49 et n3 =1 mod 3,
done, "au mieux", on a n3 € {1,7,49}.
En particulier, soit N = Z/49Z, H = (Z/37)?, et
(Z/32)? — Aut(Z/497)
a: (1,0) T

(0,1) T 2 18x1

On a bien un morphisme de groupes car 183 = 1 mod 49. De plus, 182 = 30 mod 49,
et on peut vérifier que N %, H est non abélien :

(13 (0’ 1)) o (17 (07 2)) = (1 + a(ov 1)(1)’ (0’ 0)) = (19’ (Ov O))a

(L (05 2)) e (17 (O> 1)) = (1 + Oé(O, 2)(1)7 (070)) = (317 (07 0))

Ce n’est donc pas un produit direct.

Exercice 7.7. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.
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1. Soit P un p-SYLOW de H. Montrer qu’il existe P un p-SYLOW de G tel que P =
P1 N H.

2. Réciproquement, montrer que si H < G, alors P n H est un p-SYLOW de H pour
tout p-SyLow P; de G.

3. Soit G = A5 et H = {0 € As5,0(5) =5) (noter que H ~ Ay). Montrer que si P; est
un p-SYLOW de G alors P; n H n’est pas nécessairement un p-SYLOW de H (prendre
p=2).

Démonstration.

1. Comme P un p-sous-groupe de G, d’aprés le premier théoréme de SYLOW, il existe
P; un p-SyLow de G tel que P < Py. Par ailleurs P n H > P n H = P. Comme
Py n H est un p-sous-groupe (car sous-groupe de P), il vient P, n H = P.

2. Soit P; un p-SYLOW de G. Alors P} n H est un p-sous-groupe de H (car sous-groupe
de Pp). Il existe donc un p-SyLow P de H tel que Py n H c P. Par la question 1),
il existe un p-SYLOW P5 de G tel que P = P» n H. Comme tous les p-SYLOW de G
sont conjugués, il existe g € G tel que P; = gPyg~!. Comme H est distingué, on a
H = gHg™ ! et donc :

PinH=gPg'ngHg ' =g(P,nH)g ' =gPg".

Comme gPg~" est un p-SYLOW de H, on a bien P; n H p-SYLOW de H.

3. On prend P = {(1 2)(3 5),(1 3)(2 5)) qui est un 2-SyLow de G. Mais P n H = {id}
n’est pas 2-SYLOW de H.

O
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8

TDS8 : Structure des groupes simples d’ordre < 60, Groupes
résolubles

On montre que tout groupe simple d’ordre < 60 est cyclique d’ordre p premier. Ce
probléme est assez long, sa correction peut occuper une séance compléte de TD.

1. Montrer qu’'un groupe d’ordre pg (avec p et ¢ deux entiers premiers distincts) n’est
pas simple.

2. Méme question pour un groupe d’ordre p?q (attention au cas p = 2 et ¢ = 3).

3. De méme pour un groupe d’ordre p?q? (attention au cas p = 2 et ¢ = 3).

4. Idem pour un groupe d’ordre pgr (avec p > g > r trois entiers premiers).

5. Montrer que si |G| € {24, 40, 48, 56} alors G n’est pas simple. Indication : Pour
|G| € {24, 48}, on pourra faire agir G sur ’ensemble de ses 2-SYLOW.

6. Conclure.

Démonstration.

1. On suppose p > ¢q. D’aprés le théoréme de SYLOW, le nombre n, de p-SYLOW divise
q et est congru & 1 modulo p. En particulier n, < ¢ < p, et n, = 1[p]. Il vient donc
np = 1. Comme les p-SYLOW sont conjugués entre eux et qu’il n’y en a qu’un, on en
déduit qu’il est distingué, donc que le groupe n’est pas simple.

2. On va traiter deux cas :

— Si p > ¢q, le méme raisonnement qu’a la question précédente permet de conclure.
— Si g > p, alors ng | p?, donc ny € {1,p, p*}. De plus, ny = 1[g].
— Sing =1, on peut conclure comme a la question précédente.
— Sing = p alors comme ¢ > p, il vient p = 1[q], ce qui est impossible (car p
est premier).
— Sin, = p?, alors p? = 1[q], et donc p = +1[q].
On vient de voir que p = 1[q] est impossible, donc p = —1[¢]. Comme p < ¢,
on a forcément p = ¢ — 1.
Comme ¢ est premier et que ¢ > p = 2, ¢ est impair, donc p est pair. Le seul
cas a traiter est donc le cas p=2et g =3:
On sait que ng|4 et ng = 1[3], donc alors n3 € {1,4}. Si n3 = 1, on peut
conclure comme en question 1. Sinon, le groupe contient quatre 3-SYLOW et
leur union contient 8 éléments d’ordre 3 (et l'identité). Il ne reste alors de la
place que pour un unique 2-SYLOW, qui est donc distingué.
3. Par symétrie, on peut supposer sans perte de généralité que ¢ > p. On reprends un

raisonnement similaire a la question précédente.

On a n, | p?, donc n, € {1,p, p?}. De plus, n, = 1[q].

— Sing =1, on peut conclure comme en question 1.

— Sing = p alors comme ¢ > p, il vient p = 1[g], ce qui est impossible (car p est
premier).

— Sing = p?, alors p* = 1[q], et donc p = +1[q].
On vient de voir que p = 1[q| est impossible, donc p = —1[¢]. Comme p < ¢, on
a forcément p = ¢ — 1.
Comme q est premier et que ¢ > p > 2, g est impair, donc p est pair. Le seul cas
A traiter est donc lecas p=2et ¢g=3:
On sait que ng|4 et ng = 1[3], donc alors ns € {1,4}. Si ng = 1, on peut conclure
comme en question 1. Sinon, comme tous les 3-SYLOW sont conjugués on peut
définir une action de G sur ’ensemble de ses 3-SYLOW. On a donc un morphisme
de groupe ¢: G — Gy4.
Or #64 = 24 < 36 = #G, donc ¢ ne peut pas étre injectif et son noyau est un
sous-groupe distingué non trivial.
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4.

D.

Par théoréme de SYLOW, n,|qr, donc ny, € {1,¢,7,qr}. Or, n, = 1[p] et p > g > r,
donc ny ¢ {q,r}. Si 1 € {ny,ng,n,}, on peut conclure comme en question 1. Sinon,
on a n, = qr p-SYLOW d’ordre p premier, donc cycliques, et donc deux-a-deux
d’intersection triviale (car ici, tout élément d'un p-SyLow différent du neutre est
générateur de celui-ci).

Le groupe G contient donc gr(p — 1) éléments d’ordre p. De plus, comme n,|pq et
ng|pr, on a n, = q et ng = r, donc G contient au moins ¢(r — 1) éléments d’ordre r
et r(q — 1) éléments d’ordre ¢ (car 1a encore, les r- et ¢-SYLOW sont cycliques).
Ainsi, en comptant le neutre de G, on a :

qr(p—1)+q(r—1)+7r(g—1)+ 1< |G| = pgr,

soit encore g + 7 = gqr + 1.
Puisque 2 <r <g,onadonc2g+1<rqg+1<q+r<2q, cequi est absurde.

(a) Pour #G = 24, si ng = 1, on peut conclure comme en question 1.

Sinon, comme ng|3, on a ny = 3. On fait agir G sur 'ensemble de ses 2-SYLOW.
On a donc un morphisme ¢: G — &3. Ce morphisme n’est pas injectif car
# 63 = 6 < 24 = #G. Son noyau est donc un sous-groupe distingué de G non
trivial.

(b) Pour #G = 40 = 23 x 5. Alors n5|8 et n5 = 1[5], ce qui méne a n5 = 1.

(c) On procéde comme pour #G = 24. Pour #G = 48 = 2* x 3, si np = 1, on peut

conclure comme en question 1.
Sinon, comme ng|3, on a ny = 3. On fait agir G sur 'ensemble de ses 2-SYLOW.
On a donc un morphisme ¢: G — G&3. Ce morphisme n’est pas injectif car
# 63 = 6 < 48 = #(G. Son noyau est donc un sous-groupe distingué de G non
trivial.

(d) Pour #G =56 =7 x 8, si ny = 1, on peut conclure comme en question 1.
Sinon, n7|8 et ny = 1[7], donc ny = 8. Les 7-SYLOW sont d’ordre 7 premier,
donc cycliques, et donc deux-a-deux d’intersection triviale (car ici, tout élément
d'un 7-SyrLow différent du neutre est générateur de celui-ci).

Le groupe G contient donc 8(7 — 1) = 48 éléments d’ordre 7. Il reste donc
56 — 48 = 8 autres éléments, soit exactement assez de place pour un unique
2-SYLOW qui est donc distingué.

Dans tous les cas, G n’est pas simple.

. Soit G un groupe d’ordre < 60 non banal (c’est & dire pas un groupe cyclique d’ordre

premier).

Si p est premier et o > 1, alors un groupe d’ordre p® n’est pas simple car son
centre n’est pas réduit au neutre (et tout sous-groupe du centre est distingué. Pour
le prouver, appliquer la formule aux classes pour 'action par conjugaison de G sur
lui-méme).

Vu les questions précédentes, on a le tableau suivant :

01 1 27 3747 5 -6 71871 9

0| x x |ePleP|p*|eP| pg |€P| p* | p*
1- | pqg |€P ePlpqg| pqg | p* |eP eP
2 pqg | pg |€P| 24 | p* | pqg | p* eP
3 |pgr | P | p* | pg | pq | Pq P | pqg | pq
4-| 40 | e P | pgr | €P pg |€P | 48 | p®
5- pq EP| 54| pg | 56 | pg | pq |€P

Il reste donc a traiter le cas #G = 54. On a n3 | 2 et n3 = 1[3], donc ng = 1, et on
peut conclure comme en question 1.

On a couvert toutes les possibilités, donc un groupe G d’ordre |G| < 60 simple est
bien cyclique d’ordre p premier.
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O

Remarque. Pourquoi 607 A cause de 25! (seul groupe simple d’ordre 60 a isomorphisme
pres)

Exercice 8.1. Montrer qu’un p-groupe est résoluble.

Démonstration. Soit G un p-groupe et « tel que #G = p®. On procéde par récurrence
forte sur a.

Le résultat est évident si a € {0, 1}, car un groupe d’ordre premier est cyclique, donc
abélien, donc résoluble.

Pour o > 1, le centre de G n’est pas réduit au neutre (déja vu), donc G/Z(G) est
d’ordre p” avec f < a. Par hypothése de récurrence, G/Z(G) est résoluble et Z(G) est
résoluble car abélien, donc G est résoluble. O

Exercice 8.2. Décrire les suites dérivées des groupes 24, G4, Qs (B.A.-BA.) et D,,.

Démonstration. Pour les groupes 4, &4, @s, on a vu dans I’exercice 1 qu’ils sont résolubles,
donc on sait que D(G) # G pour G € {20y, Sy, Qs}. De plus on sait que D(G) est distingué
dans G et D(G) = {e} si et seulement si G est abélien.

— Le seul sous-groupe distingué non trivial de 204 est V (engendré par les doubles
transpositions). Puisque 24 est résoluble non abélien, il vient D(24) = V. Comme
V est abélien, on a la suite dérivée : {e} <V < 2y.

— On sait que D (&4) = 204. Par ce qui précéde, on a : {e} <V <20y <84.

Remarque. Pour prouver que, pour n € N, D (&,,) = 2,,, une inclusion se prouve
en calculant la signature d’un commutateur. Pour 'autre sens, on utilise le fait que
2, est généré par les 3-cycles, qu’on écrit comme un commutateur.
On pouvait également remarquer que &4 /V ~ &3 (& prouver, par exemple via
une action bien choisie, ou en remarquant que G3V = &4 ou G3 est vu comme
sous-groupe de &4) qui n’est pas abélien. Il ne reste donc plus qu’un sous-groupe
distingué candidat : 204.

— Dans Qg, il faut se résoudre a faire les calculs. On trouve que D(Qs) = {1,—1},
d’ou la suite {1} < {1, -1} < Qs.

— Soient «, 3,0/, 3" des entiers. On peut supposer (sans perte de généralité dans la
suite) « = /. On a :

/ /

/ ! / /o — —_ p—
[sarﬂ:so‘rﬁ] = s B pBpBgmap=F g=a
PV Iopr_ Y Y -V

= g g B g =B gamal ol = o
—o (—1)¢ /_ ) (1) 1

— @ (DY BB =B a—a (-1)*¥ 1B

H(DE () B+8/=p), (- D g

— (D= (D)) gr (- 1)@maD—(—1)e") g
Puisque ((—1)® —(=1)@=)) et ((—1)(@~*) —(—=1)?") ne peuvent valoir que —2,0, 2,
il vient D(D,,) = (r?).
— Si n est impair alors D(D,,) = {r), donc il vient {e} < {r) <1 D,,.
— Si n est pair, alorsD(D,,) = (r?), donc il vient {e} <1{r?) <1 D,,.

O

Exercice 8.3 (B.A.-BA.). Montrer qu'un groupe G d’ordre |G| < 60 est résoluble (uti-
liser le Probléme traité plus haut).

Démonstration. On procéde par récurrence forte sur I'ordre du groupe.
Un groupe d’ordre 2 est résoluble car abélien.
Pour #G > 2 :
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— Si G est simple, par le Probléme, G est cyclique d’ordre premier p, donc abélien,
donc résoluble.

— Sinon, il posséde un sous-groupe H distingué non trivial, d’ordre < n, donc est
résoluble par hypothése de récurrence. Alors G/H est d’ordre < n donc est résoluble
par hypothése de récurrence, et on en déduit que G est résoluble.

O
Exercice 8.4. On se place dans le groupe GL2(R).

1. Montrer que les matrices de la formes

1 A 1 0 9
<0 1> et (M 1), avec (A, ) € R

engendrent SLa(R).

2. Montrer que les matrices ( (1) 21)\ ) et < (1) i\ > sont conjugués dans SLa(R). On

pourra chercher & conjuguer par une matrice diagonale.

3. Déduire des questions précédentes la suite dérivée de GLa(R). Ce groupe est-il réso-
luble ?

Démonstration.

1. Quelques calculs pour mieux comprendre ce qu’il se passe :
a b\ (1 A\ fa Xa+b
c d)\0 1) \ec I+d
a b 1 0\ [(a+uwb b
c d)\p 1) \c+pd d

a b

On part d’une matrice A = (c d

en produit de matrices des formes données (on remarque que leur inverses sont des
mémes formes).

> € SLa(R), et on va essayer de la décomposer

. . 11 .
Quitte & multiplier par < 0 1) , on peut supposer sans perdre de généralité que b # 0

l—a

(car alors a # 0 car A € SLa(IR)). On pose alors = -3, et on a :

(a b)(l 0)_(1 b>
—a = | 4=
c d)\55* 1 G d
(1 b>(1 —b) <1 0)
d— = d—
G d)\0 1 1
Ainsi, on a :

A_(l 0)(1 —b>1<1 o>1_<1 o><1 b)(l 0)
el o1)\0 1 21 o) \o 1)\t 1)

Puis A = —b,

donc les matrices données engendrent bien SLa(R).

a

2. Conjuguons par P, = (0

a(_)l> (forme générale d’une matrice diagonale de SLa(R)),

L A\ o1 (1 a®A
Pl )= )

Il suffit de prendre a = /2.

alors
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3. Le déterminant étant multiplicatif, on a D(GLa(R)) < SLa(R). De plus, avec les
notations de la question précédente, on a :

1A 1 (1 A\ (1 A
Pﬁ(o 1)Pﬁ(0 1)‘(0 1)'
1 0\ ,_1/1 0\ (10
Pﬁ(u 1>Pﬁ <—M 1>_(u 1>'

Par la question 1, il y a inclusion réciproque, et il vient D(GL2(R)) = SLa(R). Les
relations nous donnent méme : D(SL2(R)) = SL2(R).

Ainsi, GL2(R) n’est pas résoluble car sa suite dérivée est stationnaire a SLa(R).

De méme,

O
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