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0 Exercices Supplémentaires THGR

0.1 Feuille 1

Exercice 0.1. Soit G un groupe qui possède exactement deux sous-groupes distincts de G et t1u.

1. Montrer que tout élément de G est d’ordre fini. En déduire que G est d’ordre fini.

2. Montrer que G est cyclique.

3. Montrer que G est d’ordre pq ou p3 avec p ‰ q deux nombres premiers.

Démonstration.

1. Montrons que tout élément de G est d’ordre fini. Soit x P G. Supposons par l’absurde que x soit
d’ordre infini. Alors le sous-groupe de G engendré par x est infini et isomorphe à Z. Or Z possède
une infinité de sous-groupes (les nZ), donc G possède aussi une infinité de sous-groupes, ce qui
est absurde. Donc x est d’ordre fini.
Montrons maintenant que G est d’ordre fini. Supposons par l’absurde que G soit infini. Soit
x ‰ 1, on note H “ xxy. Alors H est fini, donc il n’est pas égal à G. Soit y R H. Alors K “ xyy

est un sous-groupe fini de G différent de G,H et t1u. Comme G est infini, on peut trouver un
élément z R H YK. Le sous-groupe engendré par z est alors différent de G,H,K et t1u. Or c’est
absurde car G possède exactement deux sous-groupes distincts de G et t1u. Donc G est fini.

2. Soit x ‰ 1 un élément de G. On note H le sous-groupe engendré par x. On sait que H ‰ t1u.
Si H “ G alors on aura prouvé que G est cyclique. Sinon H ‰ G et il existe y P GzH. On note
K le sous-groupe engendré par y. Comme précédemment K ‰ t1u. De plus K ‰ H. Si K “ G
alors G est cyclique. Supposons que K ‰ G. Alors il existe z R H YK. Le sous-groupe engendré
par z n’est ni t1u, ni H ni K. C’est donc nécessairement G. Donc G est cyclique.

3. Comme G est un groupe cyclique, il est donc isomorphe à Z{nZ pour un certain entier n ą 1. Or
le groupe Z{nZ possède un sous-groupe d’ordre d pour tout d diviseur de n. Puisque le groupe
G possède exactement deux sous-groupes distincts de G et 1, alors G est d’ordre pq ou p3 avec
p ‰ q deux nombres premiers.

Exercice 0.2. Soient G et G1 deux groupes. Soit morphisme de groupe f : G Ñ G1.

(a) On dit que f est un monomorphisme si pour tout groupe Γ, la propriété suivante est vérifiée :
pour tous morphismes de groupes u, v : Γ Ñ G, si f ˝ u “ f ˝ v alors u “ v.

(b) On dit que f est un épimorphisme si pour tout groupe Γ, la propriété suivante est vérifiée : pour
tous morphismes de groupes u, v : G1 Ñ Γ, si u ˝ f “ v ˝ f alors u “ v.

Montrer les résultats suivant :

1. f est un morphisme injectif si et seulement si f est un monomorphisme.

2. f est un morphisme surjectif si et seulement si f est un épimorphisme. Indication : Pour le sens
réciproque, on pourra considérer l’ensemble : E “ G1{fpGq Y t8u et Γ “ SE.

Démonstration.

1. Supposons que f soit injective, soient alors Γ un groupe et u, v : Γ Ñ G deux morphismes de
groupes tels que f ˝u “ f ˝v. Soit x P Γ, alors par hypothèse fpupxqq “ fpvpxqq, donc upxq “ vpxq

car f est injective. Donc u “ v et f est un monomorphisme.
Réciproquement, si f est un monomorphisme, prenons x, y P G tels que fpxq “ fpyq et considé-
rons les morphismes de groupes u : Z Ñ G,n ÞÑ xn et v : Z Ñ G,n ÞÑ yn. Alors il est clair que
f ˝ u “ f ˝ v, donc u “ v puisque f est un monomorphisme. En particulier, cela implique que
x “ y et donc f est injective.

2. Supposons que f soit surjective, et soit un groupe Γ ainsi que u, v : G1 Ñ Γ deux morphismes de
groupes tels que u ˝ f “ v ˝ f . Soit z P G1, alors comme f est surjective, il existe x P G tel que
fpxq “ z. Alors upzq “ upfpxqq “ vpfpxqq “ vpzq, donc u “ v.
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Réciproquement, supposons que f soit un épimorphisme. Supposons par l’absurde que f ne soit
pas surjective, alors fpGq “ H ‰ G1. On pose E “ G1{fpGq Y t8u l’ensemble quotient de G1 par
fpGq union un point. Pour g P G1 on définit

σg : E Ñ E
x1H ÞÑ gx1G
8 ÞÑ 8

Soit τ la transposition de E qui échange H et 8. Alors soit u : G1 Ñ E, g ÞÑ σg et v : G1 Ñ

E, g ÞÑ τ ˝σg ˝ τ . On vérifie que u ˝ f “ v ˝ f . Puisque f est un épimorphisme alors cela implique
que u “ v. Soit z R H, alors σzp8q “ 8 et

τ ˝ σz ˝ τp8q “ τpσzpHqq “ τpzHq “ zH

Ce qui est absurde.

Exercice 0.3. On montre ici que le groupe G :“ SL2pZq est engendré par deux matrices :

S :“

ˆ

0 ´1
1 0

˙

et T :“

ˆ

1 1
0 1

˙

.

Pour cela, on introduit le demi-plan de Poincaré H :“ tz P C | ℑpzq ą 0u et on note Γ :“ xS, T y le
sous-groupe de G engendré par S et T .

1. Montrer que la formule
ˆ

a b
c d

˙

¨ z :“
az ` b

cz ` d

définit bien une action de SL2pRq sur H. Quel est le noyau de cette action ?

2. Exprimer l’action de S, T , ST et TS sur H et préciser l’ordre de ces transformations.

3. On note D la partie de H suivante :

D :“

"

z P H | |ℜpzq| ď
1

2
et |z| ě 1

*

.

Faire un dessin. Montrer que pour z P H il existe g P Γ tel que g ¨ z P D.

4. Soient z P D et g P GztIdu. Montrer que si g ¨ z P D alors z est sur le bord de D et préciser la
valeur de g (suivant la position de z).

5. Calculer les stabilisateurs de l’action de G pour un point de D (on traitera soigneusement les cas
z “ ı, z “ j et z “ ´j̄).

6. Soit z0 “ 2i. Pour g P G, on considère z :“ g ¨ z0. D’après la question 3, il existe un élément
γ P Γ tel que γ ¨ z P D. En utilisant la question précédente, montrer que g “ γ´1 et conclure.

Démonstration.

1. On vérifie dans un premier temps que
az ` b

cz ` d
P H (on multiplie par le conjugué du dénominateur

en haut et en bas) :

ℑ ppaz ` bqpcz̄ ` dqq “ ℑpac|z|2 ` adz ` bcz̄ ` bdq “ pad´ bcqℑpzq.

Comme
ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq, on a ad´ bc “ 1 et finalement
az ` b

cz ` d
P H, car z P H.
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On vérifie par ailleurs que I2 ¨ z “ z et que :
ˆ

a b
c d

˙

¨

ˆˆ

a1 b1

c1 d1

˙

¨ z

˙

“

ˆ

a b
c d

˙

¨
a1z ` b1

c1z ` d1

“
aa1z`b1

c1z`d1 ` b

ca
1z`b1

c1z`d1 ` d

“
paa1 ` bc1qz ` pab1 ` bd1q

pca1 ` dc1qz ` pcb1 ` dd1q

“

ˆ

aa1 ` bc1 ab1 ` bd1

ca1 ` dc1 cb1 ` dd1

˙

¨ z

“

ˆˆ

a b
c d

˙

¨

ˆ

a1 b1

c1 d1

˙˙

¨ z.

Donc la formule donnée définit bien une action.
On cherche à calculer le noyau de l’action vue comme application de SL2pZq dans SH. On cherche

donc les éléments de
ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq tels que pour tout z P H :

ˆ

a b
c d

˙

¨ z “
az ` b

cz̄ ` d
“ z.

On trouve le système :

#

a “ d

b “ c “ 0
, donc le noyau de l’action est Z

ˆ

1 0
0 1

˙

.

2. On a :
S ¨ z “

´1

z
T ¨ z “ z ` 1

ST ¨ z “
´1

z ` 1

TS ¨ z “
z ´ 1

z
De plus (à chaque fois, les puissance plus petites agissent non trivialement) :
— S2 “ ´I2 agit trivialement donc l’ordre de la transformation est 2,
— Tn ¨ z “ z ` n, donc son ordre est infini,
— pST q3 “ ´I2, donc son ordre est 3,
— pTSq3 “ ´I2, donc son ordre est 3.

3. On a la figure suivante :

`
1

`
11

2

`
0

´
1

2
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On commence par remarquer que ℑpg ¨ zq “
ℑpzq

|cz ` d|2
avec g “

ˆ

a b
c d

˙

. Puisque c et d sont des

entiers, on peut choisir g tel que ℑpg ¨zq soit maximale (En effet, on cherche à minimiser |cz ` d|.
Voir ci-dessous pourquoi on choisit un tel g).
On va maintenant"recentrer" le point. Par la question 2, on voit que, pour z P H, si on pose

k “

Z

ℜpg ¨ zq `
1

2

^

, on a ℜpT´k ¨ g ¨ zq “ ℜpg ¨ zq ´ k P r´1{2, 1{2s.

Assurons-nous que ce point n’est pas dans le disque unité ouvert. Si c’est le cas, alors
ˇ

ˇ

ˇ
S ¨ T´k ¨ g ¨ z

ˇ

ˇ

ˇ
ą

1. Mais alors, on voit que ℑpS ¨ T´k ¨ g ¨ zq ą ℑpT´k ¨ g ¨ zq “ ℑpg ¨ zq, ce qui est absurde par
définition de g. Donc T´k ¨ g ¨ z P D.

Il reste à vérifier que g P Γ. C’est bien le cas, car par la formule ℑpg ¨ zq “
ℑpzq

|cz ` d|2
, pour

maximiser ℑpg¨zq, on doit prendre pc, dq P tp0, 1q, p1, 0qu, et donc on peut prendre g P tId2, Su Ă Γ
respectivement.

4. On pose g “

ˆ

a b
c d

˙

. On a vu que ℑpg ¨ zq “
ℑpzq

|cz ` d|2
. Quitte à considérer Ćpz, gq “ pg ¨ z, g´1q,

on peut supposer que ℑpg ¨ zq ě ℑpzq (i.e |cz ` d|2 ď 1). Nécessairement, on |c| ă 2 : on va
distinguer plusieurs cas :
— Si c “ 0, alors d “ ˘1 et l’action de g est la translation par ˘b. Comme ℜpzq et ℜpg ¨ zq

sont dans r´1{2, 1{2s, il vient b “ 0 et g “ ˘I2 ou b “ ˘1 (et g “ ˘T ) et ℜpzq,ℜpg ¨ zq P

t´1{2, 1{2u,
— Si c “ 1, alors |z ` d| ď 1 donc d “ 0 sauf si z “ j (respectivement z “ ´j̄), et dans ce cas,

d P t0, 1u (resp. d P t0,´1u).

— Le cas d “ 0 donne b “ 1 et |z| ď 1, donc |z| “ 1. Il vient alors g ¨ z “ a `
1

z
, et comme

précédemment, il vient a “ 0, sauf si ℜpzq “ ˘1{2. Dans ce cas, z “ j ou z “ ´j̄, et alors
a P t0,´1u ou a P t0, 1u.

— Si z “ j et d “ 1, alors a´ b “ 1 et g ¨ j “
aj ` a´ 1

j ` 1
“
aj̄ ` 1

j̄
“ a` j donc a P t0, 1u.

— De même pour le cas z “ ´j̄.
— Si c “ ´1, le raisonnement est similaire au cas c “ 1 en inversant les signes de a, b, c et d.
Dans tous les cas, z est bien sur le bord de D.

5. Par ce qui précède, si g ‰ ˘I2 est dans le stabilisateur de z P D, z est sur le bord de D. Par
contraposée, tout élément qui n’est pas sur le bord de D possède un stabilisateur trivial.
— Par ce qui précède, si z P D est tel que que z ‰ j,´j̄ et ℜpzq “ ˘1{2, alors g ¨ z P D si et

seulement l’action est une translation. En particulier g ne stabilise pas D, donc le stabilisateur
de z est réduit à l’identité.

— Si |z| “ 1 et g ¨ z P D, on a de nouveau c “ 1 et d “ 0, donc si on suppose z R tj,´j̄u, alors
g ¨ z “ ´1{z.
Le seul z stabilisé par un tel g est z “ ı. Donc Stabpiq “ tI2, Su.

— Il ne reste qu’à traiter le cas où z “ ρ ou z “ ´ρ̄. Dans ces cas, (à l’aide la discussion
précédente, et en testant les divers cas) on montre que Stabpjq “ xST y et Stabpj̄q “ xTSy.

6. On a pγgq ¨ z0 “ γ ¨ z P D. Comme z0 P D et que z0 n’est pas sur le bord de D, on a, par la
question précédente, γg “ ˘I2. Donc g “ γ´1 P Γ, et on a G Ă Γ, d’où G “ Γ.

Exercice 0.4 (Groupe libre, théorie de la présentation). Soit X un ensemble. À tout élément x de X,
on associe un symbole x´1. Et l’on note X´1 l’ensemble des x´1 pour x parcourant x. On va construire
un ensemble GpXq de la manière suivante : un élément de GpXq est un mot, c’est-à-dire une suite finie
d’éléments de XYX´1ne comprenant aucune séquence de deux termes consécutifs de la forme xx´1 ou
x´1x pour x P X. On va ajouter une loi de composition interne sur GpXq. On multiplie deux éléments
(ou mots) de GpXq en les concaténant puis en le réduisant, c’est-à-dire en éliminant les séquences xx´1

ou x´1x que l’on rencontre. On va définir l’élément neutre de GpXq comme étant le mot vide.

Sous licence CC BY-NC-SA 4.0 c b n a 5 Antoine Dequay

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr


1A Maths, THéorie des GRoupes ENS de Rennes – Université de Rennes, 2024-2025

1. Montrer que GpXq avec la loi ainsi définie est un groupe.

2. Soit f : X Ñ G une application ensembliste, montrez que l’on peut définir un morphisme de
groupe f̃ : GpXq Ñ G qui vérifie f̃pxq “ fpxq pour tout x P X.

3. Soit R un ensemble de relations entre les éléments de X. Construire un groupe sur X (le plus
gros possible) dans lequel ces relations sont vérifiées. On note xX | Ry ce groupe (c’est une
présentation !).

Remarque. Ce groupe est caractérisé par la propriété universelle suivante :

@H P Grp,@f : X Ñ H, pD!F : G Ñ H,@x P X,F pxq “ fpxqq

ô pxa11 . . . xann P R ñ fpx1qa1 . . . fpxnqan “ 1q.

4. Trouver une présentation pour Z, Z{nZ, Sn, le groupe modulaire PSL2pZq, et le groupe de tresse
Bn (comparer à la présentation de Sn).

Une fois fait, venez parler présentation (absolue) avec moi.

Exercice 0.5 (Groupes topologiques). On va chercher à montrer qu’il existe une infinité de puissances
de 2 commençant par un 9.

1. Montrer que tout sous groupe de R est soit monogène, soit dense. Indication : pensez aux sous-
groupes de Z !

2. Que se passe-t-il pour un sous-groupe H de la forme Z ` αZ ?

3. Application : montrer que cospNq est dense dans r´1, 1s.

4. Que se passe-t-il pour un sous-groupe H de la forme Z`˚ ` αZ´˚, pour α P R`zQ ?

(a) Montrer que pour tout ε P R`˚, il existe une infinité de n P Z tels qu’il existe m P Z vérifiant
0 ă n` αm ă ε.

(b) Reprendre la question précédente en supposant n P N, puis conclure. On pourra s’intéresser
à pn` αZq X R`˚

5. Conclure.

Une fois fait, venez parler groupes topologiques avec moi.

Exercice 0.6 (Help !). Prouver que SpgpZ{nZq est engendré par les matrices BgpAq “

ˆ

A 0g
0g

tA´1

˙

pour A P GLgpZ{nZq, SgpCq “

ˆ

1g 0g
C 1g

˙

pour C P MgpZ{nZq symétrique et Hg “

ˆ

0g 1g
´1g 0g

˙

,

où SpgpZ{nZq Ă M2gpZ{nZq est l’ensemble des matrices M vérifiant tMHgM “ Hg. Donner un
algorithme permettant de décomposer un élément de SpgpZ{nZq en produit d’éléments de la forme
ci-dessous.

Une fois fait, venez m’aider !

Exercice 0.7 (Topologie algébrique). Plantez n piquets alignés dans le sol, et prenez une corde.
Trouvez une façon d’enrouler la corde autour des piquets de sorte à ce que, si vous faites un noeud
avec les bouts de la corde, elle soit retenue par ces piquets, mais que si vous enlevez n’importe quel
piquet du sol, la corde ne soit plus attachée à rien...

Une fois fait, venez parler groupe fondamental avec moi.

Exercice 0.8 (Décomposition polaire et applications).

1. On va montrer que µ : Opn,Rq ˆ S ``
n pRq

„
ÝÑ GLnpRq, où S ``

n pRq désigne l’ensemble des
matrices symétriques définies positives :

(a) Pour M P GLnpRq, cherchez à construire une (la ?) racine carrée de tMM (pensez à diago-
naliser !).

(b) Explicitez S et O en fonction de M . Qu’avez-vous prouvé sur µ ?
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(c) Pour l’injectivité de µ, exprimez S en fonction de S2 grâce a un polynôme bien choisi, et
pensez à la diagonalisation simultanée.

(d) Pour la continuité, on cherche montrer celle de µ´1. On admettra la compacité de Opn,Rq.

2. Calculer la norme triple (pour la norme }.}2) d’une matrice de GLnpRq.

3. Montrer que tout sous-groupe compact de GLnpRq qui contient Opn,Rq lui est égal.

4. En s’inspirant de la suite convergente (vers 1) uk`1 “
uk ` u´1

k

2
pour u0 ą 0, donner une méthode

numérique permettant d’approcher la décomposition polaire.

Exercice 0.9 (Exponentielle symétrique). Montrer que exp : S `
n pRq Ñ S ``

n pRq est un homéo-
morphisme. (On pourra utiliser l’exercice précédent, et au passage comprendre la dénomination de
décomposition polaire...)
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0.2 Feuille 2 : version difficile

Exercice 0.10. Soit G un groupe qui possède exactement deux sous-groupes distincts de G et t1u.
Montrer que G est d’ordre pq ou p3 avec p ‰ q deux nombres premiers.

Indication : Il se trouve que G est abélien...

Démonstration. Montrons que tout élément de G est d’ordre fini. Soit x P G. Supposons par l’absurde
que x soit d’ordre infini. Alors le sous-groupe de G engendré par x est infini et isomorphe à Z. Or Z
possède une infinité de sous-groupes (les nZ), donc G possède aussi une infinité de sous-groupes, ce
qui est absurde. Donc x est d’ordre fini.

Montrons maintenant que G est d’ordre fini. Supposons par l’absurde que G soit infini. Soit x ‰ 1,
on note H “ xxy. Alors H est fini, donc il n’est pas égal à G. Soit y R H. Alors K “ xyy est un sous-
groupe fini de G différent de G,H et t1u. Comme G est infini, on peut trouver un élément z R H YK.
Le sous-groupe engendré par z est alors différent de G,H,K et t1u. Or c’est absurde car G possède
exactement deux sous-groupes distincts de G et t1u. Donc G est fini.

Montrons que G est cyclique. Soit x ‰ 1 un élément de G. On note H le sous-groupe engendré par
x. On sait que H ‰ t1u. Si H “ G alors on aura prouvé que G est cyclique. Sinon H ‰ G et il existe
y P GzH. On note K le sous-groupe engendré par y. Comme précédemment K ‰ t1u. De plus K ‰ H.
Si K “ G alors G est cyclique. Supposons que K ‰ G. Alors il existe z R H Y K. Le sous-groupe
engendré par z n’est ni t1u, ni H ni K. C’est donc nécessairement G. Donc G est cyclique.

Comme G est un groupe cyclique, il est donc isomorphe à Z{nZ pour un certain entier n ą 1.
Or le groupe Z{nZ possède un sous-groupe d’ordre d pour tout d diviseur de n. Puisque le groupe G
possède exactement deux sous-groupes distincts de G et 1, alors G est d’ordre pq ou p3 avec p ‰ q
deux nombres premiers.

Exercice 0.11. Soient G et G1 deux groupes. Soit morphisme de groupe f : G Ñ G1.

(a) On dit que f est un monomorphisme si pour tout groupe Γ, la propriété suivante est vérifiée :
pour tous morphismes de groupes u, v : Γ Ñ G, si f ˝ u “ f ˝ v alors u “ v.

(b) On dit que f est un épimorphisme si pour tout groupe Γ, la propriété suivante est vérifiée : pour
tous morphismes de groupes u, v : G1 Ñ Γ, si u ˝ f “ v ˝ f alors u “ v.

Montrer les résultats suivant :

1. f est un morphisme injectif si et seulement si f est un monomorphisme

2. f est un morphisme surjectif si et seulement si f est un épimorphisme

Démonstration.

1. Supposons que f soit injective, soient alors Γ un groupe et u, v : Γ Ñ G deux morphismes de
groupes tels que f ˝u “ f ˝v. Soit x P Γ, alors par hypothèse fpupxqq “ fpvpxqq, donc upxq “ vpxq

car f est injective. Donc u “ v et f est un monomorphisme.
Réciproquement, si f est un monomorphisme, prenons x, y P G tels que fpxq “ fpyq et considé-
rons les morphismes de groupes u : Z Ñ G,n ÞÑ xn et v : Z Ñ G,n ÞÑ yn. Alors il est clair que
f ˝ u “ f ˝ v, donc u “ v puisque f est un monomorphisme. En particulier, cela implique que
x “ y et donc f est injective.

2. Supposons que f soit surjective, et soit un groupe Γ ainsi que u, v : G1 Ñ Γ deux morphismes de
groupes tels que u ˝ f “ v ˝ f . Soit z P G1, alors comme f est surjective, il existe x P G tel que
fpxq “ z. Alors upzq “ upfpxqq “ vpfpxqq “ vpzq, donc u “ v.
Réciproquement, supposons que f soit un épimorphisme. Supposons par l’absurde que f ne soit
pas surjective, alors fpGq “ H ‰ G1. On pose E “ G1{fpGq Y t8u l’ensemble quotient de G1 par
fpGq union un point. Pour g P G1 on définit

σg : E Ñ E
x1H ÞÑ gx1G
8 ÞÑ 8
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Soit τ la transposition de E qui échange H et 8. Alors soit u : G1 Ñ E, g ÞÑ σg et v : G1 Ñ

E, g ÞÑ τ ˝σg ˝ τ . On vérifie que u ˝ f “ v ˝ f . Puisque f est un épimorphisme alors cela implique
que u “ v. Soit z R H, alors σzp8q “ 8 et

τ ˝ σz ˝ τp8q “ τpσzpHqq “ τpzHq “ zH

Ce qui est absurde.

Exercice 0.12. On montre ici que le groupe G :“ SL2pZq est engendré par deux matrices :

S :“

ˆ

0 ´1
1 0

˙

et T :“

ˆ

1 1
0 1

˙

.

Pour cela, on introduit le demi-plan de Poincaré H :“ tz P C | ℑpzq ą 0u et on note Γ :“ xS, T y le
sous-groupe de G engendré par S et T .

1. Montrer que la formule
ˆ

a b
c d

˙

¨ z :“
az ` b

cz ` d

définit bien une action de SL2pRq sur H. Quel est le noyau de cette action ?
2. Exprimer l’action de S, T , ST et TS sur H et préciser l’ordre de ces transformations.
3. On note D la partie de H suivante :

D :“

"

z P H | |ℜpzq| ď
1

2
et |z| ě 1

*

.

Faire un dessin. Montrer que pour z P H il existe g P Γ tel que g ¨ z P D.
4. Soient z P D et g P GztIdu. Montrer que si g ¨ z P D alors z est sur le bord de D et préciser la

valeur de g (suivant la position de z).
5. Calculer les stabilisateurs de l’action de G pour un point de D (on traitera soigneusement les cas
z “ ı, z “ j et z “ ´j̄).

6. Soit z0 “ 2i. Pour g P G, on considère z :“ g ¨ z0. D’après la question 3, il existe un élément
γ P Γ tel que γ ¨ z P D. En utilisant la question précédente, montrer que g “ γ´1 et conclure.

Démonstration.

1. On vérifie dans un premier temps que
az ` b

cz ` d
P H (on multiplie par le conjugué du dénominateur

en haut et en bas) :

ℑ ppaz ` bqpcz̄ ` dqq “ ℑpac|z|2 ` adz ` bcz̄ ` bdq “ pad´ bcqℑpzq.

Comme
ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq, on a ad´ bc “ 1 et finalement
az ` b

cz ` d
P H, car z P H.

On vérifie par ailleurs que I2 ¨ z “ z et que :
ˆ

a b
c d

˙

¨

ˆˆ

a1 b1

c1 d1

˙

¨ z

˙

“

ˆ

a b
c d

˙

¨
a1z ` b1

c1z ` d1

“
aa1z`b1

c1z`d1 ` b

ca
1z`b1

c1z`d1 ` d

“
paa1 ` bc1qz ` pab1 ` bd1q

pca1 ` dc1qz ` pcb1 ` dd1q

“

ˆ

aa1 ` bc1 ab1 ` bd1

ca1 ` dc1 cb1 ` dd1

˙

¨ z

“

ˆˆ

a b
c d

˙

¨

ˆ

a1 b1

c1 d1

˙˙

¨ z.
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Donc la formule donnée définit bien une action.
On cherche à calculer le noyau de l’action vue comme application de SL2pZq dans SH. On cherche

donc les éléments de
ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq tels que pour tout z P H :

ˆ

a b
c d

˙

¨ z “
az ` b

cz̄ ` d
“ z.

On trouve le système :

#

a “ d

b “ c “ 0
, donc le noyau de l’action est Z

ˆ

1 0
0 1

˙

.

2. On a :
S ¨ z “

´1

z

T ¨ z “ z ` 1

ST ¨ z “
´1

z ` 1

TS ¨ z “
z ´ 1

z

De plus (à chaque fois, les puissance plus petites agissent non trivialement) :
— S2 “ ´I2 agit trivialement donc l’ordre de la transformation est 2,
— Tn ¨ z “ z ` n, donc son ordre est infini,
— pST q3 “ ´I2, donc son ordre est 3,
— pTSq3 “ ´I2, donc son ordre est 3.

3. On a la figure suivante :

`
1

`
11

2

`
0

´
1

2

On commence par remarquer que ℑpg ¨ zq “
ℑpzq

|cz ` d|2
avec g “

ˆ

a b
c d

˙

. Puisque c et d sont des

entiers, on peut choisir g tel que ℑpg ¨zq soit maximale (En effet, on cherche à minimiser |cz ` d|.
Voir ci-dessous pourquoi on choisit un tel g).
On va maintenant"recentrer" le point. Par la question 2, on voit que, pour z P H, si on pose

k “

Z

ℜpg ¨ zq `
1

2

^

, on a ℜpT´k ¨ g ¨ zq “ ℜpg ¨ zq ´ k P r´1{2, 1{2s.

Assurons-nous que ce point n’est pas dans le disque unité ouvert. Si c’est le cas, alors
ˇ

ˇ

ˇ
S ¨ T´k ¨ g ¨ z

ˇ

ˇ

ˇ
ą

1. Mais alors, on voit que ℑpS ¨ T´k ¨ g ¨ zq ą ℑpT´k ¨ g ¨ zq “ ℑpg ¨ zq, ce qui est absurde par
définition de g. Donc T´k ¨ g ¨ z P D.
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Il reste à vérifier que g P Γ. C’est bien le cas, car par la formule ℑpg ¨ zq “
ℑpzq

|cz ` d|2
, pour

maximiser ℑpg¨zq, on doit prendre pc, dq P tp0, 1q, p1, 0qu, et donc on peut prendre g P tId2, Su Ă Γ
respectivement.

4. On pose g “

ˆ

a b
c d

˙

. On a vu que ℑpg ¨ zq “
ℑpzq

|cz ` d|2
. Quitte à considérer Ćpz, gq “ pg ¨ z, g´1q,

on peut supposer que ℑpg ¨ zq ě ℑpzq (i.e |cz ` d|2 ď 1). Nécessairement, on |c| ă 2 : on va
distinguer plusieurs cas :
— Si c “ 0, alors d “ ˘1 et l’action de g est la translation par ˘b. Comme ℜpzq et ℜpg ¨ zq

sont dans r´1{2, 1{2s, il vient b “ 0 et g “ ˘I2 ou b “ ˘1 (et g “ ˘T ) et ℜpzq,ℜpg ¨ zq P

t´1{2, 1{2u,
— Si c “ 1, alors |z ` d| ď 1 donc d “ 0 sauf si z “ j (respectivement z “ ´j̄), et dans ce cas,

d P t0, 1u (resp. d P t0,´1u).

— Le cas d “ 0 donne b “ 1 et |z| ď 1, donc |z| “ 1. Il vient alors g ¨ z “ a `
1

z
, et comme

précédemment, il vient a “ 0, sauf si ℜpzq “ ˘1{2. Dans ce cas, z “ j ou z “ ´j̄, et alors
a P t0,´1u ou a P t0, 1u.

— Si z “ j et d “ 1, alors a´ b “ 1 et g ¨ j “
aj ` a´ 1

j ` 1
“
aj̄ ` 1

j̄
“ a` j donc a P t0, 1u.

— De même pour le cas z “ ´j̄.
— Si c “ ´1, le raisonnement est similaire au cas c “ 1 en inversant les signes de a, b, c et d.
Dans tous les cas, z est bien sur le bord de D.

5. Par ce qui précède, si g ‰ ˘I2 est dans le stabilisateur de z P D, z est sur le bord de D. Par
contraposée, tout élément qui n’est pas sur le bord de D possède un stabilisateur trivial.
— Par ce qui précède, si z P D est tel que que z ‰ j,´j̄ et ℜpzq “ ˘1{2, alors g ¨ z P D si et

seulement l’action est une translation. En particulier g ne stabilise pas D, donc le stabilisateur
de z est réduit à l’identité.

— Si |z| “ 1 et g ¨ z P D, on a de nouveau c “ 1 et d “ 0, donc si on suppose z R tj,´j̄u, alors
g ¨ z “ ´1{z.
Le seul z stabilisé par un tel g est z “ ı. Donc Stabpiq “ tI2, Su.

— Il ne reste qu’à traiter le cas où z “ ρ ou z “ ´ρ̄. Dans ces cas, (à l’aide la discussion
précédente, et en testant les divers cas) on montre que Stabpjq “ xST y et Stabpj̄q “ xTSy.

6. On a pγgq ¨ z0 “ γ ¨ z P D. Comme z0 P D et que z0 n’est pas sur le bord de D, on a, par la
question précédente, γg “ ˘I2. Donc g “ γ´1 P Γ, et on a G Ă Γ, d’où G “ Γ.

Exercice 0.13 (Groupe libre, théorie de la présentation). Soit X un ensemble. À tout élément x de X,
on associe un symbole x´1. Et l’on note X´1 l’ensemble des x´1 pour x parcourant x. On va construire
un ensemble GpXq de la manière suivante : un élément de GpXq est un mot, c’est-à-dire une suite finie
d’éléments de XYX´1ne comprenant aucune séquence de deux termes consécutifs de la forme xx´1 ou
x´1x pour x P X. On va ajouter une loi de composition interne sur GpXq. On multiplie deux éléments
(ou mots) de GpXq en les concaténant puis en le réduisant, c’est-à-dire en éliminant les séquences xx´1

ou x´1x que l’on rencontre. On va définir l’élément neutre de GpXq comme étant le mot vide.

1. Montrer que GpXq avec la loi ainsi définie est un groupe.

2. Soit f : X Ñ G une application ensembliste, montrez que l’on peut définir un morphisme de
groupe f̃ : GpXq Ñ G qui vérifie f̃pxq “ fpxq pour tout x P X.

3. Soit R un ensemble de relations entre les éléments de X. Construire un groupe sur X (le plus
gros possible) dans lequel ces relations sont vérifiées. On note xX | Ry ce groupe (c’est une
présentation !).

Remarque. Ce groupe est caractérisé par la propriété universelle suivante :

@H,@f : X Ñ H, pD!F : G Ñ H,@x P X,F pxq “ fpxqq ô pxa11 . . . xann P R ñ fpx1qa1 . . . fpxnqan “ 1q.
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4. Trouver une présentation pour Z, Z{nZ, Sn, le groupe modulaire PSL2pZq, et le groupe de tresse
Bn (comparer à la présentation de Sn).

Une fois fait, venez parler présentation (absolue) avec moi.

Exercice 0.14 (Groupes topologiques). Montrer qu’il existe une infinité de puissances de 2 commen-
çant par un 9.

Une fois fait, venez parler groupes topologiques avec moi.

Exercice 0.15 (Help !). Prouver que SpgpZ{nZq est engendré par les matrices BgpAq “

ˆ

A 0g
0g

tA´1

˙

pour A P GLgpZ{nZq, SgpCq “

ˆ

1g 0g
C 1g

˙

pour C P MgpZ{nZq symétrique et Hg “

ˆ

0g 1g
´1g 0g

˙

,

où SpgpZ{nZq Ă M2gpZ{nZq est l’ensemble des matrices M vérifiant tMHgM “ Hg. Donner un
algorithme permettant de décomposer un élément de SpgpZ{nZq en produit d’éléments de la forme
ci-dessous.

Une fois fait, venez m’aider !

Exercice 0.16 (Topologie algébrique). Plantez n piquets alignés dans le sol, et prenez une corde.
Trouvez une façon d’enrouler la corde autour des piquets de sorte à ce que, si vous faites un noeud
avec les bouts de la corde, elle soit retenue par ces piquets, mais que si vous enlevez n’importe quel
piquet du sol, la corde ne soit plus attachée à rien...

Une fois fait, venez parler groupe fondamental avec moi.

Exercice 0.17 (Théorème de Frobenius-Zolotarev). On va prouver le théorème suivant : Soient
p P N premier impair et n P N˚. Alors on a :

@u P GLnpFpq, εpuq “

ˆ

detpuq

p

˙

.

On rappelle que :
— εpuq est la signature de u, vue comme permutation de Fn

p ,

— le symbole de Legendre est désigné par :
ˆ

a

p

˙

“

$

’

&

’

%

0 si a ” 0 rps

1 si a est un carré dans Fp

´1 sinon
.

1. Soit K un corps et M un groupe abélien. On suppose que K ‰ F2 ou n ‰ 2. Montrer que tout
morphisme de groupes φ : GLnpKq Ñ M se factorise par le déterminant.

2. Soit p P N premier impair. Le symbole de Legendre est l’unique morphisme de groupes non-
trivial de F˚

p dans t˘1u.

Exercice 0.18 (Décomposition polaire et applications).
1. Montrer que Opn,Rq ˆ S ``

n pRq
„
ÝÑ GLnpRq, où S ``

n pRq désigne l’ensemble des matrices symé-
triques définies positives.

2. Calculer la norme triple (pour la norme }.}2) d’une matrice de GLnpRq.
3. Montrer que tout sous-groupe compact de GLnpRq qui contient Opn,Rq lui est égal.
4. Donner une méthode numérique permettant d’approcher la décomposition polaire.

Exercice 0.19 (Exponentielle symétrique). Montrer que exp : S `
n pRq Ñ S ``

n pRq est un homéo-
morphisme. (On pourra utiliser l’exercice précédent, et au passage comprendre la dénomination de
décomposition polaire...)

Exercice 0.20 (Étude de Opp, qq). Montrer que, pour p, q ‰ 0, on a un homéomorphisme :

Opp, qq – Opp,Rq ˆOpq,Rq ˆ Rpq,

où Opp, qq désigne le sous-groupe de GLp`qpRq formé des isométries de la forme quadratique standard
de signature pp, qq. (On pourra utiliser l’exercice précédent, et celui d’avant)
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0.3 Feuille 3 : TD type agreg

Dans toute la suite, Fq dénote le corps fini à q éléments. Quelques rappels :
— Pour E un espace vectoriel, l’espace projectif PpEq est l’espace des droites vectorielles de E.
— Faire opérer un groupe G sur un ensemble E signifie qu’on s’intéresse à un morphisme de groupe

φ : G ÝÑ SE (on dit que φ est une action de groupe). On note classiquement :

φ :

¨

˝

G ÝÑ SE

g ÞÝÑ φg :

ˆ

E
„

ÝÑ E
e ÞÝÑ g ¨ e

˙

˛

‚

1. Soit n P N et E un espace vectoriel sur Fq de dimension n. Pour tout un entier m avec 0 ď

m ď n, on note Xm l’ensemble des m-uplets px1, . . . , xmq P Em formés de m vecteurs linéaires
indépendants.
(a) Calculer CardpXmq. En déduire CardpGLnpFqqq.
(b) Quel est le cardinal de l’espace projectif PpEq ?

2. Soit n ě 2 un entier. Soit µnpFqq le groupe des racines n-ièmes de l’unité dans Fq. Montrer que
CardpµnpFqqq “ pgcdpn, q ´ 1q. En déduire le cardinal de PSLnpFqq.
Indication : Soit d “ pgcdpn, q ´ 1q. Pour x P F˚

q , montrer que xd “ 1 si et seulement si
x P µnpFqq. Combien de racines possède le polynôme Xd ´ 1 dans F˚

q?

3. Montrer que GL2pF2q est isomorphe au groupe symétrique S3.
Indication : Faire opérer GL2pF2q sur F2

2.
4. Soit E “ F2

3.
(a) Construire, au moyen des 4 droites vectoriellesD1, . . . , D4 de E un homomorphisme surjectif

ε : GL2pF3q ÝÑ S4.
(b) Montrer que ε induit un isomorphisme entre PSL2pF3q et le groupe alterné A4.
(c) En déduire que SL2pF3q n’est pas parfait. (Un groupe G est parfait s’il coïncide avec le

sous-groupe rG,Gs engendré par les commutateurs)
5. Montrer que PSL2pF4q est isomorphe à A5. Indication : PSL2pF4q opère sur l’ensemble X des

droites vectorielles de F2
4. Quel est le cardinal de PSL2pF4q ?

6. Montrer que PGL2pF5q est isomorphe à S5 et que PSL2pF5q est isomorphe à A5.
7. Soit n P N et E un espace vectoriel sur Fq de dimension n.

Pour un entier m avec 0 ď m ď n, soit Gn,m l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E de
dimension m. Trouver une formule pour CardpGn,mq. Indication : GLnpFqq opère transitivement
sur Gn,m.

8. Pour K “ R ou C, on munit MnpKq – Kn2
de la topologie standard.

(a) Montrer que GLnpQq est dense dans GLnpRq et que SLnpQq est dense dans SLnpRq.
(b) Montrer que GLnpCq, SLnpCq et SLnpRq sont connexes par arcs et que GLnpRq n’est pas

connexe.
9. Soit n ě 1 un entier et Γ “ SLnpZq. Pour un nombre premier p, on considère l’homomorphisme
φp : Γ ÝÑ SLnpZ{pZq induit par la réduction modulo p.
(a) Montrer que φp est surjectif.
(b) On note Γp le noyau de φp. Quel est l’indice de Γp dans Γ ?
(c) On suppose que p ě 3. Montrer que Γp ne possède pas d’éléments d’ordre fini distinct de

l’identité.
(d) En déduire que Γ ne possède, à isomorphisme près, qu’un nombre fini de sous-groupes finis.

10. Soit n ě 2, et soit a “ pa1, . . . , anqt P Zn. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) Il existe une matrice A P SLnpZq dont la première colonne est a.
(b) pgcdpa1, . . . , anq “ 1.
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1 Feuille 1

Exercice 1.1 (B.A.-BA.). Soit G un groupe tel que g2 “ e pour tout g P G. Montrer que G est
abélien.

Démonstration. Soit px, yq P G2. Montrons que xy “ yx. Par propriété de G, on a : pxyq2 “ xyxy “ e.
Ainsi, xy “ y´1x´1. Or, pour g P G, on a g2 “ e, donc g “ g´1. Ainsi, il vient bien : xy “ y´1x´1 “

yx.

Exercice 1.2 (B.A.-BA.).

1. Soit G un groupe, soient g P G et n ě 1. Montrer que si gn “ e, alors l’ordre de g divise n.

2. Soit H un sous-groupe de Z. Montrer qu’il existe un unique n P N tel que H “ nZ.

3. La réunion de deux sous-groupes n’est pas toujours un sous-groupe : donner un exemple.

4. Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G. Montrer que H Y K est un sous-groupe de G
si et seulement si K Ă H ou H Ă K.

Démonstration.

1. Par définition de l’ordre de g, on peut supposer que n ě opgq. Par division euclidienne de n par
opgq, il existe pq, rq P N˚ ˆ J1, opgqJ, tel que n “ qopgq ` r. On a donc :

e “ gn “ gqopgq`r “ gqopgqgr “ pgopgqqqgr “ gr.

Or, r P J1, opgqJ, donc, par définition de l’ordre, r “ 0, et opgq divise bien n.

2. Le résultat est évident si H “ t0u “ 0Z. Sinon, H contient un élément non nul. L’ensemble
H X N˚ Ă N est donc non vide et admet un plus petit élément, noté n. On remarque en par-
ticulier que n est unique. On a donc xny “ nZ Ă H. Réciproquement, si m est dans H, la
division euclidienne de m par n donne m “ nq ` r avec 0 ď r ă n. Comme H est un groupe,
r “ m´ nq P H. Par minimalité de n, r “ 0, d’où H “ nZ.

Remarque. On remarque, réciproquement, que les nZ pour n P N sont des sous-groupes de Z :
on a classifié les sous-groupes de Z !

3. Avec la question précédente, on voit que 2Z Y 3Z n’est pas un sous-groupe de Z puisque 2 et 3
sont dans 2Z Y 3Z mais pas 2 ` 3 “ 5.

4. Pour le sens réciproque, sans perdre de généralité, on peut supposer queH Ă K. AlorsHYK “ K
qui est bien un sous groupe de G.
Pour le sens direct, on prouve la contraposée. Supposons que K Ć H et H Ć K. Alors il existe
h P HzK et k P KzH. En particulier h, k P H YK mais pas hk R H YK. En effet :

hk P H ùñ h´1hk “ k P H,

car h´1 P H, et
hk P K ùñ hkk´1 “ h P K,

car k´1 P K.
Donc H YK n’est pas un groupe.

Exercice 1.3. Soit G un groupe fini d’ordre pair. Montrer que G contient un élément d’ordre 2.
Indication : on pourra partitionner G en utilisant les sous-ensembles du type tg, g´1u, où g P G.
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Démonstration. CommeG est un groupe, tout élément a un inverse, donc on peut écrireG “
ď

gPG

tg, g´1u.

Notons H le sous-ensemble de G constitué des éléments d’ordre 1 ou 2. L’ensemble H est non-vide car
il contient e. La partition devient : G “

ď

gPH

tgu \
ď

gPGzH

tg, g´1u. On peut alors passer au cardinal, et

il vient :
#G
loomoon

2|

“ #H ` #
ď

gPGzH

tg, g´1u
looomooon

2|#

.

Le cardinal de H est donc pair, donc Hzteu est non vide, ce qui prouve le résultat.

Exercice 1.4 (B.A.-BA.). Soient g et h deux éléments d’un groupe G.

(a) Montrer que les éléments g, g´1, hgh´1 ont le même ordre.

(b) Montrer que gh et hg ont le même ordre.

(c) Soit n un entier. Exprimer l’ordre de gn en fonction de celui de g.

(d) On suppose que gh “ hg, que xgyXxhy “ t1u et que g et h sont d’ordre fini n et m respectivement.
Exprimer l’ordre de gh en fonction de n et de m.

(e) On suppose que gh “ hg et que g et h sont d’ordre fini n et m respectivement, avec n et m premiers
entre eux. Déduire de (d) que gh est d’ordre mn.

Démonstration.

(a) Soit n l’ordre de g. On note m l’ordre de g´1 et k celui de hgh´1. Alors pg´1qn “ pgnq´1 “ 1, donc
m|n. De même, gm “ ppg´1qmq´1 “ 1, donc n|m, d’où : g et g´1 ont même ordre.
On a également phgh´1qn “ hgnh´1 “ 1, donc k|n, et gk “ h´1phgh´1qkh “ 1, donc n|k et les
éléments g et hgh´1 ont même ordre.

Remarque. On peut montrer que, pour φ P AutpGq, φpgq et g ont même ordre. On peut alors
appliquer ce résultat pour retrouver les précédents, avec φ : g ÞÑ g´1 (vu comme automorphisme
de xgy, licite car le sous-groupe est abélien) et φh : g ÞÑ hgh´1 (qui est un automorphisme intérieur
de G) respectivement :
Soit φ P AutpGq, on note opφpgqq “ m. On a φpgqn “ φpgnq “ 1, donc m|n, et gm “ φ´1pφpgqmq “

1, donc n|m. Ainsi g et φpgq ont le même ordre.

(b) On note n l’ordre de gh et m l’ordre de hg. Puisque pghqn “ 1 en multipliant à gauche par h et à
droite par g on obtient phgqn`1 “ hg, soit encore phgqn “ 1. Ainsi m|n. De la même manière, on
montre que n|m, ce qui prouve que gh et hg ont le même ordre.

(c) On a pgnqopgnq “ 1, donc opgq|nopgnq. Il existe donc a P N˚ tel que opgnqn “ aopgq, et il vient

opgnq
n

pgcdpn, opgqq
“ a

opgq

pgcdpn, opgqq
.

Comme
n

pgcdpn, opgqq
et

opgq

pgcdpn, opgqq
sont premier entre eux, on en déduit que

opgq

pgcdpn, opgqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

opgnq.

Réciproquement, comme pgnq
opgq

pgcdpn,opgqq “ pgopgqq
n

pgcdpn,opgqq “ 1, il vient opgnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

opgq

pgcdpn, opgqq
. Il y a

donc bien égalité.

Remarque. Comment avoir l’idée de
opgq

pgcdp, opgqq
? Si on a déjà l’idée de la solution de la question

(d), on peut se dire qu’on cherche à atteindre un multiple de opgq, mais qu’on y arrivera seulement
avec des multiples de n. On cherche donc à avoir n ˆ opgnq “ ppcmpn, opgqq. Avec la formule
nˆopgq “ pgcdpn, opgqqˆppcmpn, opgqq, on arrive bien au résultat. On peut le prouver formellement
en se plaçant dans Z.
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(d) On va montrer que opghq “ ppcmpn,mq. On remarque que, comme g et h commutent,

pghqppcmpn,mq “ gppcmpn,mqhppcmpn,mq “ 1.

Ainsi opghq|ppcmpn,mq.
Soit k ą 0 tel que pghqk “ 1, en particulier gkhk “ 1 donc gk “ h´k. Ainsi gk P xgy X xhy et donc
gk “ 1. De même hk “ 1, et il vient n|k et m|k ce qui implique que ppcmpn,mq|k. Finalement on
a bien montré que opghq “ ppcmpn,mq.

(e) On va chercher à montrer que xgy X xhy “ t1u. Ainsi, par la question (d) et comme n et m sont
premiers entre eux, on aura bien opghq “ ppcmpn,mq “ mn.
Soient p, q P Z˚ tels que gp “ hq. Par la question (c), on a alors :

opgpq “
n

pgcdpp, nq
“ ophqq “

m

pgcdpq,mq
.

Comme n et m sont premiers entre eux, il vient
n

pgcdpp, nq
“

m

pgcdpq,mq
“ 1, d’où gp “ hq “ 1,

ce qui prouve le résultat.

Exercice 1.5 (B.A.-BA.).

(a) Soit G un groupe. On suppose qu’il existe g P G d’ordre n tel que G “ xgy. Montrer que G est
isomorphe à Z{nZ.

(b) Soit p ě 2 un nombre premier. Montrer qu’un groupe d’ordre p est isomorphe à Z{pZ.
Indication : on pourra admettre le Théorème de Lagrange qui stipule que si G est un groupe fini,
l’ordre d’un sous-groupe de G divise l’ordre de G (ce Théorème sera bientôt démontré en cours).

Démonstration.

(a) On exhibe l’application : φ :

ˆ

Z{nZ „
ÝÑ G

k̄ ÞÝÑ gk

˙

, où k est un représentant de k̄ dans Z. Un

morphisme de groupe étant entièrement déterminé par l’image d’une partie génératrice du groupe
de départ, cela à revient à dire qu’on envoie 1Z{nZ sur g, un générateur de G. Il faut montrer que
φ est un morphisme bien défini bijectif.
— Caractère bien défini : soient k̄ P Z{nZ et k1, k2 P Z2 deux représentants de k̄. On note k̃ le

plus petit représentant positif de k̄ dans Z. Avec les divisions euclidiennes k1 “ q1n ` k̃ et
k2 “ q2n` k̃, on a (comme g est d’ordre n) : gk1 “ gq1n`k̃ “ gk̃ “ gq2n`k̃ “ gk2 .

— Propriété de morphisme : soient pp̄, q̄q P pZ{nZq2 et pp, qq des représentants de pp̄, q̄q dans Z,
on a : φpp̄` q̄q “ gp`q “ gpgq “ φpp̄qφpq̄q.

— Injectivité : soient pp̄, q̄q P pZ{nZq2 et pp, qq des représentants de pp̄, q̄q dans Z, on a :

φpp̄q “ φpq̄q ðñ gp “ gq ðñ gp´q “ eG ðñ opgq “ n|pp´ qq ðñ p̄ “ q̄.

— Surjectivité : comme g est d’ordre n, G “
␣

eG, g, . . . , g
n´1

(

. Or, c’est l’image par φ de
␣

0̄, 1̄, . . . , n´ 1
(

(dont les éléments sont tous différents).

(b) Soit G un groupe d’ordre p. Par le théorème de Lagrange, tout sous-groupe de G est d’ordre 1
ou p. Comme p ě 2, il existe un élément g P GzteGu. Comme tout sous-groupe de G contient eG,
en particulier, #xgy ą 1, et #xgy vaut donc p. On a donc G “ xgy, et on peut conclure avec la
question précédente.

Exercice 1.6 (B.A.-BA.). On montre que tout groupe à 4 éléments est isomorphe soit à Z{4Z, soit à
Z{2Z ˆ Z{2Z. Soit G un tel groupe et e, a, b, c ses éléments. Il s’agit d’écrire la table de multiplication
du groupe.

(a) Si a “ b´1, vérifier que G est isomorphe à Z{4Z.
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(b) Si a “ a´1, vérifier que G est isomorphe à Z{2Z ˆ Z{2Z.

Démonstration. On veut faire la table de la loi de groupe (on nous dit d’utiliser la notation multipli-
cative). On doit donc avoir le tableau suivant avec sur chaque ligne et chaque colonne les symboles
t1, a, b, cu (à prouver ! (exo facile)). C’est le principe du sudoku ; la preuve en noir n’utilise pas ce
principe, les ajouts en violet passent par cette propriété.

1 a b c

1 1 a b c

a a

b b

c c

Par symétrie entre b et c, on a forcément a “ a´1 ou a “ b´1 . Ce sont les équations obtenues en
essayant de mettre un 1 sur la première ligne à compléter.

(a) Si a “ b´1, alors b “ a´1 et c´1 “ c. Tous les 1 sont placés sur la grille.

Remarque. Si vous n’êtes pas convaincu, vous pouvez chercher à prouver que l’inverse à droite est
toujours l’inverse à gauche dans un groupe quelconque, et même que si on ne définit qu’un neutre
à droite et un inverse à droite, alors on a toujours une structure de groupe.
De manière plus imagée, on a trouvé certaines symétries dans le tableau de la loi de groupe ! (at-
tention, tout tableau de loi de groupe n’est pas (entièrement) symétrique, sinon tout groupe serait
abélien...).

Cherchons à calculer a2 :
— a2 ‰ 1, car on a supposé a´1 “ b ‰ a. Il y a déjà un 1 sur la première ligne.
— Si a2 “ a, alors a “ 1, ce qui est absurde il y a déjà un a sur la première ligne.
— Si a2 “ b “ a´1, alors a3 “ 1, ce qui est absurde, car on aurait, par le théorème de Lagrange,

3|4. Autre argument qui passe par la propriété du sudoku : si a2 “ b, alors ac “ c, donc a “ 1,
ce qui est absurde.

Ainsi, a2 “ c. On en déduit que a est d’ordre 4, et il vient la table suivante :

1 a b c

1 1 a b c

a a c 1 b

b b 1 c a

c c b a 1

On peut encore l’écrire :

1 a a´1 a2

1 1 a a´1 a2

a a a2 1 a´1

a´1 a´1 1 a2 a

a2 a2 a´1 a 1

On reconnaît la table du groupe Z{4Z (ou utiliser la question 1.5.(a)).

Remarque. Sans passer par une table, on pouvait également chercher à calculer l’ordre de a : Par
suppositions successives, ce n’est ni 1, ni 2 (déjà vu). Par le théorème de Lagrange, ce n’est pas
3. C’est donc 4, ce qui permet de conclure directement.

(b) Si a “ a´1, alors :
— Si b “ c´1, cela nous ramène au cas précédent (remplacer pa, b, cq par pc, a, bq).
— Si b “ b´1, alors c “ c´1. Il ne reste plus qu’à compléter, la règle du sudoku permet de finir !

On cherche à calculer ab.
Si ab “ a, alors b “ 1, ce qui est absurde. De même, si ab “ b, alors a “ 1, ce qui est absurde.
Si ab “ 1, alors a “ b´1 “ b, ce qui est absurde. Ainsi, ab “ c. On calcule de la même manière
les autres opérations pour obtenir :
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1 a b c

1 1 a b c

a a 1 c b

b b c 1 a

c c b a 1

p0, 0q p1, 0q p0, 1q p1, 1q

p0, 0q p0, 0q p1, 0q p0, 1q p1, 1q

p1, 0q p1, 0q p0, 0q p1, 1q p0, 1q

p0, 1q p0, 1q p1, 1q p0, 0q p1, 0q

p1, 1q p1, 1q p0, 1q p1, 0q p0, 0q

On reconnaît la table du groupe Z{2Z ˆ Z{2Z.

Remarque. On pouvait également résonner comme suit :
— S’il existe un élément d’ordre 4, alors le groupe est cyclique et isomorphe à Z{4Z.
— Sinon, par le théorème de Lagrange, tout élément est d’ordre 1 ou 2. On peut alors montrer

que le groupe est abélien (exo 1.1).
Soient x, y P G distincts et distincts de 1. Ce sont deux éléments d’ordre 2 qui commutent, donc
xx, yy est isomorphe à Z{2Z ˆ Z{2Z. Ce dernier groupe est d’ordre 4, donc égal à G.
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2 Feuille 2

Exercice 2.1. Soit G un groupe d’ordre 6. Nous allons montrer que G est isomorphe soit au groupe
cyclique Z{6Z, soit au groupe de permutations S3. On admettra que G possède un élément d’ordre 2
noté a et un élément d’ordre 3 noté b (c’est une conséquence du lemme de Cauchy, qui sera démontré
dans une feuille de TD consacrée aux actions de groupes).

1. Si G est abélien, montrer que G est isomorphe à Z{6Z (utiliser l’exercice 4 de la feuille 1).

2. On suppose que G n’est pas abélien. Montrer que e, a, b, b2, ab, ba sont deux à deux distincts puis
que ab2 “ ba. Donner la table de multiplication de G et vérifier que G est isomorphe à S3.

Démonstration.

1. On suppose que G est abélien, donc ab “ ba, et a et b sont d’ordre fini 2 et 3 respectivement,
avec 2 et 3 premiers entre eux. Par 1.4.(e), ab est d’ordre 6. Il ne reste plus qu’à conclure avec la
question 1.5.(a).

2. Comme les trois éléments ont des ordres différents, on a : #te, a, bu “ 3.
On vérifie :
— b2 ‰ e, car opbq “ 3,
— b2 ‰ a, car pb2q2 “ b et pb2q3 “ e, donc opb2q “ 3 ‰ 2 “ opaq,
— b2 ‰ b, sinon b “ e, ce qui est absurde,
donc #te, a, b, b2u “ 4.
On vérifie :
— ab ‰ e, sinon a “ b´1 “ b2, ce qui est absurde,
— ab ‰ a, sinon b “ e, ce qui est absurde,
— ab ‰ b, sinon a “ e, ce qui est absurde,
— ab ‰ b2, sinon a “ b, ce qui est absurde,
donc #te, a, b, b2, abu “ 5.
On vérifie :
— ba ‰ e, sinon a “ b´1 “ b2, ce qui est absurde,
— ba ‰ a, sinon b “ e, ce qui est absurde,
— ba ‰ b, sinon a “ e, ce qui est absurde,
— ba ‰ b2, sinon a “ b, ce qui est absurde,
— dans la question précédente, on a vu en particulier que : ab “ ba ùñ G “ Z{6Z abélien.

Ainsi, par contraposé, comme G est supposé non-abélien, on a ab ‰ ba,
donc #te, a, b, b2, ab, bau “ 6.
CommeG est de cardinal 6, on a décrit tous les éléments deG. Ainsi, ab2 P te, a, b, b2, ab, bau.Comme
pour l’exercice 1.6, avec seulement les égalités provenant de l’ordre de a et b et la règle du sudoku,
on peut compléter entièrement le tableau. On vérifie que :
— ab2 ‰ e, sinon a “ b´2 “ b, ce qui est absurde,
— ab2 ‰ a, sinon b2 “ e, ce qui est absurde,
— ab2 ‰ b, sinon ab “ e, ce qui est absurde,
— ab2 ‰ b2, sinon a “ e, ce qui est absurde,
— ab2 ‰ ab, sinon b “ e, ce qui est absurde.
Ainsi, il ne reste qu’une possibilité : ab2 “ ba. On tire de cette égalité :

ab.b “ a.b2 “ ba, b.ab “ ba.b “ a, b.ba “ b2.a “ ab,

ab.ba “ b, a.ba “ ab.a “ b2, ba.b2 “ ab,

ba.ba “ e, ab.ab “ e, b2.ab “ ba

les autres égalités proviennent des ordres de a et b.
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e a b b2 ab ba

e e a b b2 ab ba

a a e ab ba b b2

b b ba b2 e a ab

b2 b2 ab e b ba a

ab ab b2 ba a e b

ba ba b a ab b2 e

Id p1 2q p1 2 3q p1 3 2q p2 3q p1 3q

Id Id p1 2q p1 2 3q p1 3 2q p2 3q p1 3q

p1 2q p1 2q Id p2 3q p1 3q p1 2 3q p1 3 2q

p1 2 3q p1 2 3q p1 3q p1 3 2q Id p1 2q p2 3q

p1 3 2q p1 3 2q p2 3q Id p1 2 3q p1 3q p1 2q

p2 3q p2 3q p1 3 2q p1 3q p1 2q Id p1 2 3q

p1 3q p1 3q p1 2 3q p1 2q p2 3q p1 3 2q Id

On vérifie bien que c’est la table de multiplication de S3, avec :

pe, a, b, b2, ab, baq “ pId, p1 2q, p1 2 3q, p1 3 2q, p2 3q, p1 3qq.

Ainsi, G et S3 sont bien isomorphes.

Exercice 2.2 (B.A.-BA.). Soit n ě 2. Décider pour chacune des applications suivantes si c’est un
morphisme.

1. f : MnpRq Ñ MnpRq, a ÞÑ a` ta.

2. f : GLnpRq Ñ GLnpRq, a ÞÑ ta.

3. f : GLnpRq Ñ GLnpRq, a ÞÑ ta´1.

Démonstration.

1. Soient A,B P MnpRq, alors fpA`Bq “ pA`Bq ` pA`Bqt “ fpAq ` fpBq, donc l’application
f est donc un morphisme de groupe.
Par ailleurs, le morphisme f n’est pas injectif car son noyau comprend les matrices anti-symétriques,
ni surjectif, car son image est incluse dans l’ensemble des matrices symétriques.

2. L’application n’est pas un morphisme de groupe. En effet, si on choisit A et B deux matrices qui
ne commutent pas entre elles, fpAtBtq “ BA ‰ AB “ fpAtqfpBtq. Par exemple, dans GL2pRq,
on peut choisir :

A “

ˆ

0 1
1 0

˙

et B “

ˆ

1 1
0 1

˙

, avec AB “

ˆ

0 1
1 1

˙

et BA “

ˆ

1 1
1 0

˙

.

Les matrices A et B sont bien dans GLnpRq, car sont d’inverses respectifs A et
ˆ

1 ´1
0 1

˙

.

3. C’est un morphisme de groupe. En effet (les deux contravariances s’annulent),

fpABq “ tpABq´1 “ tA´1tB´1 “ fpAqfpBq

C’est un isomorphisme car f2 “ id.

Exercice 2.3. Soit φ : G1 Ñ G2 un morphisme de groupes.

1. Soit g un élément de G1 d’ordre fini. Montrer que l’ordre de φpgq divise l’ordre de g.

2. On suppose que G1 est engendré par l’ensemble de ses éléments d’ordre 2 et que G2 est fini,
d’ordre impair. Montrer que φ est trivial.

Démonstration.

1. On a : φpgqopgq “ φpgopgqq “ φp1q “ 1. Ainsi : opφpgqq|opgq.
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2. Puisque φ est un morphisme de groupe, il est déterminé par l’image d’une partie génératrice de
G1. On s’intéresse donc à l’image par φ des éléments d’ordre 2 de G1. Soit g P G1 un élément
d’ordre 2.
D’après la question précédente, opφpgqq divise opgq. Donc opφpgqq P t1, 2u. Or, comme l’ordre
d’un élément de G2 divise l’ordre de G2, il vient opφpgqq “ 1, donc φpgq “ 1. Finalement le
morphisme φ est trivial.

Exercice 2.4. Soit φ un morphisme d’un groupe fini pG, ˚q vers pC˚,ˆq. On suppose que φ n’est pas
une application constante. Calculer

ÿ

xPG

φpxq.

Démonstration. Comme φ n’est pas l’application triviale, il existe y P G tel que φpyq ‰ 1. On remarque
que l’application G Ñ G, x ÞÑ xy est une bijection d’inverse x ÞÑ xy´1. On a alors :

ÿ

xPG

φpxq

˜

“
ÿ

xyPG

φpxyq

¸

“
ÿ

xPG

φpxyq “ φpyq
ÿ

xPG

φpxq.

Comme φpyq ‰ 1, il vient :
ÿ

xPG

φpxq “ 0.

Exercice 2.5 (B.A.-BA.). Soient G un groupe et H un sous-groupe. Montrer que l’application
gH ÞÑ Hg´1 est une bijection de l’ensemble des classes à gauche sur celui des classes à droites.

Rappel. On définit les classes à droite de H dans G comme les classes d’équivalence de la relation
x „R y ô xy´1 P H et les classes à gauche comme étant celles de la relation x „L y ô y´1x P H.
L’ensemble des classes à droite est noté HzG, et l’ensemble des classes à gauche H{G. Si H est normal
(ou distingué), les deux ensembles sont égaux : c’est le groupe quotient.

Démonstration. On commence par s’intéresser aux ensembles de départ et d’arrivée de l’application.
Soit g P G, montrons que les classe à gauche de G sont exactement les éléments de la forme gH.

Soit x P gH, alors il existe h P H tel que x “ gh, soit encore g´1x “ h P H. Donc x „L g.
Réciproquement, si x „L g alors il existe h P H tel que g´1x “ h, soit encore x “ gh P gH, ce qui
prouve que les classes à gauche sont de la forme gH avec g P G.

La preuve pour les classes à droite est la similaire.

On note f l’application qui envoie gH surHg´1. Montrons que f est injective. On a par équivalences
successives :

Hg´1 “ Hx´1 ðñ g´1 „R x´1 ðñ g´1x P H ðñ x „L g ðñ gH “ xH,

ce qui prouve la bijectivité de f .

Remarque. L’exercice n’est pas utile pour cela, mais il n’est plus très difficile de prouver le théorème
de Lagrange, à présent qu’on sait ce qu’est une classe à gauche... (Il suffit voir que G “

ď

gPG

gH, puis

de choisir des représentants des classes à gauches et passer au cardinal).

Exercice 2.6. On considère une décomposition d’un entier n de la forme n “ n1`¨ ¨ ¨`nk avec ni ą 0.

Montrer que
k
ź

i“1

pni!q divise n!. On pourra appliquer le théorème de Lagrange à un sous-groupe bien

choisi de Sn.

Sous licence CC BY-NC-SA 4.0 c b n a 21 Antoine Dequay

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr


1A Maths, THéorie des GRoupes ENS de Rennes – Université de Rennes, 2024-2025

Démonstration. On pose n0 “ 0, et on considère la partition de J1, nK donnée par

k´1
ğ

i“0

t
i
ÿ

j“0

nj ` 1,
i`1
ÿ

j“0

nj

|

.

On considère le sous-groupe H de Sn qui stabilise cette partition. Cela revient à chercher les permu-

tations "morceau par morceau", et on a : H »

k
ź

i“1

Sni . Donc l’ordre de H vaut
k
ź

i“1

pni!q, ce qui prouve

que
k
ź

i“1

pni!q divise n!, par le théorème de Lagrange.
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3 Feuille 3

Exercice 3.1 (B.A.-BA.). Soient G un groupe et H un sous-groupe normal de G d’indice n.

1. Montrer que gn P H pour tout g P G.

2. Cette propriété nécessite la condition de normalité : dans G “ S3, donner un exemple de sous-
groupe (non-normal) H d’indice 3 et d’un élément g P S3 tel que g3 R H.

Démonstration.

1. Soit g P G. Puisque le groupe G{H est d’indice n, l’image de g dans G{H vérifie ḡn “ 1
(Lagrange). Cela implique que gn P H.

2. On prend G “ S3 et H “ tid, p1 2qu. Le groupe H est un sous-groupe de G d’indice
6

2
“ 3, mais

p1 3q3 “ p1 3q n’est pas dans H.

Exercice 3.2 (B.A.-BA.). Soient K,H deux sous-groupes d’un groupe G.

1. Vérifier que si K ◁G, alors K XH ◁H.

2. Montrer que si K ◁G, alors KH est un sous-groupe de G. Déduire de 1. que du plus K ◁KH.

3. Vérifier que si K ă H et K ◁G alors K ◁H.

4. Trouver dans G “ S4 deux sous-groupes K,H vérifiant K ◁H et H ◁G mais tels que K n’est
pas normal dans G.

Démonstration.

1. Supposons que K ◁G. En particulier, K ă G, et on a bien K XH ă H. De plus : @k P K,@g P

G, gkg´1 P K. En particulier, on a : @k P K,@h P H,hkh´1 P K. Comme H ă G, il vient bien :
@k P K XH,@h P H,hkh´1 P K XH. Ainsi, on a bien K XH ◁H.

2. Montrons que KH est bien un sous-groupe de G. On a bien 1 ˆ 1 “ 1 P KH. Soient pkh, k̃h̃q P

pKHq
2. Alors :

— pkhq´1 “ h´1k´1
`

h´1
˘´1

looooooooomooooooooon

PK

h´1 P KH,

— khk̃h̃ “ k hk̃h̃h̃´1h´1
looooomooooon

PK
loooooomoooooon

PK

hh̃
loomoon

PH

P KH.

Donc KH est bien un sous-groupe de G, et par ce qui précède, on a : K “ K XKH ◁KH.

3. En effet, si K ă H et K ◁ G, alors : @k P K,@g P G, gkg´1 P K. En particulier, comme
K ă H ă G, on a bien : @k P K,@h P H,hkh´1 P K. Donc K ◁H.

4. On remarque que K “ tId, p1 2qp3 4qu est distingué dans
H “ tId, p1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp2 3qu qui est lui-même distingué dans S4. Cependant K
n’est pas distingué dans S4 (conjuguer par p1 3q par exemple).

Exercice 3.3 (B.A.-BA.). Soit G un groupe.

1. Montrer que ZpGq ◁G.

2. Montrer que si le quotient G{ZpGq est monogène, alors G est abélien.

3. Soit G un groupe d’ordre p2 où p est un nombre premier. On admet que ZpGq n’est pas trivial
(on l’établira plus tard dans le cours en considérant l’action du groupe G sur lui-même par
conjugaison). Montrer que G est abélien.

Démonstration.

1. Par définition de ZpGq, on a, pour tout z P ZpGq et g P G : gzg´1 “ g´1gz “ z P ZpGq, d’où le
résultat.
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2. Soit ā tel que xāy “ G{ZpGq et a un antécédent de ā par la projection π : G ÝÑ G{ZpGq. Soient
x, y P G, alors il existe n,m P N tels que x̄ “ ān et ȳ “ ām, soit x “ anx1 et y “ amy1, où
x1, y1 P ZpGq. On a alors :

xy “ anx1amy1 “ an`my1x1 “ yx.

Donc finalement, a P ZpGq, donc ā “ 1 et G “ ZpGq.
3. Comme #ZpGq ą 1 et divise p2 (théorème de Lagrange), on a #ZpGq P tp, p2u. Supposons

par l’absurde que ZpGq “ p. Alors #G{ZpGq “ p, donc le groupe quotient est cyclique, et donc,
par la question 1, G “ ZpGq. C’est donc absurde, et on a bien G abélien.

Exercice 3.4 (B.A.-BA.). Soit G un groupe.
1. Montrer que DpGq ◁G.
2. Soit N ◁G. Montrer que G{N est un groupe abélien si et seulement si DpGq ă N .
3. On définit D0pGq “ G et Di`1pGq “ DpDipGqq pour tout i ě 0. Observer que Di`1pGq ◁DipGq

et que DipGq{Di`1pGq est abélien.

Démonstration.
1. On rappelle que DpGq “

@␣

rx, ys, px, yq P G2
(D

ă G, où rx, ys “ xyx´1y´1. Soit px, y, gq P G3,
on a : grx, ysg´1 “ gxyx´1y´1g´1 “ gxg´1gyg´1gx´1g´1gy´1g´1 “ rgxg´1, gyg´1s P Dpgq. On
a prouvé le résultat sur les générateurs. La conjugaison étant un morphisme, le résultat s’étend
sur tout le sous-groupe, ce qui montre bien que DpGq ◁G.

On pouvait également remarquer que r¨, ¨s est défini uniquement avec des opérations de groupe.
Comme la conjugaison par g P G (notée cg) est un morphisme, on a donc cgprx, ysq “ rcgpxq, cgpyqs.

Enfin, on pouvait également prendre x P DpGq, et remarquer que :

gxg´1 “ gxg´1x´1
loooomoooon

“rg,xsPDpgq

x
loomoon

PDpGq

P DpGq.

2. On raisonne par équivalences :

G{N abélien ðñ @px̄, ȳq P pG{Nq2, rx̄, ȳs “ e

ðñ @px, yq P G, rx, ys P N

ðñ DpGq ă N.

3. On a vu en question 1. que D0pGq◁D1pGq. Pour le prouver dans le cas i P N, il suffit d’appliquer
le résultat de la question 1. à G̃ “ DipGq. En appliquant le résultat de la question 2. à ce même
G̃, on obtient bien le caractère abélien des quotients successifs.

Remarque. On appelle cette suite la suite dérivée de G. Si elle est stationnaire à teu, G est dit résoluble.

Exercice 3.5. Un sous-groupe H d’un groupe G est dit caractéristique si αpHq “ H pour tout
α P AutpGq. On note alors H đG.

1. Montrer que H đG implique H ◁G. Montrer que le ZpGq et DpGq sont caractéristiques dans G.
2. Donner un exemple de sous-groupe d’un groupe G qui est normal mais pas caractéristique.
3. Montrer que K đH đG implique K đG. En déduire (cf Ex 4) que DipGq đG pour tout i ě 0.
4. Montrer que K đH ◁G implique K ◁G.
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Démonstration.

1. — Être un groupe normal est équivalent à être stable par tous les automorphismes intérieur. Or
IntpGq ă AutpGq, donc être caractéristique implique être normal.

— Soient x P ZpGq, y P G et α P AutpGq. Alors il existe y1 P G tel que αpy1q “ y. On va
montrer que αpZpGqq Ă ZpGq ce qui permettra de conclure sur l’égalité puisque α est un
automorphisme (donc bijectif. On ne le précisera plus dans la suite). On a :

αpxqy “ αpxqαpy1q “ αpxy1q “ αpy1xq “ yαpxq.

Donc αpxq P ZpGq ce qui prouve que le centre de G est caractéristique.
— Soit α P AutpGq. On va vérifier que "α d’un commutateur est un commutateur". Comme α

est un morphisme de groupe, la linéarité permettra de déduire que αpDpGqq Ă DpGq.

αpxyx´1y´1q “ αpxqαpyqαpxq´1αpyq´1.

Ce qui prouve que DpGq est un sous-groupe caractéristique de G.

2. On considère le sous-groupe t0u ˆZ{2Z de Z{2ZˆZ{2Z. L’automorphisme α : px, yq ÞÑ py, xq ne
stabilise pas t0u ˆ Z{2Z car αpt0u ˆ Z{2Zq “ Z{2Z ˆ t0u. Pourtant, le groupe est bien normal
dans Z{2Z ˆ Z{2Z.

La même idée peut se transposer aux matrices (avec n ě 2) dans pMn,`q avec comme sous-
groupe normal le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, et comme automorphisme
particulier la transposition.

3. Soit α P AutpGq, puisque H đ G, αpHq “ H et donc α|H
|H P AutpHq. Or K đ H, donc αpKq “

α
|H
|HpKq “ K, ce qui prouve que K đG.

Pour montrer que DipGq đ G pour tout i ě 0, il suffit de faire une récurrence, l’initialisation se
faisant avec la question 1.

Remarque. Ici, on a utilisé la notation suivante : Pour f : A Ñ U , B Ă A et V Ă U tels que

fpBq Ă U , on écrit :f |V
|B :

ˆ

B ÝÑ V
x ÞÝÑ fpxq

˙

.

4. Soit α P IntpGq, puisque H ◁ G, αpHq “ H et donc α
|H
|H P AutpHq. Puisque K đ H, on a

αpKq “ α
|H
|HpKq “ K, et donc K ◁G.

Exercice 3.6. Soit G un groupe non abélien d’ordre 8.

1. Montrer que G contient un élément x d’ordre 4 et que le groupe qu’il engendre est normal dans
G.

2. Soit alors y P Gzxxy ; montrer que y2 “ 1 ou y2 “ x2.

3. Si y2 “ 1, montrer que yxy “ x´1 et en déduire que G est isomorphe à D4.

4. Dans le cas restant, écrire la table de G est conclure que G est isomorphe à Q8.

5. Donner la liste des groupes d’ordre 8 à isomorphisme près.

Démonstration.

1. L’ordre des éléments dans G est compris dans t8, 4, 2, 1u par le théorème de Lagrange.
Le groupe n’étant pas abélien, il n’est pas cyclique, donc il n’y a pas d’élément d’ordre 8.
De même si tous les éléments de G étaient d’ordre 2, alors le groupe serait abélien. (En effet,
dans ce cas, on a pour tout px, yq P G2 : pxyq2 “ 1, donc xy “ y´1x´1 “ yx).
Donc il existe un élément x d’ordre 4.

Le groupe xxy est d’indice
8

4
“ 2 dans G, donc il est normal. (voir la remarque en fin d’exercice).
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2. Par définition de y, son image dans G{xxy n’est pas le neutre. Comme #G{xxy “ 2, il vient
ȳ2 “ 1, donc y2 P xxy.
Si y2 ‰ 1, alors y2 est d’ordre 2 (par Lagrange). Le seul élément d’ordre 2 dans xxy est x2, cela
permet de conclure.

3. Si y2 “ 1, alors comme xxy est normal, on a yxy P xxy. De plus yxy est d’ordre 4, donc il vaut
soit x, soit x´1.
Or si yxy “ x, alors x et y commutent. Comme G “ xxy \ yxxy, alors cela impliquerait que G
est commutatif, ce qui est absurde. Donc yxy “ x´1.
A cause des relations sur ses éléments (qui est une présentation de D4

1), le groupe G s’identifie
à un quotient de D4. Comme G et D4 ont le même ordre, ils sont bien isomorphes.

4. Les éléments de G sont t1, x, y, x2, x´1, y´1, xy, pxyq´1u. Il faut alors utiliser les relations x4 “ 1
et x2 “ y2, le caractère normal de xxy dans G (qui permet par exemple de calculer yxy´1) pour
pouvoir calculer la table du groupe (vu la forme de la question, ne pas hésiter à commencer par
calculer la table de Q8 pour "s’aider" à trouver le résultat).

1 x y x2 x´1 y´1 xy pxyq´1

1 1 x y x2 x´1 y´1 xy pxyq´1

x x x2 xy x´1 1 pxyq´1 y´1 y

y y pxyq´1 x2 y´1 xy 1 x x´1

x2 x2 x´1 y´1 1 x y pxyq´1 xy

x´1 x´1 1 pxyq´1 x x2 xy y y´1

y´1 y´1 xy 1 y pxyq´1 x2 x´1 x

xy xy y x´1 pxyq´1 y´1 x x2 1

pxyq´1 pxyq´1 y´1 x xy y x´1 1 x2

On compare cette table à la table de Q8 “ t1,´1, i,´i, j,´j, k,´ku avec les relations i2 “ j2 “

k2 “ ijk “ ´1 et ij “ k, ji “ ´k, ik “ ´j, jk “ i. Comme dit dans H2G2 : toute ressemblance
avec le produit vectoriel ne serait fortuite !

1 i j ´1 ´i ´j k ´k

1 1 i j ´1 ´i ´j k ´k

i i ´1 k ´i 1 ´k ´j j

j j ´k ´1 ´j k 1 i ´i

´1 ´1 ´i ´j 1 i j ´k k

´i ´i 1 ´k i ´1 k j ´j

´j ´j k 1 j ´k ´1 ´i i

k k j ´i ´k j i ´1 1

´k ´k ´j i k ´j ´i 1 ´1

5. On a classifié les groupes d’ordre 8 non abéliens. Les groupes abéliens d’ordre 8 sont Z{8Z,
Z{4Z ˆ Z{2Z, pZ{2Zq3. 2

Remarque. On cherche à prouver que :

H ď G
rG : Hs “ 2

*

ùñ H ◁G

Soient g P G et h P H, montrons que ghg´1 P H.
— Si g P H, le résultat est immédiat, car H ď G,

1. Pour aller plus loin, voir ici.
2. Voir une version complète ici
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— Sinon, on traduit l’hypothèse rG : Hs “ 2. Cela signifie que # tgH, g P Gu “ 2. On vérifie qu’on
peut prendre e et g comme représentants de ces ensembles (vrai car g P GzH). Ainsi, comme
les classes d’équivalences forment une partition de G, on peut écrire : G “ H \ gH. Il suffit
donc de montrer que ghg´1 R gH.
On raisonne pour cela par l’absurde : si ghg´1 P gH, alors il existe h0 P H tel que ghg´1 “ gh0.
Mais alors, il vient g “ h´1

0 h P H, ce qui est absurde, d’où le résultat.
On pouvait aussi reprendre l’exercice 2.5....
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4 Feuille 4

Exercice 4.1 (B.A.-BA.).

1. Quel est le dernier chiffe de l’écriture décimale de 32024 ?

2. Soit x un générateur de Z{nZ et soit m P t1, . . . , nu. Montrer que mx est d’ordre d dans Z{nZ
si et seulement si m “

n

d
k où k est premier avec d.

3. Montrer que
ÿ

d|n

φpdq “ n. On pourra regrouper les éléments selon leur ordre dans Z{nZ.

Démonstration.

1. Pour avoir son dernier chiffre en écriture décimale, on peut chercher à représenter 32024 dans
Z{10Z. On commence par chercher l’ordre de 3 dans pZ{10Zq

ˆ.
On constate que 3 est d’ordre 4 modulo 10 (pour la multiplication). De plus 2024 “ 4 ˆ 506 ` 0.
Il vient donc 32024 ” 30 r10s ” 1 r10s.

2. Supposons que opmxq “ d, alors pmdqx “ 0, donc opxq “ n|md. Ainsi m “
n

d
k pour un certain

entier k non nul.
Notons p “ pgcdpd, kq, d “ pd1 et k “ pk1. Alors d1mx “

n

pd1
pk1d1x “ k1nx “ 0 car opxq “ n.

Donc opmxq “ d|d1|d, donc d1 “ d et il vient bien p “ 1.

Réciproquement, si m “
n

d
k et k premier avec d, alors, on a bien mdx “ nkx “ 0. Donc mx est

d’ordre un diviseur de d.
Comme d est premier avec k, il existe u, v tels que 1 “ ku ` dv. On a opmxq

n

d
kx “ 0, donc

opmxq
n

d
kux “ 0. Ainsi :

opmxq
n

d
p1 ´ dvqx “ opmxq

n

d
x “ 0.

Ainsi, comme x est d’ordre n, opmxq
n

d
est divisible par n. Comme opmxq est un diviseur de d,

on a forcément d “ d1, ce qui prouve que mx est d’ordre d.

3. On remarque que :
Z{nZ “

ğ

d|n

tx P Z{nZ|opxq “ du
loooooooooooomoooooooooooon

“:Ad

.

Le groupe Z{nZ étant cyclique, on note x un générateur, et pour tout y P Z{nZ, il existe un
unique m P J1, nK tel que y “ mx. Par la question précédente, on a :

Ad “ tmx P Z{nZ|opxq “ d,m P J1, nKu “

!

mx P Z{nZ
ˇ

ˇ

ˇ
m P J1, nK,m “

n

d
k, k P J1, dK, k ^ d “ 1

)

“

!n

d
kx P Z{nZ |k P J1, dK, k ^ d “ 1

)

.

Par la définition de l’indicatrice d’Euler, #Ad “ φpdq pour d un diviseur de n.
L’union étant disjointe, il vient bien

ÿ

d|n

φpdq “ n.

Les trois prochains exercices sont destinés à montrer les propriétés suivantes.
Ex 4.2 : pZ{pZqˆ est cyclique pour tout nombre premier p ě 2.
Ex 4.4 : pZ{pαZqˆ est cyclique pour tout nombre premier p ě 3 et pour tout entier α ě 2.
Ex 4.5 : pZ{2αZqˆ est isomorphe à pZ{2α´2Zq ˆ Z{2Z pour tout entier α ě 3.

Exercice 4.2. Soit O “ td | opxq “ d, x P pZ{pZqˆu. On commence par montrer (questions 1. et 2.)
qu’il existe un élément d’ordre r “ ppcmpOq, en particulier r divise p ´ 1. La question 3. permet de
conclure.
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1. Redémontrer (cf Feuille 2) que si opxq “ p et opyq “ q avec p, q premiers entre eux, alors
opxyq “ pq.

2. Notons
n
ź

i“1

pmi
i la décomposition de r en facteurs premiers. Vérifier qu’il existe xi P pZ{pZqˆ tel

que pmi
i divise opxiq. En déduire qu’il existe yi P pZ{pZqˆ tel que opyiq “ pmi

i . En déduire qu’il
existe un élément d’ordre r “ ppcmpOq.

3. Soit E :“
␣

x P pZ{pZqˆ, xr “ 1
(

. Vérifier que E “ pZ{pZqˆ. Vérifier ensuite que p ´ 1 ď r. En
déduire que pZ{pZqˆ est cyclique d’ordre p´ 1.

Démonstration.
1. Comme pxyqpq “ 1, pq | opxyq. De plus, si pxyqk “ 1, alors xk “ y´k, et donc xkp “ 1 “ ykp, en

particulier q | kp, donc q | k puisque p^ q “ 1. De même, p | k, donc pq | k.
2. Pour i P J1, nK, il existe un élément xi P pZ{pZqˆ tel que opxq “ pmi

i u avec u un certain entier
premier avec pi. (En effet, si pmi

i n’apparaissait dans l’ordre d’aucun x P pZ{pZqˆ, il ne pourrait
pas apparaître dans ppcmpOq). Ainsi, avec yi “ xui , opyiq “ pmi

i .

Par la question précédente, l’élément y “

n
ź

i“1

yi P pZ{pZqˆ est d’ordre r.

3. L’ensemble E est non vide, et on a même pZ{pZqˆ Ă E, car r est le ppcm des ordres de tous les
éléments de pZ{pZqˆ, donc E “ pZ{pZqˆ.
Comme Z{pZ est un corps, l’équation xr ´ 1 “ 0 possède au plus r solutions. Ainsi, CardpEq “

p ´ 1 ď r. Puisque r divise p ´ 1 (par Lagrange, d’après la question précédente), il vient
r “ p´ 1, et donc pZ{pZqˆ possède un élément d’ordre p´ 1, donc est cyclique.

Exercice 4.3. Soit p un nombre premier et soit φ le morphisme d’anneau naturel Z{pαZ ÝÑ Z{pZ.
Vérifier que φ est bien défini et qu’il induit un morphisme de groupes pZ{pαZq

ˆ
ÝÑ pZ{pZq

ˆ surjectif.

Rappel. En général, on voit cette version de la Propriété universelle de l’anneau quotient pA{I, πq :
Pour tout morphisme d’anneau f : A ÝÑ B tel que I Ă Kerpfq, il existe un unique h : A{I ÝÑ B qui
rende commutatif le diagramme suivant :

A

A{I

B

œ
π

f

h

Le coeur de la preuve de cette propriété est le fait que Kerpπq Ă Kerpfq. Cela permet de montrer que
h est bien défini. La vérification des propriétés est alors "simplement" calculatoire.

Démonstration. Pour prouver que φ :

ˆ

Z{pαZ ÝÑ Z{pZ
k̄rpαs ÞÝÑ k̄rps

˙

est bien défini, on part de la projection
ˆ

Z ÝÑ Z{pZ
k ÞÝÑ k̄rps

˙

. On remarque que pαZ Ă pZ “ Kerpfq. Par la propriété universelle du quotient,

φ est donc bien défini, comme factorisation de f par Z{pαZ :

Z{pαZ

Z

Z{pZ
œ

k

k̄rpαs k̄rps

π1 π2

φ
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Le morphisme φ induit bien un morphisme de groupe Φ : pZ{pαZqˆ ÝÑ pZ{pZqˆ : c’est une
propriété générale des morphismes d’anneaux 3.

Enfin, le morphisme Φ est bien surjectif, par la construction ci-dessus, et car π2 l’est. En effet,
pZ{pZq

˚
“

!

k̄rps, k ^ p “ 1, k P J1, pK
)

, donc φ pπ1 ptk P J1, pK, k ^ p “ 1uqq “ pZ{pZq
˚, ce qui prouve

que Φ est surjectif.

Exercice 4.4. Soit p ě 3 un nombre premier et soit α ě 2.

1. Montrer que pour tout k ě 0, il existe un entier λk non divisible par p tel que :

p1 ` pq
pk

“ 1 ` λkp
k`1.

En déduire que la classe de 1 ` p dans Z{pαZ est d’ordre pα´1 dans pZ{pαZq
ˆ.

2. Exhiber un élément d’ordre p´ 1 dans pZ{pαZq
ˆ (utiliser les Exercices 2. et 3.).

3. En déduire que pZ{pαZq
ˆ est cyclique.

Démonstration.

1. On procède par récurrence sur k. Pour k “ 0, on a p1 ` pqp
0

“ 1 ` p, donc λ0 “ 1. On suppose
le résultat vrai pour un certain rang k. Alors :

p1 ` pq
pk`1

“ p1 ` λkp
k`1qp “ 1 ` λk`1p

k`2,

où λk`1 “ λk `

p
ÿ

i“2

ˆ

p

i

˙

λikp
pk`1qpi´1q´1 ” 1 rps. Cela permet de conclure la récurrence.

Par ce qui précède, on a : p1 ` pqp
α´1

” 1 rpαs, donc l’ordre de 1 ` p dans pZ{pαZq
ˆ divise pα´1

(c’est donc une puissance de p). Pour k P J0, α ´ 2K, on a p1 ` pq
pk

“ 1 ` λkp
k`1 ı 1 rpαs car p

ne divise pas λk. Donc 1 ` p est d’ordre pα´1 dans pZ{pαZq
ˆ.

2. Par l’exercice 4.2., on sait que pZ{pZqˆ est cyclique. On a donc accès à y un générateur, qui est
d’ordre p´ 1. Par l’exercice 4.3., comme Φ est surjective, il possède un antécédent x par Φ dans
pZ{pαZqˆ. Alors, en considérant x̃ “ x

opxq

p´1 (opxq est bien divisible par p´1, voir 2.3.1), on a bien
x̃p´1 “ 1.

3. On cherche à construire un élément d’ordre #pZ{pαZqˆ “ pα´1pp ´ 1q. Comme 1 ` p et x̃
commutent, que op1 ` pq “ pα´1, que opx̃q “ p ´ 1 et que pgcdppα´1, p ´ 1q “ 1, p1 ` pqx̃ est
bien d’ordre voulu.

Exercice 4.5. Soit α ě 3.

1. Montrer que pour tout k ě 0, il existe λk impair tel que

52
k

“ 1 ` λk2
k`2.

En déduire que 5̄ est d’ordre 2α´2 dans pZ{2αZq
ˆ.

2. On considère (cf Ex 4.3) le morphisme naturel pZ{2αZq
ˆ

ÝÑ pZ{4Zq
ˆ

» Z{2Z, celui-ci est
surjectif. Montrer que son noyau est d’ordre 2α´2 et engendré par 5̄. En déduire que

pZ{2αZq
ˆ

»
`

Z{2α´2Z
˘

ˆ Z{2Z.

Démonstration.

3. Pour φ : A ÝÑ B et a P Aˆ, φpa ˆ a´1
q “ φp1Aq “ 1b “ φpaq ˆ φpa´1

q, donc φpaq P Bˆ et φpaq
´1

“ φpa´1
q : φ

induit un morphisme de groupes φ̃ : Aˆ
ÝÑ Bˆ.
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1. On procède par récurrence sur k. Pour k “ 0 le résultat est clair (λ0 “ 1). On suppose le résultat
vrai pour un certain rang k. Alors :

52
k`1

“ p1 ` λk2
k`2q2 “ 1 ` λk2

k`3 ` λ2k2
2k`4 “ 1 ` λk`12

k`3,

où λk`1 “ λk ` λ2k2
k`1 ” 1 r2s. Cela permet de conclure la récurrence.

Par ce qui précède, on a : 52
α´2

” 1 r2αs, donc l’ordre de 5̄ dans pZ{2αZq
ˆ divise 2α´2. Pour

k P J0, α ´ 3K, on a 52
k

“ 1 ` λk2
k`2 ı 1 r2αs car λk est impair. Donc 5 est d’ordre 2α´2 dans

pZ{2αZq
ˆ.

2. Notons φ : pZ{2αZqˆ Ñ pZ{4Zqˆ. Le théorème d’isomorphisme nous assure que le cardinal de

son noyau est
2α´1 ˆ p2 ´ 1q

2
“ 2α´2. Comme 5̄ ” 1 r4s, par construction du morphisme de

l’exercice 4.3., il est clair que le sous-groupe engendré par 5̄ est dans le noyau de ce morphisme.
Par cardinalité, 5̄ engendre le noyau.
On a donc pZ{2αZqˆ{ x5̄y » pZ{4Zqˆ » Z{2Z.
Il reste à montrer que :

pZ{2αZqˆ » x5̄y ˆ pZ{4Zqˆ.

Attention, A{B » C ùñ A » B ˆ C est faux en général ! Pensez à Z{4Z et Z{2Z...
Pour cela, on utilise le critère d’isomorphisme du produit direct. On pose :
— H1 “ Kerpφq “ x5̄y,
— H2 “ t1,´1u Ă pZ{2αZqˆ.
On peut vérifier que :
— Pour tout ph1, h2q P H1 ˆH2, h1h2 “ h2h1 (évident),
— H1H2 “ pZ{2αZqˆ (par cardinalité),
— H1 XH2 “ t1u.
Ainsi, on a bien pZ{2αZqˆ isomorphe au produit H1 ˆH2 »

`

Z{2α´2Z
˘

ˆ Z{2Z.

Remarque. Pour une construction "à la main", on pouvait écrire, pour x P pZ{2αZq
ˆ :

— Si φpxq “ 1 “ 30, alors il existe un unique kx P
q
0, 2α´2 ´ 1

y
tel que x “ 5kx ,

— Si φpxq “ 3 “ 31, alors il existe un unique kx P
q
0, 2α´2 ´ 1

y
tel que x “ ´5kx .

Pour x P pZ{2αZqˆ, il existe donc un unique couple pux, kxq P t0, 1u ˆ
q
0, 2α´2 ´ 1

y
tel que x “

p´1qux ˆ 5kx . Ainsi, on peut vérifier que
ˆ

pZ{2αZqˆ ÝÑ pZ{2α´1Zq ˆ pZ{2Zq

x ÞÝÑ pkx, uxq

˙

est un isomor-

phisme.
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5 Feuille 5

Exercice 5.1 (B.A.-BA.). Écrire les décompositions en cycles des permutations suivantes :
1. p3 1 4qp1 5 9 2 6qp5 3q,

2. σ´1 avec σ :“

ˆ

1 2 3 4 5
2 5 1 3 4

˙

.

Démonstration.
1. La permutation est :

σ “

ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 6 9 3 1 4 7 8 2

˙

la décomposition en cycle disjoint est donc : σ “ p1 5qp2 6 4 3 9q.
2. Puisque σ “ p1 2 5 4 3q, il vient σ´1 “ p3 4 5 2 1q.

Exercice 5.2 (B.A.-BA.). Calculer σ2024 avec

σ :“

ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
10 9 8 11 7 3 2 6 12 5 4 1

˙

.

Démonstration. On peut écrire σ en cycle disjoints σ “ p1 10 5 7 2 9 12qp3 8 6qp4 11q. Ainsi, σ est
décomposée en un 7-cycle, un 3-cycle et une permutation. On a : 2024 “ 7 ˆ 289 ` 1 “ 674 ˆ 3 ` 2 “

2 ˆ 1012 ` 0. Ainsi, σ2023 “ p1 10 5 7 2 9 12q1p3 8 6q2p4 11q0 “ p1 10 5 7 2 9 12qp3 6 8q.

Exercice 5.3 (B.A.-BA.). Dans S3. Donner la liste des éléments en précisant leur classe de conju-
gaison. Lister les sous-groupes et les sous-groupes normaux.

Démonstration. On sait que CardpS3q “ 3! “ 6. La liste des éléments, rangés par classe de conjugaison
(donc par type), donne :

S3 “ tIdu Y tp1 2q, p1 3q, p2 3qu Y tp1 2 3q, p1 3 2qu .

On laisse de côté les sous-groupes triviaux tIdu et S3, qui sont normaux. D’après le théorème de
Lagrange, l’ordre d’un sous-groupe non trivial de S3 est 2 ou 3.

— Le groupe S3 admet 3 sous-groupes d’ordre 2 chacun engendré par une transposition,
— Il existe un unique sous-groupe d’ordre 3, celui engendré par un 3-cycle (l’autre 3-cycle est le

carré du premier) : c’est A3.
La liste complète des sous-groupes est donc :

ttIdu , tId, p1 2qu , tId, p1 3qu , tId, p2 3qu , tId, p1 2 3q, p1 3 2qu ,S3u .

Comme les sous-groupes normaux sont des réunions de classes de conjugaisons, le seul sous-groupe
normal non-trivial de S3 est A3 “ tId, p1 2 3q, p1 3 2qu.

Exercice 5.4. Même exercice avec A4. On constatera que A4 ne possède pas de sous-groupes d’ordre
6.

Démonstration. On sait que CardpA4q “
4!

2
“ 12. La liste des éléments, rangés par classe de conjugai-

son (donc a minima par type), donne :

A4 “ tIdu Y tp1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp2 3qu

Y tp1 2 3q, p1 3 4q, p1 4 2q, p2 4 3qu Y tp1 3 2q, p1 2 4q, p1 4 3q, p2 3 4qu .

Pour trouver les classes de conjugaison des 3-cycles, on peut commencer par en prendre un au
hasard, par exemple p1 2 3q. La conjugaison par les double-transpositions permet de récupérer 3 autres
3-cycles. La relation orbite-stabilisateur montre alors que la classe de conjugaison est soit complète,
soit égale à A4, ce qui est absurde vu les premières classes calculées. Il reste alors 4 éléments, on n’a
plus qu’à vérifier qu’ils sont dans la même classe de conjugaison.

On laisse de côté les sous-groupes triviaux, qui sont normaux. D’après le théorème de Lagrange,
l’ordre d’un sous-groupe non trivial de A4 est 2,3,4 ou 6.
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— Le groupe A4 admet 3 sous-groupes d’ordre 2, chacun engendré par une double-transposition,
— Tout sous-groupe d’ordre 3 est engendré par un 3-cycle et il en existe 4 (un par élément de

t1, 2, 3, 4u fixé par le sous-groupe),
— Le groupe engendré par toutes les doubles transpositions est d’ordre 4, et comme un tel sous-

groupe ne peut pas contenir d’élément d’ordre 3, il n’y en a pas d’autre (le groupe est isomorphe
à V4)

— Si A4 admet un sous-groupe H d’ordre 6, alors H est d’indice 2 et donc distingué dans A4.
Ainsi, H est la réunion de classes de conjugaison distinctes, ce qui est absurde puisqu’elles sont
de cardinal 1,3,4 et 4.

La liste complète des sous-groupes est donc :

ttIdu , tId, p1 2qp3 4qu , tId, p1 3qp2 4qu , tId, p1 4qp2 3qu ,

tId, p1 2 3q, p1 3 2qu , tId, p1 2 4q, p1 4 2qu , tId, p1 3 4q, p1 4 3qu , tId, p2 3 4q, p2 4 3qu ,

tId, p1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp2 3qu ,A4u .

Les sous-groupes normaux sont des réunions de classes de conjugaisons (d’ordre 1, 3, 4 et 4). Par
le théorème de Lagrange, les cardinaux possibles pour ces sous-groupes sont 1, 2, 3, 4 et 12. On
voit alors que le seul sous-groupe normal non-trivial de A4 est tId, p1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp2 3qu

(isomorphe à V4).

Remarque. Pour le sous-groupe d’ordre 6, on pouvait aussi procéder ainsi :
Soit H un sous-groupe de An d’ordre 6. Il est donc distingué car d’indice 2. Il contient donc un

élément d’ordre 2 (une double-transposition), noté t et un élément d’ordre 3 (un 3-cycle), noté c.
Alors la conjugaison c´1tc et ctc´1 donne deux autres éléments d’ordre 2 distincts, tous contenus

dans H. Donc le groupe contenant toutes les double-transpositions, noté V4, est contenu dans H. Or
4 ne divise pas 6 : c’est absurde d’après le théorème de Lagrange. Il n’y a donc pas de sous-groupe
d’ordre 6.

Exercice 5.5. Soit G un groupe fini d’ordre 2m avec m impair. Montrer que G admet un sous-groupe
H d’indice 2 (en particulier N ◁G et G n’est pas simple). On pourra s’intéresser à l’image de G dans
son plongement de Cayley.

Lemme (B.A.-BA.). Soit G un groupe d’ordre 2m avec m impair, il existe x P G d’ordre 2.

Démonstration. Par l’absurde, supposons que G ne possède pas d’élément d’ordre 2. On peut alors
partitionner G de la manière suivante :

G “ teu Y
ď

xPGzteu

␣

x, x´1
(

.

L’union n’est bien sûr pas disjointe (on peut prendre une famille de représentants pour la rendre
disjointe, mais ce n’est pas nécessaire pour la suite), mais les sous-ensembles

␣

x, x´1
(

, par hypothèse,
sont tous de cardinal 2. Ainsi, G est d’ordre impair, ce qui est absurde.

Démonstration. On note φ : G ãÑ S2m le plongement de Cayley de G, et on considère le morphisme
φ̄ “ ε ˝ φ : G Ñ Z{2Z, où ε désigne la signature. Montrons que φ̄ est surjectif.

Comme G est d’ordre 2m, G possède un élément x d’ordre 2. Son image par φ est donc un produit
de transpositions disjointes (car seules les transpositions et l’élément neutre sont d’ordre un diviseur
de 2 dans S2m). Comme l’action par translation à gauche est sans point fixe (i.e. pour x P G, si
gx “ x, alors g “ e), φpxq n’a pas de point fixe (car x ‰ e), et donc est un produit de m transpositions
disjointes. Ainsi, φ̄pxq “ 1 ” m r2s, et le morphisme φ̄ est surjectif.

On note H “ Kerpφ̄q qui est distingué, alors par le premier théorème d’isomorphisme, on a G{H »

Z{2Z. Ainsi, on a bien trouvé un sous-groupe H d’indice 2.
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Exercice 5.6. On se place dans le groupe S6.
1. Résoudre l’équation σ2 “ p1 2qp3 4q dans S6.
2. En déduire que l’on ne peut pas plonger Q8 dans S6 (indication : dans Q8, ´1 a 6 racines carrées).

Démonstration.
1. Si σ2 “ p1 2qp3 4q, alors σ est d’ordre 4.

On cherche à obtenir des informations sur le type de σ. On regarde donc les partitions possibles
de 6 avec les diviseurs de 4. Comme σ est d’ordre 4, sa décomposition en cycles disjoints possède
au moins un 4-cycle, donc il vient uniquement les possibilités : 6 “ 4 ` 1 ` 1 “ 4 ` 2.
On a donc accès uniquement à une transposition (ou pas) et un 4-cycle. Vu le carré de σ, le
4-cycle fait intervenir les entiers 1, 2, 3 et 4.
On trouve donc 4 possibilités :p1 3 2 4q, p1 4 2 3q, et p1 3 2 4qp5 6q ou p1 4 2 3qp5 6q.

2. On suppose qu’il existe un plongement φ : Q8 ãÑ S6. Montrons que φp´1q est une double-
transposition. Puisque ´1 possède au moins une racine dans Q8 et est d’ordre 2 alors φp´1q

possède au moins une racine dans S6 et est d’ordre 2. Or les transpositions ne possèdent pas
de racine dans S6 (s’ils en avait une, ce serait un 4-cycle, mais le carré d’un 4-cycle est une
double-transposition). De même le produit de 3 transpositions n’ont pas de racines dans S6.
Ainsi φp´1q est bien une double-transposition.
Mais ´1 possède 6 racines dans Q8 alors que, d’après la question précédente, quitte à échanger
le rôle de 1, 2, 3 et 4, une double-transposition ne possède que 4 racines dans S6. Finalement on
ne peut pas plonger Q8 dans S6.

Remarque. On prouve aussi que l’on ne peut pas plonger Q8 dans S7. En effet, les éléments d’ordre 4
dans S7 sont les produits de 4-cycles et de transposition (à supports disjoints). De plus, une double-
transposition est la seule à avoir des racines, et elle en possède 8 distinctes. Par exemple si σ2 “

p1 2qp3 4q, alors

σ P

"

p1 3 2 4q, p1 3 2 4qp5 6q, p1 3 2 4qp5 7q, p1 3 2 4qp6 7q,
p1 4 2 3q, p1 4 2 3qp5 6q, p1 4 2 3qp5 7q, p1 4 2 3qp6 7q

*

.

De plus, si φ : Q8 ãÑ S7 est un plongement alors φp´1q est une double-transposition. Pour plus de
simplicité on peut supposer que φp´1q “ p1 2qp3 4q, alors φpiq, φpjq et φpkq sont dans l’ensemble

"

p1 3 2 4q, p1 3 2 4qp5 6q, p1 3 2 4qp5 7q, p1 3 2 4qp6 7q,
p1 4 2 3q, p1 4 2 3qp5 6q, p1 4 2 3qp5 7q, p1 4 2 3qp6 7q

*

.

Mais p1 3 2 4qp1 3 2 4q “ p1 2qp3 4q et p1 3 2 4qp1 4 2 3q “ id. Donc on ne peut pas vérifier la relation
φpiqφpjq “ φpkq.

Ainsi, Q8 ne se plonge pas dans S7.

Exercice 5.7. L’objectif est de lister les sous-groupes normaux du groupe diédral Dn. Soient r, s
des générateurs de Dn, avec rn “ 1, s2 “ 1 et srs “ r´1. On montre que si n est impair, alors les
sous-groupes normaux non triviaux de Dn sont les sous-groupes de xry. On montre ensuite que si n est
pair, la liste des sous-groupes normaux non triviaux de Dn s’enrichit des sous-groupes

@

r2, s
D

,
@

r2, sr
D

.
1. Vérifier que xry est normal dans Dn.
2. Montrer que les sous-groupes de xry sont caractéristiques de xry. En particulier, les sous-groupes

de xry sont normaux dans Dn (cf Exercice 3.5).
Questions 3-4-5 : cas n est impair, n “ 2k ` 1. Soit N un sous-groupe normal de Dn qui n’est
pas un sous-groupe de xry. Montrons que N “ Dn.

3. Montrer qu’il existe j P t0, . . . , n´ 1u tel que srj P N .
4. Montrer que r´2 P N . Indication : On pourra calculer rpsrjqr´1.
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5. En déduire que r P N , puis que s P N et enfin que N “ Dn.
Questions 6-7 : cas n est pair, n “ 2k. Soit N un sous-groupe normal de Dn qui n’est pas un
sous-groupe de xry. Comme dans 3. et 4., il existe j P t0, . . . , n´ 1u tel que srj P N et r´2 P N .

6. Si j est pair, observer que s P N . En déduire que, si N n’est pas égal à Dn, alors N “
@

r2, s
D

.

7. Si j est impair, observer que sr P N . En déduire que, si N n’est pas égal à Dn, alors N “
@

r2, sr
D

.

Démonstration.

1. Au vu des relations entre générateurs, on a, pour k P J0, nK : srks´1 “ psrsqk “ r´k. Ainsi, le
sous-groupe est bien stable par conjugaison par un élément de Dn (car stable par conjugaison
par ses générateurs, le cas r étant évident).

Remarque. On pouvait aussi remarquer que xry est d’indice 2 dans Dn, donc normal.

2. Comme xry est isomorphe à Z{nZ, l’application suivante est une bijection :
ˆ

tH ď xryu
„

ÝÑ td, d | nu

H ÞÝÑ #H

˙

. Comme un automorphisme de xry préserve l’ordre des sous-

groupes de xry, par la bijection précédente, les sous-groupes de xry sont laissés invariants par
automorphisme de xry. Ainsi, les sous-groupes de xry sont bien caractéristiques dans xry. Par la
question précédente et la question 3.5.4., on a bien le résultat souhaité.

3. On cherche à mettre sous une forme réduite les éléments de Dn. De la relation srs “ r´1, on
tire rs “ sr´1. Ainsi, à partir d’un expression faisant intervenir r et s, on peut se ramener à
une expression de la forme sarb, avec pa, bq P Z2. Vu les ordres des générateurs, on peut décrire
exactement les éléments du groupe :

!

rk, srk | k P J0, n´ 1K
)

.

Comme N n’est pas inclus dans xry, il possède donc bien un élément de la forme srj pour un
certain j P J0, n´ 1K.

4. On a :
r
`

srj
˘

r´1 “ spsrsqrj´1 “ srj´2 P N,

d’où :
srj

`

srj´2
˘´1

“ sr2s “ r´2 P N.

5. Ainsi, r “ r´2k P N , puis s “ srjr´j P N , donc Dn “ xs, ry ď N , d’où l’égalité.

6. On a bien s “ srj
`

r´2
˘

j
2 P N , donc

@

r2, s
D

ď Dn. Comme ce sous-groupe est d’ordre n, il est
d’indice 2 (donc distingué) dans Dn, donc si N ‰ Dn, on a bien égalité.

7. On a bien sr “ srj
`

r´2
˘

j´1
2 P N , donc

@

r2, sr
D

ď Dn. Comme ce sous groupe est d’ordre n, il
est d’indice 2 (donc distingué) dans Dn, donc si N ‰ Dn, on a bien égalité.
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6 Feuille 6

Exercice 6.1 (B.A.-BA.). Soit G un groupe fini et H ◁ G un sous-groupe d’ordre p, où p le plus
petit diviseur premier de |G|. Montrer que H ă ZpGq. On pourra considérer l’action de G sur H par
conjugaison.

Démonstration. Comme H est normal dans G, l’action de G sur H par conjugaison
ˆ

GˆH ÝÑ H
pg, hq ÞÝÑ ghg´1

˙

est bien définie.

Pour prouver le résultat, il suffit de montrer que pour tout h P Hzteu, Orbphq “ thu. En effet, cela
implique que pour tout g P G et h P H, on a ghg´1 “ h, d’où H ă ZpGq.

Soit h P H, la relation orbite-stabilisateur donne : #Stabphq “
#G

#Orbphq
.

Par définition de l’action, on a Orbphq Ă H, donc #Orbphq ď p. Or p est le plus petit diviseur
premier de #G, et #Orbphq | #G. On a donc #Orbphq P t1, pu.

Si #Orbphq “ p, alors Orbphq “ H, donc il existe g P G tel que ghg´1 “ e, et il vient h “ e, ce qui
est absurde, car Orbpeq “ teu.

Donc #Orbphq “ 1 pour tout h P H. Comme ehe´1 “ h P Orbphq, on a bien le résultat attendu.

Exercice 6.2. L’objectif est de montrer :
Théorème de Cauchy
Soit G un groupe d’ordre n et p un diviseur premier de n. Alors G contient un élément d’ordre p.
Notons X :“ tpg1, . . . , gpq P Gp | g1g2 ¨ ¨ ¨ gp “ 1u .

1. Vérifier que le groupe Z{pZ agit sur X via la formule :

1̄ ¨ pg1, . . . , gpq “ pgp, g1, . . . , gp´1q.

2. Décrire explicitement l’ensemble XZ{pZ des points fixes de cette action.

3. Calculer le cardinal de X et montrer que XZ{pZ n’est pas réduit à un singleton. Conclure.

Démonstration.

1. Vérifions dans un premier temps que si pg1, . . . , gpq P X, alors pgp, g1, . . . , gp´1q P X :

gpg1 ¨ ¨ ¨ gp´1 “ gpg1 ¨ ¨ ¨ gp´1gpg
´1
p “ gpeg

´1
p “ e.

Si k̄ est un élément de Z{pZ, puisque 1̄ engendre Z{pZ, on a (les indices sont pris modulo p) :

k̄ ¨ pg1, . . . , gpq “ pg1´k, g2´k, . . . , gp´kq.

On vérifie alors facilement que 0̄ ¨ pg1, . . . , gpq “ pg1, . . . , gpq et que Ęk ` l ¨ pg1, . . . , gpq “ k̄ ¨ pl̄ ¨

pg1, . . . , gpqq.

2. Par définition, XZ{pZ “ tpg1, . . . , gpq P X | @k̄ P Z{pZ, k̄ ¨ pg1, . . . , gpq “ pg1, . . . , gpqu. En particu-
lier, on a pg1, . . . , gpq “ pgp, g1, . . . , gp´1q, d’où gi “ gi´1 pour tout i P J2, pK. On en déduit donc
que pg1, . . . , gpq “ pg, g, . . . , gq pour un certain g P G, avec gp “ e.
Réciproquement, tout élément de la forme pg, g, . . . , gq avec opgq | p est dans XZ{pZ, donc, comme
p est premier, XZ{pZ “ tpg, . . . , gq, g P G, opgq “ pu Y tpe, . . . , equ.

3. Pour qu’un élément pg1, . . . , gpq soit dans X on peut prendre des éléments g1, . . . , gp´1 quel-
conques dans G, et dans ce cas gp est uniquement déterminé par g´1

p “ g1 ¨ ¨ ¨ gp´1. Donc
#X “ np´1.
L’équation aux classes classes permet d’affirmer que

|X| “ |XZ{pZ| `

r
ÿ

i“0
#Orbpxiq‰1

|Orbpxiq|,
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où les xi P X sont les représentants des orbites qui partitionnent X. Or |Orbpxiq| “
p

|Stabpxiq|

d’après la relation orbite-stabilisateur. Comme |Orbpxiq| ‰ 1 et comme p est premier, |Orbpxiq| “

p. Donc np´1 ” |XZ{pZ| rps ” 0 rps. PuisqueXZ{pZ contient au moins un élément qui est pe, . . . , eq,
la congruence nous permet d’affirmer qu’il contient au moins p´ 1 autres éléments dans XZ{pZ,
donc au moins p´ 1 éléments de la forme pg, . . . , gq où opgq “ p, par la question précédente (on
a accès à un élément d’ordre p, les autres sont ses puissances).

Exercice 6.3. Il s’agit d’établir :
Théorème
Soit G un groupe fini et soit p le plus petit diviseur premier de |G|. Si H est un sous-groupe de G

d’indice p, alors H est distingué dans G.
Le cas p “ 2, démontré de manière élémentaire en cours, est un cas particulier. Soient G un

groupe et H un sous-groupe de G. Soit G{H l’ensemble des classes à gauche modulo H. On considère
l’application GˆG{H Ñ G{H qui à pg, kHq associe gkH.

1. (a) Montrer que cette application définit une action de G sur G{H.

(b) Soit k P G. Montrer que StabGpkHq “ kHk´1.

(c) D’après le cours, l’action de G sur G{H induit un morphisme ρ de G dans le groupe des
bijections de G{H :

ρ : G Ñ BijpG{Hq.

Montrer que kerpρq “
č

kPG

kHk´1.

2. On suppose que |G| est fini et que |G{H| “ p, où p ě 2 est le plus petit diviseur premier de |G|.
Nous allons montrer que H est distingué dans G.

(a) Montrer que |G{kerpρq| divise p! “ pˆ pp´ 1q ˆ pp´ 2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ 2 ˆ 1.

(b) Montrer que kerpρq ‰ G. En déduire que |G{ kerpρq| ‰ 1.

(c) Soit q ě 2 un diviseur premier de |G{ kerpρq|.
Montrer ensuite que q “ p (on pourra utiliser 2.(a)).

(d) Établir que |G{ kerpρq| “ p.

(e) A ce stade, on a obtenu |G{H| “ |G{ kerpρq|.
En déduire que H “ kerpρq et conclure.

Remarque. Tiré du CC2 2023.

Démonstration.

1. (a) Notons a (pour action) l’application de l’énoncé. Pour clarifier les notations lors de la véri-
fication des axiomes, matérialisons nettement le “point” dans la notation de l’application a,
c’est-à-dire que l’on note apg, kHq “ g ¨ kH, défini comme étant égal à gkH. Pour vérifier
les axiomes, soient g1, g2, k dans G. On a :

pg1g2q ¨ kH “ ppg1g2qkqH par définition de a,
“ pg1pg2kqqH car la multiplication de G est associative,
“ g1 ¨ pg2kHq par définition de a,
“ g1 ¨ pg2 ¨ kHq encore par définition de a.

De plus, comme e est neutre on a e ¨ kH “ pekqH “ kH. Donc a est une action de G sur
G{H.
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(b) On peut raisonner par équivalence. Soit g P G :

g P StabGpkHq ðñ gkH “ kH,

ðñ k´1gkH “ H,

ðñ k´1gk P H,

ðñ g P kHk´1.

Ainsi StabGpkHq “ kHk´1.

(c) Le noyau de ρ est l’ensemble des g P G tels que ρpgq “ idG{H , c’est-à-dire tels que gkH “ kH

pour tout k P G, c’est-à-dire tels que g P
č

kPG

StabGpkHq. Utilisant la question précédente,

on en déduit que kerpρq “
č

kPG

kHk´1.

2. (a) Le morphisme ρ : G Ñ BijpG{Hq induit un morphisme injectif ρ̄ : G{ kerpρq ãÑ BijpG{Hq

qui identifie G{ kerpρq à un sous-groupe de BijpG{Hq. Comme G{H est de cardinal p, le
groupe BijpG{Hq est isomorphe au groupe symétrique Sp qui est de cardinal p!. D’après le
théorème de Lagrange, on en déduit que |G{kerpρq| divise p!.

(b) D’après la question 1.(c) on a kerpρq “
č

kPG

kHk´1. Ce sous-groupe est inclus dans tous les

kHk´1, en particulier (k “ e) il est inclus dans H. C’est un sous-groupe strict de G, puisque
rG : Hs “ p ě 2. Donc kerpρq ‰ G, ou encore |G{kerpρq| ‰ 1.

(c) D’après 2.(a) tous les facteurs premiers de |G{kerpρq| divisent p!. Ainsi q divise p! et comme
cette factorielle est produit de nombres ď p, tous ses facteurs premiers sont ď p. En parti-
culier q ď p. Par ailleurs, par le théorème de Lagrange, |G{kerpρq| divise |G|, donc q est
un facteur premier de |G|. Comme p est le plus petit d’entre eux, on a p ď q. Finalement
q “ p.

(d) Notons c :“ |G{kerpρq|. D’après 2.(b) on a c ‰ 1, et comme on vient de montrer que le
seul facteur premier de c est p, on peut écrire c “ pa avec a ě 1. On sait aussi que c
divise p! d’après 2.(a). Or la multiplicité de p dans p! est égale à 1 car aucun des nombres
1, 2, . . . , p´ 1 n’est divisible par p. Finalement c “ p, comme demandé.

(e) On a obtenu |G{H| “ p “ |G{kerpρq|. Par ailleurs, on a l’inclusion kerpρq Ă H, déjà utilisée à
la question 2.(b). Ceci implique que p “ |G{H| “ |G|{|H| ď |G|{| kerpρq| “ p donc l’inégalité
est une égalité, et H “ kerpρq. Le sous-groupe H est donc le noyau d’un morphisme ; les
noyaux sont toujours des sous-groupes distingués, donc H est distingué.
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7 Feuille 7

Remarque. On a vu (par exemple au CC1) que pour K,H ă G, si H◁G, alors HK “ KH. Ainsi, dans
la caractérisation du produit semi-direct, l’hypothèse "NH “ G" peut être remplacée par "HN “ G",
car on montre toujours que N ◁G. On ne le remarquera plus dans la suite.

Exercice 7.1 (B.A.-BA.). Montrer que S3 s’écrit comme un produit semi-direct de Z{3Z par Z{2Z.

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit semi-direct. On constate que Z{3Z » A3◁S3.
On peut prendre par exemple Z{2Z » tid, p1 2qu ă S3. On vérifie alors que A3 Xtid, p1 2qu “ tidu et
A3tid, p1 2qu “ S3.

Ainsi, S3 » A3 ¸αtid, p1 2qu, où α :

¨

˝

tid, p1 2qu ÝÑ Aut pA3q

h ÞÝÑ

ˆ

A3
„

ÝÑ A3

n ÞÝÑ hnh´1

˙

˛

‚

Remarque. La définition de α est incluse avec la caractérisation du produit semi-direct !

Exercice 7.2 (B.A.-BA.). Soit TnpRq le groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles.
Montrer que TnpRq est le produit semi-direct de VnpRq (matrices triangulaires supérieures avec des 1
sur la diagonale) par DnpRq (matrices diagonales inversibles).

Remarque. Le groupe VnpRq est aussi noté UnpRq (voir ANUM).

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit semi-direct. On doit vérifier que :

1. DnpRq ă TnpRq, DnpRq X VnpRq “ tidu (évidents),

2. DnpRqVnpRq “ TnpRq,

3. VnpRq ◁ TnpRq.

Soit pMi,jqpi,jqPJ1,nK2 P TnpRq, alors, par définition de TnpRq, pour tout i P J1, nK, pMi,iq est inver-
sible, donc DiagpMi,iqiPJ1,nK P DnpRq et pM´1

i,i Mi,jqpi,jqPJ1,nK2 P VnpRq, et il vient :

DiagpMi,iqiPJ1,nKpM
´1
i,i Mi,jqpi,jqPJ1,nK2 “ pMi,jqpi,jqPJ1,nK2 .

On a donc prouvé l’inclusion "Ą". L’autre sens est immédiat, ce qui permet de prouver le point 2.
Pour le point 3., on passe par la caractérisation des sous-groupes distingués comme noyaux de

morphismes. On considère le morphisme f :

ˆ

TnpRq ÝÑ DnpRq

A ÞÝÑ Diagpa1, ¨ ¨ ¨ , anq

˙

. On peut vérifier que

f est un morphisme de groupes et donc Kerpfq “ VnpRq ◁ TnpRq.
Ainsi, TnpRq est le produit semi-direct de VnpRq par DnpRq.

Exercice 7.3. Montrer que le groupe Q8 ne s’écrit pas comme un produit semi-direct non trivial.

Démonstration. Par l’absurde, si Q8 est un produit semi-direct, alors, par la caractérisation du produit
semi-direct, il possède deux sous-groupes Q et N tels que QXN “ t1u.

Or : @Q,N ă Q8, Q ‰ t1u ‰ N ùñ t1,´1u Ă Q X N . Ainsi, Q8 ne peut pas s’écrire comme un
produit semi-direct non trivial.

Exercice 7.4. Soient H et N deux groupes et α : H Ñ AutpNq un morphisme.

1. (B.A.-BA.) Si φ P AutpHq, on pose β :“ α ˝ φ : H Ñ AutpNq. Montrer que les deux groupes
N ¸α H et N ¸β H sont isomorphes.

2. (B.A.-BA.) Si u P AutpNq, on définit γ : H Ñ AutpNq par γphq “ uαphqu´1. Montrer que les
deux groupes N ¸α H et N ¸γ H sont isomorphes.

3. Montrer qu’il existe un unique produit semi-direct non trivial de S3 par Z{2Z.
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4. Montrer que les deux groupes S3 ¸Z{2Z et S3 ˆZ{2Z sont isomorphes.

Démonstration.

1. Soit ψ :

ˆ

N ¸α H ÝÑ N ¸β H
pn, hq ÞÝÑ pn, φ´1phqq

˙

. On vérifie que ψ définit bien un morphisme de groupe :

ψppn, hq ¨α pn1, h1qq “ ψppnαphqpn1q, hh1qq “ pnαphqpn1q, φ´1phh1qq

“ pn αpφ
loomoon

“β

pφ´1phqqpn1q, φ´1phqφ´1ph1qq “ pn, φ´1phqq ¨β pn1, φ´1ph1qq

“ ψpn, hq ¨β ψpn1, h1q

Ce morphisme est clairement bijectif puisque φ est un automorphisme, ce qui conclut.

2. Soit ψ :

ˆ

N ¸α H ÝÑ N ¸γ H
pn, hq ÞÝÑ pupnq, hq

˙

. On vérifie que ψ définit bien un morphisme de groupe :

ψppn, hq ¨α pn1, h1qq “ ψppnαphqpn1q, hh1qq “ pupnqupαphqpn1qq, hh1q

“ pupnqpuαphqu´1
loooomoooon

“γphq

qpupn1qq, hh1q

“ pupnq, hq ¨γ pupn1q, h1q

“ ψpn, hq ¨γ ψpn1, h1q

Ce morphisme est clairement bijectif puisque u est un automorphisme, ce qui conclut.
3. Se donner un produit semi-direct, c’est se donner un morphisme de groupe :

α : Z{2Z Ñ S3 .

On sait que AutpS3q “ IntpS3q » S3, l’isomorphisme étant donné par l’action par conjugaison
de S3 sur lui-même.
L’ordre de 1 dans Z{2Z est 2, donc son image par α est soit l’identité, soit une transposition.
L’identité donne le produit direct. Comme toutes les transpositions sont conjuguées dans S3, par
la question précédente, tous les produits semi-directs non-triviaux sont isomorphes.

4. On se donne un produit semi-direct non-trivial S3 ¸αZ{2Z, avec

α :

ˆ

Z{2Z ÝÑ AutpS3q “ IntpS3q

1 ÞÝÑ σ ÞÑ τστ

˙

, avec τ une transposition. Montrons que c’est un pro-

duit direct. On utilise pour cela la caractérisation du produit direct. On doit vérifier :
— pS3, 0q :“ tpσ, 0q, σ P S3u ă S3 ¸αZ{2Z,
— tpid, 0q, pτ, 1qu ă S3 ¸αZ{2Z,
— Pour tout h P tpid, 0q, pτ, 1qu, pσ, 0q P pS3, 0q, h ¨α pσ, 0q “ pσ, 0q ¨α h. En effet, on a :

pσ, 0q ¨α pτ, 1q “ pτ, 1q ¨α pσ, 0q “ pστ, 1q,

et
pσ, 0q ¨α pid, 0q “ pid, 0q ¨α pσ, 0q “ pσ, 0q,

— pS3, 0q X tpid, 0q, pτ, 1qu “ tpid, 0qu,
— pS3, 0q tpid, 0q, pτ, 1qu “ S3 ¸αZ{2Z.
Ainsi, on a : S3 ¸αZ{2Z » pS3, 0qq ˆ tpid, 0q, pτ, 1qu » S3 ˆZ{2Z.

Exercice 7.5 (B.A.-BA.). Soit G un groupe d’ordre mn avec m et n deux entiers premiers entre eux.
On suppose de plus que G admet un unique sous-groupe d’ordre m (noté M) et un unique sous-groupe
d’ordre n (noté N). Montrer que G est isomorphe au produit direct M ˆN .

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit direct.
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— Le sous-groupe M XN est non vide car il contient e. Soit g P M XN , alors, par le théorème de
Lagrange, opgq | m^ n “ 1, et donc g “ e. Ainsi, M XN “ teu.

— Comme M est l’unique sous-groupe d’ordre m de G, et que pour tout g P G, gMg´1 est un
sous-groupe d’ordre m, celui-ci est distingué. Il en est de même pour N . Si n P N et m P M
alors nmn´1m´1 P M X N “ teu (reconnaître de 2 façons différentes un produit d’un élément
et d’une conjugaison), donc nm “ mn.

— Enfin, comme N et M sont des sous-groupes distingués, MN est un sous-groupe de G, et on a
même M,N ă MN ă G. Ainsi, m et n divisent le cardinal de MN , qui divise celui de G, donc
|MN | “ |G|, d’où MN “ G.

Donc par caractérisation du produit direct, on a G » M ˆN .

Remarque. Les deux caractérisations suivantes du produit direct sont équivalentes :
$

’

&

’

%

N,M ◁G

N XM “ teu

MN “ G

ðñ

$

’

&

’

%

@n P N,@m P M,nm “ mn

N XM “ teu

MN “ G

.

En effet :
ñ : Pour n P N et m P M , on a, par normalité de N et M : n

loomoon

PN

mn´1m´1
loooomoooon

PN

“ nmn´1
loomoon

PM

m´1
loomoon

PM

P

N XM “ teu, donc on a bien nm “ mn.
ð : Pour g P G, comme MN “ G, il existe nm P NM tel que nm “ g. Alors il vient :

gNg´1 “ nmNm´1n´1 “ nNn´1 “ N et gMg´1 “ nmMm´1n´1 “ nMn´1 “ M.

Dans les deux cas, on utilise l’hypothèse @n P N,@m P M,nm “ mn et le fait que M ou N soit
un groupe. On a bien prouvé que M et N sont distingués dans G.

Exercice 7.6.

1. (B.A.-BA.) Décrire les structures possibles pour les groupes d’ordre 1225 “ 5272 Indication :
montrer que les Sylow sont distingués et utiliser l’exercice 5. Constater que tous les groupes
d’ordre 1225 sont abéliens.

2. Peut-on conclure la même chose pour les groupes d’ordre 441 “ 3272 ?

Démonstration.

1. Soit G un groupe d’ordre 1225. D’après le théorème de Sylow, on a n5 | 72, donc n5 P t1, 7, 49u.
De plus n5 ” 1 mod 5, donc n5 “ 1. Il y a un unique 5-Sylow. Comme tous les 5-Sylow sont
conjugués entre eux, celui-ci est distingué.
De même, n7 “ 1, et l’unique 7-Sylow est distingué.
Le groupe G possède un unique sous-groupe N d’ordre 49 et un unique sous-groupe Q d’ordre
25, or 49 ^ 25 “ 1, donc d’après l’exercice 5, G est le produit direct de N et Q.
En particulier, G est abélien.

2. Soit G un groupe d’ordre 441. D’après le théorème de Sylow, on a n7 | 32, donc n7 P t1, 3, 9u.
De plus n7 ” 1 mod 7, donc n7 “ 1. Ainsi, G possède un unique 7-Sylow, qui est distingué.
Par contre, les conditions du théorème de Sylow donnent n3 | 49 et n3 ” 1 mod 3, donc, "au
mieux", on a n3 P t1, 7, 49u.
En particulier, soit N “ Z{49Z, H “ pZ{3Zq2, et

α :

¨

˝

pZ{3Zq2 ÝÑ AutpZ{49Zq

p1, 0q

p0, 1q
ÞÝÑ

x ÞÑ x
x ÞÑ 18 ˚ x

˛

‚.
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On a bien un morphisme de groupes car 183 ” 1 mod 49. De plus, 182 ” 30 mod 49, et on peut
vérifier que N ¸α H est non abélien :

p1, p0, 1qq ¨α p1, p0, 2qq “ p1 ` αp0, 1qp1q, p0, 0qq “ p19, p0, 0qq,

p1, p0, 2qq ¨α p1, p0, 1qq “ p1 ` αp0, 2qp1q, p0, 0qq “ p31, p0, 0qq

Ce n’est donc pas un produit direct.

Exercice 7.7. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.

1. Soit P un p-Sylow de H. Montrer qu’il existe P1 un p-Sylow de G tel que P “ P1 XH.

2. On suppose que H ◁G, Montrer que si P1 est un p-Sylow de G, alors P1 XH est un p-Sylow
de H.

3. Soit G “ A5 et H “ tσ P A5, σp5q “ 5u ă G (noter que H » A4).
Montrer que si P1 est un p-Sylow de G alors P1 X H n’est pas nécessairement un p-Sylow de
H. On pourra prendre p “ 2.

Démonstration.

1. Comme P un p-sous-groupe de G, d’après le premier théorème de Sylow, il existe P1 un p-
Sylow de G tel que P Ă P1. Par ailleurs P1 X H Ą P X H “ P . Comme P1 X H est un
p-sous-groupe (car sous-groupe de P1), il vient P1 XH “ P .

2. Soit P1 un p-Sylow de G. Alors P1 X H est un p-sous-groupe de H (car sous-groupe de P1). Il
existe donc un p-Sylow P de H tel que P1 X H Ă P . Par la question 1), il existe un p-Sylow
P2 de G tel que P “ P2 XH. Comme tous les p-Sylow de G sont conjugués, il existe g P G tel
que P1 “ gP2g

´1. Comme H est distingué, on a H “ gHg´1 et donc :

P1 XH “ gP2g
´1 X gHg´1 “ gpP2 XHqg´1 “ gPg´1.

Comme gPg´1 est un p-Sylow de H, on a bien P1 XH p-Sylow de H.

3. On prend P “ xp1 2qp3 5q, p1 3qp2 5qy qui est un 2-Sylow de G. Mais P X H “ tidu n’est pas
2-Sylow de H.

Sous licence CC BY-NC-SA 4.0 c b n a 42 Antoine Dequay

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr


1A Maths, THéorie des GRoupes ENS de Rennes – Université de Rennes, 2024-2025

8 Feuille 8 : Structure des groupes simples d’ordre ă 60

On montre que tout groupe simple d’ordre ă 60 est cyclique d’ordre p premier. Ce
problème est assez long, sa correction peut occuper une séance complète de TD.

1. Montrer qu’un groupe d’ordre pq (avec p et q deux entiers premiers distincts) n’est pas simple.

2. Même question pour un groupe d’ordre p2q (attention au cas p “ 2 et q “ 3).

3. De même pour un groupe d’ordre p2q2 (attention au cas p “ 2 et q “ 3).

4. Idem pour un groupe d’ordre pqr (avec p ą q ą r trois entiers premiers).

5. Montrer que si |G| P t24, 40, 48, 56u alors G n’est pas simple. Indication : Pour |G| P t24, 48u,
on pourra faire agir G sur l’ensemble de ses 2-Sylow.

6. Conclure.

Démonstration.

1. On suppose p ą q. D’après le théorème de Sylow, le nombre np de p-Sylow divise q et est
congru à 1 modulo p. En particulier np ď q ă p, et np ” 1 rps. Il vient donc np “ 1. Comme les
p-Sylow sont conjugués entre eux et qu’il n’y en a qu’un, on en déduit qu’il est distingué, donc
que le groupe n’est pas simple.

2. On va traiter deux cas :
— Si p ą q, le même raisonnement qu’à la question précédente permet de conclure.
— Si q ą p, alors nq | p2, donc nq P t1, p, p2u. De plus, nq ” 1 rqs.

— Si nq “ 1, on peut conclure comme à la question précédente.
— Si nq “ p alors comme q ą p, il vient p ” 1 rqs, ce qui est impossible (car p est premier).
— Si nq “ p2, alors p2 ” 1 rqs, et donc p ” ˘1 rqs.

On vient de voir que p ” 1 rqs est impossible, donc p ” ´1 rqs. Comme p ă q, on a
forcément p “ q ´ 1.
Comme q est premier et que q ą p ě 2, q est impair, donc p est pair. Le seul cas à traiter
est donc le cas p “ 2 et q “ 3 :
On sait que n3|4 et n3 ” 1 r3s, donc alors n3 P t1, 4u. Si n3 “ 1, on peut conclure comme
en question 1. Sinon, le groupe contient quatre 3-Sylow et leur union contient 8 éléments
d’ordre 3 (et l’identité). Il ne reste alors de la place que pour un unique 2-Sylow, qui est
donc distingué.

3. Par symétrie, on peut supposer sans perte de généralité que q ą p. On reprends un raisonnement
similaire à la question précédente.
On a nq | p2, donc nq P t1, p, p2u. De plus, nq ” 1 rqs.
— Si nq “ 1, on peut conclure comme en question 1.
— Si nq “ p alors comme q ą p, il vient p ” 1 rqs, ce qui est impossible (car p est premier).
— Si nq “ p2, alors p2 ” 1 rqs, et donc p ” ˘1 rqs.

On vient de voir que p ” 1 rqs est impossible, donc p ” ´1 rqs. Comme p ă q, on a forcément
p “ q ´ 1.
Comme q est premier et que q ą p ě 2, q est impair, donc p est pair. Le seul cas à traiter est
donc le cas p “ 2 et q “ 3 :
On sait que n3|4 et n3 ” 1 r3s, donc alors n3 P t1, 4u. Si n3 “ 1, on peut conclure comme en
question 1. Sinon, comme tous les 3-Sylow sont conjugués on peut définir une action de G
sur l’ensemble de ses 3-Sylow. On a donc un morphisme de groupe φ : G Ñ S4.
Or #S4 “ 24 ă 36 “ #G, donc φ ne peut pas être injectif et son noyau est un sous-groupe
distingué non trivial.

4. Par théorème de Sylow, np|qr, donc np P t1, q, r, qru. Or, np ” 1 rps et p ą q ą r, donc
np R tq, ru. Si 1 P tnp, nq, nru, on peut conclure comme en question 1. Sinon, on a np “ qr
p-Sylow d’ordre p premier, donc cycliques, et donc deux-à-deux d’intersection triviale (car ici,
tout élément d’un p-Sylow différent du neutre est générateur de celui-ci).
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Le groupe G contient donc qrpp ´ 1q éléments d’ordre p. De plus, comme nr|pq et nq|pr, on a
nr ě q et nq ě r, donc G contient au moins qpr ´ 1q éléments d’ordre r et rpq ´ 1q éléments
d’ordre q (car là encore, les r- et q-Sylow sont cycliques).
Ainsi, en comptant le neutre de G, on a :

qrpp´ 1q ` qpr ´ 1q ` rpq ´ 1q ` 1 ď |G| “ pqr,

soit encore q ` r ě qr ` 1.
Puisque 2 ď r ă q, on a donc 2q ` 1 ď rq ` 1 ď q ` r ă 2q, ce qui est absurde.

5. (a) Pour #G “ 24, si n2 “ 1, on peut conclure comme en question 1.
Sinon, comme n2|3, on a n2 “ 3. On fait agir G sur l’ensemble de ses 2-Sylow. On a donc
un morphisme φ : G Ñ S3. Ce morphisme n’est pas injectif car #S3 “ 6 ă 24 “ #G. Son
noyau est donc un sous-groupe distingué de G non trivial.

(b) Pour #G “ 40 “ 23 ˆ 5. Alors n5|8 et n5 ” 1 r5s, ce qui mène à n5 “ 1.

(c) On procède comme pour #G “ 24. Pour #G “ 48 “ 24 ˆ 3, si n2 “ 1, on peut conclure
comme en question 1.
Sinon, comme n2|3, on a n2 “ 3. On fait agir G sur l’ensemble de ses 2-Sylow. On a donc
un morphisme φ : G Ñ S3. Ce morphisme n’est pas injectif car #S3 “ 6 ă 48 “ #G. Son
noyau est donc un sous-groupe distingué de G non trivial.

(d) Pour #G “ 56 “ 7 ˆ 8, si n7 “ 1, on peut conclure comme en question 1.
Sinon, n7|8 et n7 ” 1 r7s, donc n7 “ 8. Les 7-Sylow sont d’ordre 7 premier, donc cycliques,
et donc deux-à-deux d’intersection triviale (car ici, tout élément d’un 7-Sylow différent du
neutre est générateur de celui-ci).
Le groupe G contient donc 8p7´1q “ 48 éléments d’ordre 7. Il reste donc 56´48 “ 8 autres
éléments, soit exactement assez de place pour un unique 2-Sylow qui est donc distingué.

Dans tous les cas, G n’est pas simple.

6. Soit G un groupe d’ordre ă 60 non banal (c’est à dire pas un groupe cyclique d’ordre premier).
Si p est premier et α ą 1, alors un groupe d’ordre pα n’est pas simple car son centre n’est
pas réduit au neutre (et tout sous-groupe du centre est distingué. Pour le prouver, appliquer la
formule aux classes pour l’action par conjugaison de G sur lui-même, ou écrivez le à la main !).
Vu les questions précédentes, on a le tableau suivant :

¨0 ¨1 ¨2 ¨3 ¨4 ¨5 ¨6 ¨7 ¨8 ¨9

0¨ ˆ ˆ P P P P pα P P pq P P pα pα

1¨ pq P P p2q P P pq pq pα P P p2q P P
2¨ p2q pq pq P P 24 pα pq pα p2q P P
3¨ pqr P P pα pq pq pq p2q2 P P pq pq

4¨ 40 P P pqr P P p2q p2q pq P P 48 pα

5¨ p2q pq p2q P P 54 pq 56 pq pq P P

Il reste donc à traiter le cas #G “ 54 à traiter. On a n3 | 2 et n3 ” 1 r3s, donc n3 “ 1, et on
peut conclure comme en question 1.
On a couvert toutes les possibilités, donc un groupe G d’ordre |G| ă 60 simple est bien cyclique
d’ordre p premier.

Remarque. Pourquoi 60 ? A cause de A5 ! (seul groupe simple d’ordre 60 à isomorphisme près)
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9 Feuille 9 (Supplémentaire)

Un groupe G est dit résoluble s’il existe une suite finie G0, . . . , Gn de sous-groupes de G telle que

t1u “ G0 Ă G1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Gn´1 Ă Gn “ G,

avec Gi ◁Gi`1 et Gi`1{Gi abélien. La suite pGiqi est alors appelée suite de résolubilité de G.

Quelques propriétés :
— Les groupes abéliens sont résolubles.
— Tout sous-groupe d’un groupe résoluble est résoluble.
— S’il existe un morphisme surjectif d’un groupe résoluble sur G, alors G est résoluble.
— Si H est résoluble et distingué dans G et que G{H est résoluble, alors G est résoluble.
— Un groupe simple est résoluble si et seulement s’il est commutatif : en effet, il est alors d’ordre

premier (donc est cyclique).

Attention, les corrections ci-dessous contiennent sans doute des erreurs (correction datée partielle-
ment relue).

Exercice 9.1. Montrer qu’un groupe G d’ordre |G| ă 60 est nécessairement résoluble (on pourra
utiliser les résultats de la feuille 8).

Démonstration. On va procéder par récurrence.

1. Si |G| “ pα. On se référera au résultat de l’exercice 2.

2. Dans le cas général, on procédera par récurrence. Un groupe d’ordre 2 est résoluble. On suppose
savoir démontrer que tout groupe d’ordre 2 ď k ă n est résoluble.
D’après la feuille 8, tout groupe d’ordre ă 60 qui n’est pas un p-groupe n’est pas simple. Soit
G un groupe d’ordre n ă 60. Si c’est un p-groupe, alors il est résoluble, sinon il possède un
sous-groupe H distingué non trivial. Alors H est d’ordre ă n donc est résoluble par hypothèse
de récurrence. De même, G{H est d’ordre ă n donc est résoluble par hypothèse de récurrence.
Finalement on en déduit que G est résoluble.
Dans tous les cas, G est résoluble.

On peut aussi reprendre la structure de la feuille 8 :

Démonstration. On va montrer que si p et q sont deux nombres premiers alors un groupe d’ordre dans
l’ensemble tpα, pq, p2q, p2q2pqru est toujours résoluble. Pour couvrir l’ensemble des groupes de cardinal
inférieur à 60, il restera à prouver que les groupes d’ordre t24, 36, 40, 48, 54, 56u sont résolubles.

1. Si |G| “ pα. On se référera au résultat de l’exercice 2.

2. Si |G| “ pq. Sans perdre de généralité, on peut supposer que p ą q, alors soit S un p-Sylow de
G. On a vu (feuille 8, mais c’est corollaire du théorème de Sylow) que S est distingué. De plus
G{S » Z{qZ est cyclique donc abélien, et S est d’ordre p donc abélien. Ainsi teu ◁ S ◁G, donc
G est résoluble.

3. Si |G| “ p2q.
Si p ą q, alors (feuille 8) l’unique p-Sylow S est distingué et G{S est cyclique donc abélien. De
plus S est d’ordre p2 donc abélien. Ainsi teu ◁ S ◁G, donc G est résoluble.
Si q ą p et p ‰ 2, q ‰ 3, alors (feuille 8) il existe un unique q-Sylow qui est distingué. De plus
G{S est d’ordre p2 donc abélien et S est d’ordre q donc cyclique donc abélien. Ainsi teu◁S◁G,
donc G est résoluble.
Si p “ 2, q “ 3, alors on a vu que soit un 2-Sylow S est unique et donc distingué , c’est c’est le
cas pour les 3-Sylow. Dans tous les cas, on peut avoir une suite du type teu ◁ S ◁G donc G est
résoluble.
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4. Si |G| “ pqr alors (feuille 8), G admet au moins un Sylow distingué H qu’on peut supposer être
d’ordre p sans perte de généralité. Alors H est résoluble et G{H est résoluble (car d’ordre qr),
donc G est résoluble.

5. Si |G| “ 24, on fait agir G sur l’ensemble de ses 2-Sylow. On sait que n2|3. Supposons que n2 “ 3.
Cela donne un morphisme φ : G Ñ S3. Ce morphisme n’est pas injectif car 3! “ 6 ă 24. Comme
ce morphisme n’est pas l’identité son noyau est un sous-groupe distingué H de G non trivial. En
étudiant les cas selon l’image de φ on trouve que |H| P t4, 8, 12u. Dans tous les cas H et G{H
sont résolubles, donc G est résoluble.

6. Si |G| “ 36, comme tous les 3-Sylow sont conjugués on peut définir une action de G sur l’ensemble
de ses 3-Sylow. On sait que n3|4 et n3 ” 1 mod p3q, alors n3 “ 1 ou 4. Supposons que n3 “ 4.
Cela induit un morphisme de groupe φ : G Ñ S4. Or 4! “ 24 et 24 ă 36, donc φ ne peut pas
être injectif et son noyau H est un sous-groupe distingué non trivial. En examinant l’image de G
les différentes possibilités sont |H| P t18, 12, 9, 6, 3u. Dans tous les cas H et G{H sont résolubles
sont G est résoluble.

7. Si |G| “ 40, alors (feuille 8) il n’y a qu’un unique 5-Sylow S qui est donc distingué. De plus G{S
est de cardinal 8 donc résoluble, et S est résoluble, donc G est résoluble.

8. Si |G| “ 48, on fait agir G sur l’ensemble de ses 2-Sylow. On sait que n2|3. Supposons que n2 “ 3.
Cela donne un morphisme φ : G Ñ S3. Ce morphisme n’est pas injectif car 3! “ 6 ă 48. Comme
ce morphisme n’est pas l’identité son noyau est un sous-groupe distingué H de G non trivial. En
étudiant les cardinaux, les seules possibilités pour H sont t8, 16, 24u. Ainsi H est résoluble et
G{H est résoluble, donc G est résoluble.

9. Si |G| “ 54 “ 33 ˆ 2, alors ¯s3 “ 1 donc le 3-Sylow S est distingué d’ordre 9 donc résoluble et
G{S est d’ordre 2 donc résoluble. Donc G est résoluble.

10. Si |G| “ 56 “ 23 ˆ 3, alors (c.f feuille 8) soit il possède un 2-Sylow S distingué et alors S et G{S
sont résolubles, soit il possède un 7-Sylow S1 distingué et alors S1 et G{S1 sont résolubles. Dans
tous les cas, G est résoluble.

Exercice 9.2. Montrer qu’un p-groupe est résoluble.

Démonstration. Si |G| “ pα. On va procéder par récurrence sur α. Le résultat est évident si α “ 1.
Sinon le centre d’un p-groupe n’est pas réduit au neutre, donc G{ZpGq est d’ordre pβ avec β ă α. Par
hypothèse de récurrence, G{ZpGq est résoluble et ZpGq est résoluble, donc G est résoluble.

Exercice 9.3. Montrer que le sous-groupe BnpRq ă GLnpRq formé des matrices triangulaires supé-
rieures (et inversibles) est résoluble. On pourra considérer le sous-groupe N ă BnpRq des matrices avec
des 1 sur la diagonale. On vérifiera que N ◁BnpRq et que N et BnpRq sont résolubles.

Démonstration.
1. Montrons que N est distingué et que BnpRq{N est résoluble. Par le morphisme

φ : BnpRq Ñ pRˆqn

pai,jq1ďi,jďn ÞÑ pai,iq1ďiďn

On vérifie que φ est un morphisme de groupe, et que son noyau Kerpφq “ N . Puisque le mor-
phisme φ est surjectif, on en déduit du premier théorème d’isomorphisme que BnpRq{N est
isomorphe à pRˆqn qui est résoluble car abélien.

2. Montrons que N est résoluble. L’idée est de montrer qu’à chaque fois qu’on calcule un commu-
tateur, on fait "remonter" la diagonale de 0.
Pour tout entier m ě 1 (tant que ça a du sens), on pose

Nm “ tA P N | ai,j “ 0 si 0 ă j ´ i ă mu.

On va voir que DmpGq ă Nm.
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On considère
φm`1 : Nm Ñ N

pai,jq ÞÑ pa1
i,jq

où a1
i,j “ ai,j si j ´ i “ k et a1

i,j “ 0 sinon. Alors φm`1 est un morphisme de groupe. En effet
soit A “ pai,jq et B “ pbi,jq deux éléments de Nm. On note AB “ pci,jq. Alors

ci,i`k “

n
ÿ

u“0

ai,ubu,i`k

“

n
ÿ

u“i`1

ai,ubu,i`k ` bi,i`k

“

n
ÿ

u“i`k

ai,ubu,i`k ` bi,i`k

“ ai,i`k ` bi,i`k

De plus Kerpφm`1q “ Nm`1. (Se lit facilement sur l’écriture matricielle). On vient donc de
construire une suite de groupe N “ N1 ě N2 ě ¨ ¨ ¨ ě Nm ě ¨ ¨ ¨ telle que Nm`1 ◁ Nm, et on
vérifie que Nm{Nm`1 est abélien (c’est isomorphe à l’image de φm`1pNmq dont le calcul déjà
effectué justifie que c’est un groupe abélien).
Or puisque Nm{Nm`1 est abélien, on en déduit que DpNmq ă Nm`1. En particulier DpGq ă N1,
et par récurrence on montre que DmpGq ă Nm.
Finalement comme Nn “ tidu, on a montré que DpnqpGq “ tidu, donc N est résoluble.

Comme N et BnpRq{N sont résolubles alors BnpRq est résoluble.

Exercice 9.4. Décrire les suites dérivées des groupes A4, S4, Q8 et Dn.

Démonstration. Pour les groupes A4, S4, Q8, on a vu dans l’exercice 1 qu’ils sont résolubles, donc
on sait que DpGq ‰ G pour G P tA4,S4, Q8u. De plus on sait que DpGq est distingué dans G et
DpGq “ teu si et seulement si G est abélien.

1. Le seul sous-groupe distingué non trivial de A4 est V (engendré par les doubles transpositions),
puisque A4 est résoluble non abélien, alors DpA4q “ V . Par contre V est abélien, donc la suite
dérivée est teu ◁ V ◁ A4.

2. On a vu que S4 {V » S3 n’est pas abélien, donc la suite dérivée de S4 est teu ◁ V ◁ A4◁S4.
3. Dans Q8 on remarque que ri : js “ ´1. En faisant tous les calculs, on constate que DpQ8q “

t1,´1u.
4. Soient α, β, α1, β1 des entiers. On peut supposer α ě α1

rsαrβ : sα
1

rβ
1

s “ sαrβsα
1

rβ
1

r´βs´αr´β1

s´α1

“ sα´α1

sα
1

rβsα
1

rβ
1´βsα´α1

sα
1

r´β1

sα
1

“ sα´α1

rp´1qα
1
βrβ

1´βsα´α1

rp´1qα
1`1β1

“ rp´1qpα´α1qrp´1qα
1
β`β1´βsrp´1qpα1`1qβ1

“ rrpp´1qα´p´1qpα´α1qqβ`pp´1qpα´α1q´p´1qα
1
qβ1s

Puisque pp´1qα ´ p´1qpα´α1qq ne peut valoir que ´2, 0, 2 alors on a DpDnq “ xr2y.
‚ Si n est impair alors DpDnq “ xry. On a donc teu ◁ xry ◁Dn.
‚ Si n est pair, alorsDpDnq “ xr2y. On a donc teu ◁ xr2y ◁Dn.

5. (méthode 2 pour 4) On sait que Dn{DpDnq est abélien. Alors r´1s “ sr “ rs dans Dn{DpDnq

(car abélien). Ceci arrive si et seulement si r “ r´1 dans Dn{DpDnq, soit encore si et seulement
si r2 P DpDnq. Donc xr2y ă DpDnq.
‚ Si n est impair alors xr2y “ xry. De plus Dn{xry est de cardinal 2 donc abélien. Donc DpDnq ă

xry, soit encore l’égalité : xry “ DpDnq. On a donc la suite dérivée teu ◁ xry ◁Dn.
‚ Si n est pair, alorsDpDnq “ xr2y. En effet Dn{xry est de cardinal 4 donc abélien. On a donc la
suite dérivée teu ◁ xr2y ◁Dn.
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Exercice 9.5. Donner un exemple de groupesG etH non isomorphes mais pour lesquelsDpGq » DpHq

et G{DpGq » H{DpHq.

Démonstration. On considère G “ D4 et H “ Q8. D’après l’exercice précédent, DpD4q “ xr2y » Z{2Z,
et DpQ8q “ t´1, 1u » Z{2Z. De plus D4{DpD4q est un groupe d’ordre 4 qui contient au moins deux
éléments d’ordre 2, à savoir r et s, c’est donc V4 “ Z{2Z ˆ Z{2Z. Par ailleurs Q8{DpD4q est un
groupe d’ordre 4 qui contient aussi au moins deux éléments d’ordre 2, à savoir i et j, c’est donc
V4 “ Z{2Z ˆ Z{2Z.

Exercice 9.6. On se place dans le groupe GL2pRq.

1. Montrer que les matrices de la formes
ˆ

1 λ
0 1

˙

et

ˆ

1 0
µ 1

˙

, avec pλ, µq P R2

engendrent SL2pRq.

2. Montrer que les matrices
ˆ

1 2λ
0 1

˙

et
ˆ

1 λ
0 1

˙

sont conjugués dans SL2pRq. On pourra

chercher à conjuguer par une matrice diagonale.

3. Déduire des questions précédentes la suite dérivée de GL2pRq. Ce groupe est-il résoluble ?

Démonstration.

1.
ˆ

a b
c d

˙ˆ

1 λ
0 1

˙

“

ˆ

a a` λb
c d` λc

˙

ˆ

a b
c d

˙ˆ

1 0
µ 1

˙

“

ˆ

a` µb b
c` µd d

˙

On part d’une matrice A “

ˆ

a b
c d

˙

. Si b “ 0, on multiplie par
ˆ

1 λ
0 1

˙

de sorte que leur produit

ait le coefficient en haut à droite non nul.

On peut donc supposer sans perdre de généralité que b ‰ 0. On pose alors µ “
1 ´ a

b
, alors

ˆ

a b
c d

˙

˜

1 0
1 ´ a

b
1

¸

“

˜

1 b
d´ 1

b
d

¸

Puis λ “ ´b,
˜

1 b
d´ 1

b
d

¸

ˆ

1 ´b
0 1

˙

“

˜

1 0
d´ 1

b
1

¸

Donc les matrices engendrent bien SL2pRq.

2. Conjuguons par P “

ˆ

a 0
0 1

a

˙

, alors

P

ˆ

1 λ
0 1

˙

P´1 “

ˆ

1 a2λ
0 1

˙

Prendre a “
?
2 convient.
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3. On remarque que DpGL2pRqq Ă SL2pRq. De plus avec P comme précédemment et a “
?
2, on a

P

ˆ

1 λ
0 1

˙

P´1

ˆ

1 ´λ
0 1

˙

“

ˆ

1 λ
0 1

˙

De même,

P

ˆ

1 0
µ 1

˙

P´1

ˆ

1 0
´µ 1

˙

“

ˆ

1 0
µ 1

˙

Donc DpGL2pRqq “ SL2pRq, et de même DpSL2pRqq “ SL2pRq. En particulier, GL2pRq n’est pas
résoluble.

Exercice 9.7. On considère le groupe formé des matrices :

G :“

$

&

%

¨

˝

1 fpxq hpx, yq

0 1 gpyq

0 0 1

˛

‚| f P Rrxs, g P Rrys, h P Rrx, ys

,

.

-

.

1. Montrer que G est un groupe.
2. Calculer le commutateur rα, βs de deux éléments α, β P G et montrer que

DpGq “

$

&

%

¨

˝

1 0 hpx, yq

0 1 0
0 0 1

˛

‚| h P Rrx, ys

,

.

-

.

3. Montrer cependant que la matrice
¨

˝

1 0 x2 ` xy ` y2

0 1 0
0 0 1

˛

‚

n’est pas un commutateur.

Démonstration.
1. On a

¨

˝

1 a c
0 1 b
0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 a1 c1

0 1 b1

0 0 1

˛

‚“

¨

˝

1 a` a1 c` c1 ` b1a
0 1 b` b1

0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 a1 c1

0 1 b1

0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 a c
0 1 b
0 0 1

˛

‚“

¨

˝

1 a` a1 c` c1 ` a1b
0 1 b` b1

0 0 1

˛

‚

Donc G est stable par la loi du groupe et l’inverse
¨

˝

1 ´a ba´ c
0 1 ´b
0 0 1

˛

‚P G

Donc G est un groupe.
2.

¨

˝

1 a c
0 1 b
0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 a1 c1

0 1 b1

0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 ´a ba´ c
0 1 ´b
0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 ´a1 b1a1 ´ c1

0 1 ´b1

0 0 1

˛

‚

“

¨

˝

1 a` a1 c` c1 ` b1a
0 1 b` b1

0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 ´a´ a1 ´c` ´c1 ` b1a` ba` b1a1

0 1 ´b´ b1

0 0 1

˛

‚

“

¨

˝

1 0 b1a´ a1b
0 1 0
0 0 1

˛

‚
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Donc un commutateur vérifie f 1pxq “ 0, g1pyq “ 0 et h1px, yq “ fpxqvpyq´upxqgpyq. En particulier

DpGq “

$

&

%

¨

˝

1 0 hpx, yq

0 1 0
0 0 1

˛

‚| h P Rrx, ys

,

.

-

.

puisque le produit de plusieurs commutateurs vérifie f 1pxq “ g1pyq “ 0 et h1px, yq “
ÿ

i

uipxqvipyq.

3. Si la matrice
¨

˝

1 0 x2 ` xy ` y2

0 1 0
0 0 1

˛

‚

est un commutateur, alors x2 ` xy ` y2 “ fpxqvpyq ´ upxqgpyq.
Posons vpyq “

ÿ

viy
i et gpyq “

ÿ

giy
i. Alors, en identifiant les coefficients (en voyant ce

polynôme en deux variables comme un polynôme en y à coefficients dans Rpxq), on obtient

x2 “ v0fpxq ` upxqg0

x “ v1fpxq ` upxqg1

1 “ v2fpxq ` upxqg2

Donc les polynômes 1, x, x2 qui sont linéaires indépendants dans Rrxs, sont combinaisons linéaires
de seulement deux polynômes. C’est absurde.
Donc ce n’est pas un commutateur.

Exercice 9.8. Soit G un groupe dont on suppose que le centre ZpGq est d’indice fini rG : ZpGqs “

n ă `8.
1. Considérons pgiqi“1...n une famille de représentants de G{ZpGq. Montrer que tout commutateur

est de la forme rgi, gjs pour certains indices 1 ď i, j ď n. Il y a donc au plus n2 commutateurs.
2. Montrer que pour tout px, yq P G2 : rx, ysn`1 “ rx, y2s ¨ ryxy´1, ysn´1.
3. Soit x P DpGq et écrivons x comme un produit de commutateurs x “ c1 ¨ ¨ ¨ ck. Montrer que si

un commutateur c apparaît au moins n ` 1 fois dans le produit, alors x “ cn`1c1
1 ¨ ¨ ¨ c1

l où les
c1
i sont des commutateurs. En déduire (avec la question précédente) que DpGq est fini avec la

majoration :
|DpGq| ď n2n

3
.

Démonstration.
1. Soit rx, ys “ xyx´1y´1 un commutateur. Alors il existe i, j P t1, ¨ ¨ ¨ , nu et a, b P ZpGq tels que
x “ gia et y “ gjb.

rx, ys “ giagjba
´1g´1

i b´1g´1
j “ gigjg

´1
i g´1

j “ rgi, gjs

car a, b P ZpGq. Il y a donc au plus n2 commutateurs.
2. On constate que

arx, ysa´1 “ axyx´1y´1a´1 “ raxa´1, aya´1s

En particulier yrx, ysky´1 “ ryxy´1, ysk. Comme ZpGq est distingué dans G et d’ordre n alors
rx, ysn “ e dans le quotient. Donc rx, ysn P ZpGq.

rx, ysn`1 “ xyx´1rx, ysny´1

“ xyx´1xyx´1y´1rx, ysn´1y´1

“ xy2x´1y´2yrx, ysn´1y´1

“ rx, y2sryxy´1, ysn´1
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3. On suppose que c apparaît dans l’écriture de x. Montrons que l’on peut faire "avancer" c dans
cette écriture. Or c1c “ cc´1c1c “ cc1

1 où c1
1 “ c´1c1c est un commutateur. Donc on peut faire

avancer n’importe quel c de sorte que x puisse s’écrire sous la forme x “ cn`1c1
1 ¨ ¨ ¨ c1

l où les c1
i

sont des commutateurs.
Mais cn`1 peut s’écrire comme produit de n commutateurs, et il y a au plus n2 commutateurs
possibles. Donc x est produit d’au plus n3 commutateurs et il y a au plus n2 commutateurs.
Donc |DpGq| ď pn2qn

3
.

Exercice 9.9. Dans GL2pRq, on considère le sous-groupe

G :“

B

x “

ˆ

2 0
0 1

˙

, y “

ˆ

1 1
0 1

˙F

.

1. Montrer que G est résoluble (on pourra utiliser l’exercice précédent).

2. Montrer que xyx´1 “ y2 et en déduire que le sous-groupe engendré par tous les conjugués de y
est abélien. On note xxyyy ce sous-groupe.

3. Le groupe xxyyy est-il de type fini ?

Démonstration.

1. G est un sous-groupe d’un groupe résoluble (cf exercice précédent) donc est résoluble.

2. On a

xy “

ˆ

2 2
0 1

˙

y2x “

ˆ

1 2
0 1

˙ˆ

1 1
0 1

˙

“

ˆ

2 2
0 1

˙

Donc xyx´1 “ y2.
Le groupe engendré par les commutateurs de y est engendré pary, xyx´1 et x´1yx. Pour montrer
que le groupe engendré par les conjugués de y est abélien, il suffit de vérifier que y commute avec
xyx´1 et x´1yx et que xyx´1 et x´1yx commutent entre eux.

y ¨ xyx´1 “ y3 “ xyx´1 ¨ y

y ¨ x´1yx “ x´1xyx´1yx “ x´1y2yx “ x´1yxx´1y2x “ x´1yx ¨ y

xyx´1 ¨ x´1yx “ y2 ¨ x´1yx “ x´1yx ¨ y2 “ x´1yx ¨ xyx´1

Donc xxyyy est abélien.

3. On remarque que

x´1yx “

˜

2 1

0
1

2

¸

Soit encore

x´nyxn “

˜

2n 1

0
1

2n

¸

Comme x´nyxn n’est pas engendré par x´kyxk, pour k ă n, alors xxyyy n’est pas de type fini.

Sous licence CC BY-NC-SA 4.0 c b n a 51 Antoine Dequay

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

	Exercices Supplémentaires THGR
	Feuille 1
	Feuille 2 : version difficile
	Feuille 3 : TD type agreg

	Feuille 1
	Feuille 2
	Feuille 3
	Feuille 4
	Feuille 5
	Feuille 6
	Feuille 7
	Feuille 8 : Structure des groupes simples d'ordre < 60
	Feuille 9 (Supplémentaire)

