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1 TD 1 : Propriétés élémentaires, exemples

Exercice 1.1. Soit pG, ˚q un ensemble muni d’une loi de composition interne associative.
On suppose que :

1. ˚ admet un élément neutre à droite (il existe e P G tel que pour tout x P G, on ait
x ˚ e “ x)

2. tout élément x P G admet un symétrique à droite (i.e pour tout x P G, il existe
x1 P G tel que x ˚ x1 “ e).

Montrer que G est un groupe (commencer par montrer que l’inverse à droite est aussi un
inverse à gauche).

Démonstration. Soit x P G, il existe x1 P G tel que x ˚ x1 “ e. On va montrer que x1 est
aussi l’inverse à gauche de x.

Par la propriété 2, il existe x2 P G tel que x1 ˚ x2 “ e. Par associativité x “ x ˚ e “

x˚px1 ˚x2q “ px˚x1q˚x2 “ e˚x2. On a donc x1 ˚x “ x1 ˚pe˚x2q “ px1 ˚eq˚x2 “ x1 ˚x2 “ e.
On a bien montré que pour tout x P G il existe x1 P G tel que x ˚ x1 “ x1 ˚ x “ e.

Montrons maintenant que x ˚ e “ e ˚ x “ x. On a e ˚ x “ px ˚ x1q ˚ x “ x ˚ px1 ˚ xq “

x ˚ e “ x.

Remarque. Si ˚ n’est pas associative, on ne peut pas conclure que G est un groupe. Pour
pN, ˚q où a ˚ b “ ab, ˚ est bien une loi de composition interne non-associative, de neutre à
droite 1, qui vérifie 1. et 2., puisque a ˚ 1 “ a1 “ a et a ˚ 0 “ a0 “ 1 pour tout a P N avec
la convention 00 “ 1. Cependant,

?
2 R N, donc 2 ne possède pas d’inverse à gauche dans

ce groupe.

Exercice 1.2 (B.A.-BA.). Pour chacun des couples suivants (ensemble, loi de composi-
tion), justifier s’il s’agit ou non d’un groupe.

1. pQ, ˚q avec a ˚ b “ a` b` αab et α P Q.

2. ptA P M2pZq | detpAq ‰ 0u, ¨q, où ¨ est la multiplication usuelle pour les matrices.

Démonstration.

1. Si α “ 0 c’est un groupe, mais si α ‰ 0, alors l’élément a “ ´1
α n’a pas d’inverse.

2. 2I2 mais pas dans M2pZq, donc M2pZq n’est pas un groupe.

Exercice 1.3. Soit H une partie non vide d’un groupe G qui est stable par la loi de groupe
(g, h P H ñ gh P H). Montrer que, si H est finie, H est alors un sous-groupe de G. Donner
un exemple de couple pG,Hq avec H multiplicativement stable mais où H n’est pas un
sous-groupe de G.

Démonstration. La loi sur H induite par celle sur G est une loi de composition interne
associative.

Si on note e l’élément neutre de G, on va montrer que c’est un élément de H.
Soit h P H, et soit fh : Nˆ Ñ H,n ÞÑ hn. Puisque l’ensemble H est fini, la fonction fh

n’est pas injective. En particulier, il existe deux entiers n ă m tels que hn “ hm. Puisque
h P G qui est un groupe, il admet un inverse h´1 P G. En multipliant l’égalité précédente
par h´n, on obtient hm´n “ e où m´ n ě 1. Ainsi e P H et tout élément h de H possède
un inverse de la forme hm´n´1.

Finalement H est un sous-groupe de G.

Pour l’exemple, N est une partie de pZ,`q stable par addition mais n’est pas un sous-
groupe de Z.
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Exercice 1.4 (B.A.-BA.).

1. Montrer que tout sous-groupe de Z est de la forme nZ où n P N.

2. La réunion de deux sous-groupes n’est pas toujours un sous-groupe : donner un
exemple.

3. Montrer que si H et K sont deux sous-groupes d’un groupe G, alors H Y K est un
sous-groupe si et seulement si K Ă H ou H Ă K.

4. Déduire de 3. qu’un groupe G ne peut être la réunion de deux sous-groupes différents
de G.

Démonstration.

1. On remarque que les nZ pour n P N sont des sous-groupes de Z.
Soit I un sous-groupe. Le résultat est évident si I ne contient que 0. Sinon, I contient
un élément n ą 0. L’ensemble IXN˚ est non vide et admet donc un plus petit élément
n. On a donc nZ Ă I. Réciproquement, si m est dans I, la division euclidienne de m
par n donne m “ nq ` r avec 0 ď r ă n. Comme I est un groupe, r “ m ´ nq P I.
Par minimalité de n, r “ 0, d’où i “ nZ.

2. Avec la question précédente, on voit que 2Z Y 3Z n’est pas un sous-groupe de Z
puisque 2 et 3 sont dans 2Z Y 3Z mais pas 2 ` 3 “ 5.

3. Pour le sens réciproque, sans perdre de généralité, on peut supposer que H Ă K.
Alors H YK “ K qui est bien un sous groupe de G.
Pour le sens direct, on prouve la contraposée. Supposons que K Ć H etH Ć K. Alors
il existe h P HzK et k P KzH. En particulier h, k P H Y K mais pas hk R H Y K.
En effet :

hk P H ùñ h´1hk “ y P H,

car h´1 P H, et
hk P K ùñ hkk´1 “ h P K,

car k´1 P K.
Donc H YK n’est pas un groupe.

4. Soit G un groupe et H,K deux sous-groupes de G tels que G “ H Y K, alors par
la question précédente, on a H Ă K ou K Ă H. Sans perte de généralité, on peut
supposer H Ă K, et alors G “ K YH “ K. Ainsi, G ne peut pas être la réunion de
deux sous-groupes propres.

Exercice 1.5. Vérifier que pour tout n ě 1, Un :“ te
2ikπ
n | k P Nu est un sous-groupe fini

de pCˆ, ¨q. Montrer que la réunion des Un forme un sous-groupe de Cˆ. On notera qu’il
est infini et que tous ses éléments sont d’ordre fini.

Démonstration. On vérifie aisément les axiomes de sous-groupe des Un, tout comme le
caractère infini de U . Vérifions les axiomes de sous-groupe pour U . On a :

— e P U1 Ă U ,
— pour x P U , il existe n P N˚ tel que x P Un, et alors x´1 P Un Ă U ,
— Pour la stabilité par multiplication, il suffit de remarquer que : ˚ : Un ˆ Um ÝÑ

Un`m.
Le groupe U “

Ť

ně1 Un est donc bien un groupe infini dont chaque élément est d’ordre
fini (car appartenants à un sous-groupe fini de Cˆ). Il peut aussi être interprété comme le
quotient Q{Z.

Remarque. On peut même calculer l’ordre d’un élément de U :
Soit x “ e

2ikπ
n P Un. On note m ě 1 l’ordre de x. Puisque xm “ 1, cela implique

km
n P N. Puisqu’il s’agit de l’ordre de x c’est le plus petit entier m non nul tel que km

n P N.
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On note d “ pgcdpn, kq. Ainsi, si km
n P N, il existe a P Nˆ tel que mk “ an, soit encore

mk
d “ an

d . En particulier n
d divise mk

d et est premier avec k
d . Donc n

d divise m. Puisque m
est le plus petit entier tel que km

n P N, la condition précédente impose que m “ n
d . Donc

l’ordre de x est n
pgcdpn,kq

.

Exercice 1.6. Soit les éléments de GLp2,Cq suivants :

I “

ˆ

i 0
0 ´i

˙

, J “

ˆ

0 1
´1 0

˙

, K “

ˆ

0 i
i 0

˙

et notons 1 la matrice identité de GLp2,Cq.

1. Montrer que : I2 “ J2 “ K2 “ IJK “ ´1.

2. En déduire que t1,´1, I,´I, J,´J,K,´Ku est le groupe engendré par I, J et K.
Vérifier qu’il n’est pas abélien. Ce groupe d’ordre 8 est appelé groupe des quaternions,
noté Q8.

3. Donner la liste des sous-groupes de Q8.

Démonstration.

1. Les calculs sont immédiats.

2. À l’aide de la question 1, on vérifie que tout élément admet un inverse dans cet
ensemble (par exemple I´1 “ ´I) et que l’ensemble est stable par produits : IJ “ K,
JI “ ´K, IK “ ´J , KI “ J , JK “ I, KJ “ ´I. Cela prouve aussi qu’il n’est pas
abélien.

3. D’après le théorème de Lagrange, les sous-groupes de Q8 sont d’ordre 1, 2, 4 ou 8.
— Le sous-groupe d’ordre 1 est t1u.
— Celui d’ordre 2 est t1,´1u.
— Il y a plusieurs sous-groupes d’ordre 4 qui sont ceux engendrés par 1 et n’im-

porte quel autre élément différent de ´1 à savoir : t1,´1, I,´Iu, t1,´1, J,´Ju,
t1,´1,K,´Ku.

— Le sous-groupe d’ordre 8 est Q8.
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2 TD 2 : Morphismes, ordre d’éléments, classes

Exercice 2.1 (B.A.-BA.). Décider pour chacune des applications suivantes, si c’est un
morphisme et, si c’est le cas, indiquer si celui-ci est injectif, surjectif. On pose n ě 2.

1. f : MnpRq Ñ MnpRq, a ÞÑ a` ta.
2. f : GLnpRq Ñ GLnpRq, a ÞÑ ta.
3. f : GLnpRq Ñ GLnpRq, a ÞÑ ta´1.

Démonstration.

1. Soient A,B P MnpRq, alors fpA ` Bq “ pA ` Bq ` pA ` Bqt “ fpAq ` fpBq, donc
l’application f est donc un morphisme de groupe.
Le morphisme f n’est pas injectif car son noyau comprend les matrices anti-symétriques.
Le morphisme f n’est pas surjectif car son image est incluse dans l’ensemble des
matrices symétriques.

2. L’application n’est pas un morphisme de groupe. En effet, si on choisit A et B deux
matrices qui ne commutent pas entre elles fpAtBtq “ BA ‰ AB “ fpAtqfpBtq. Par
exemple dans GL2pRq on peut choisir

A “

ˆ

0 1
1 0

˙

et B “

ˆ

1 1
0 1

˙

, AB “

ˆ

0 1
1 1

˙

, BA “

ˆ

1 1
1 0

˙

3. C’est un morphisme de groupe. En effet,

fpABq “ tpABq´1 “ tA´1tB´1 “ fpAqfpBq

C’est un isomorphisme car f2 “ id.

Exercice 2.2. Soit φ : G1 Ñ G2 un morphisme de groupes.
1. Soit g un élément de G1 d’ordre fini. Montrer que l’ordre de φpgq divise l’ordre de g.
2. On suppose que G1 est engendré par l’ensemble de ses éléments d’ordre 2 et que G2

est fini, d’ordre impair. Montrer que φ est trivial.

Démonstration.

1. Soit n l’ordre de g. Alors φpgqn “ φpgnq “ φp1q “ 1. Ainsi, l’ordre de φpgq divise n.
2. Puisque φ est un morphisme de groupe, il est déterminé par l’image d’une partie

génératrice de G1. On s’intéresse ici à l’image par φ des éléments d’ordre 2 de G1.
Soit g P G1 un élément d’ordre 2.
D’après la question précédente, opφpgqq divise opgq. Donc opφpgqq P t1, 2u. Or, comme
l’ordre d’un élément de G2 divise l’ordre de G2, il vient opφpgqq “ 1, donc φpgq “ 1.
Finalement le morphisme φ est trivial.

Exercice 2.3. Soit φ un morphisme d’un groupe fini pG, ˚q vers pC˚,ˆq. On suppose que
φ n’est pas une application constante. Calculer

ÿ

xPG

φpxq

Démonstration. Puisque φ n’est pas une application constante il existe y P G tel que
φpyq ‰ 1. L’application G Ñ G, x ÞÑ xy est donc un isomorphisme d’inverse x ÞÑ xy´1.
On a alors :

ÿ

xPG

φpxq “
ÿ

xyPG

φpxyq “
ÿ

xPG

φpxyq “ φpyq
ÿ

xPG

φpxq

On en déduit donc, puisque φpyq ‰ 1, que
ÿ

xPG

φpxq “ 0.
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Exercice 2.4. Soit G un groupe à 4 éléments. Montrer que G est isomorphe soit au groupe
cyclique Z{4Z, soit au groupe de Klein Z{2Z ˆ Z{2Z.

Démonstration. Il faut faire la table du groupe. On note t1, a, b, cu les éléments de G. Par
symétrie entre b et c, a “ a´1 ou a “ c´1.

— Si a “ c´1, alors b´1 “ b. On cherche à calculer a2 :
— a2 ‰ 1, car on a supposé a´1 “ c ‰ a,
— Si a2 “ a, alors a “ 1, ce qui est absurde,
— Si a2 “ c “ a´1, alors a3 “ 1, ce qui est absurde, car on aurait 3|4.
Ainsi, a2 “ b. On en déduit que a est d’ordre 4, et il vient la table suivante :

1 a a2 a´1

1 1 a a2 a´1

a a a2 a´1 1

a2 a2 a´1 1 a

a´1 a´1 1 a a2

Ce qui est la table du groupe Z{4Z.
Remarque. On pouvait également chercher à calculer l’ordre de a : Par suppositions
successives, ce n’est ni 0, ni 1, ni 2. Par le théorème de Lagrange, ce n’est pas 3.
C’est donc 4, ce qui permet de conclure directement.

— Si a “ a´1, alors :
— Si b “ c´1, cela nous ramène au cas précédent (remplacer pa, b, cq par pc, a, bq),
— Si b “ b´1, alors c “ c´1. On cherche à calculer ab.

Si ab “ a, alors b “ 1, ce qui est absurde. De même, si ab “ b, alors a “ 1, ce
qui est absurde. Si ab “ 1, alors a “ b, ce qui est absurde. Ainsi, ab “ c. On
calcule de la même manière les autres opérations pour obtenir :

1 a b c

1 1 a b c

a a 1 c b

b b c 1 a

c c b a 1

Ce qui est la table du groupe Z{2Z ˆ Z{2Z.

Démonstration. On pouvait également résonner comme suit :
— S’il existe un élément d’ordre 4, alors le groupe est cyclique et isomorphe à Z{4Z.
— Sinon, par le théorème de Lagrange, tout élément est d’ordre 1 ou 2. on peut

alors montrer que le groupe est abélien :
Soit px, yq P G2. Alors xy P G, donc pxyq2 “ 1, soit xyxy “ 1. On a nécessairement
x “ x´1 et y “ y´1 par la remarque précédente. Il vient donc : xy “ y´1x´1 “ yx,
donc le groupe est bien abélien.
Soient x, y P G distincts et distincts de 1. Ce sont deux éléments d’ordre 2 qui
commutent, donc xx, yy est isomorphe à Z{2ZˆZ{2Z. Ce dernier groupe est d’autre
4, donc égal à G.

Exercice 2.5 (B.A.-BA.). Soient g et h deux éléments d’un groupe G.

(a) Montrer que les éléments g, g´1, hgh´1 ont le même ordre. Si φ P AutpGq, montrer
que φpgq et g ont même ordre.

(b) Montrer que gh et hg ont le même ordre.

(c) Soit n un entier. Exprimer l’ordre de gn en fonction de celui de g.
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(d) On suppose que gh “ hg, que xgy X xhy “ t1u et que g et h sont d’ordre fini n et m
respectivement. Exprimer l’ordre de gh en fonction de n et de m.

(e) On suppose que gh “ hg et que g et h sont d’ordre fini n et m respectivement, avec n
et m premiers entre eux. Déduire de (d) que gh est d’ordre mn.

Démonstration.

(a) Soit g P G d’ordre n. On note m l’ordre de g´1 et k celui de hgh´1. Alors pg´1qn “

pgnq´1 “ 1, donc m|n. De même, gm “ ppg´1qmq´1 “ 1, donc n|m, d’où : g et g´1 ont
le même ordre.
On a également phgh´1qn “ hgnh´1 “ 1, donc k|n, et gk “ h´1phgh´1qkh “ 1, donc
n|k et les éléments g et hgh´1 ont le même ordre.
Soit φ P AutpGq, on note opφpgqq “ m. On a φpgqn “ φpgnq “ 1, donc m|n, et
gm “ φ´1pφpgqmq “ 1, donc n|m. Ainsi g et φpgq ont le même ordre.

Remarque. On peut appliquer ce dernier résultat pour retrouver les précédents, avec
φ : g ÞÑ g´1 (vu comme automorphisme de xgy, car le sous-groupe est abélien) et
φh : g ÞÑ hgh´1 (qui est un automorphisme de G) respectivement.

(b) On note n l’ordre de hg et m l’ordre de gh. Puisque phgqn “ 1 en multipliant à gauche
par g et à droite par h on obtient pghqn`1 “ gh, soit encore pghqn “ 1. Ainsi m|n. De
la même manière, on montre que n|m, ce qui prouve que gh et hg ont le même ordre.

(c) On note k l’ordre de g. Montrons que opgnq “ k
pgcdpn,kq

. Comme k
ˇ

ˇ

ˇ

nk
pgcdpn,kq

, on a

pgnq
k

pgcdpn,kq “ 1, soit encore opgnq

ˇ

ˇ

ˇ

k
pgcdpn,kq

. Prouvons l’égalité.

On a pgnqopgnq “ 1, donc opgq “ k|opgnqn. Il existe donc a P N˚ tel que opgnqn “ ak,
et il vient opgnq n

pgcdpn,kq
“ a k

pgcdpn,kq
.

Comme n
pgcdpn,kq

et k
pgcdpn,kq

sont premier entre eux, on en déduit que k
pgcdpn,kq

ˇ

ˇ

ˇ
opgnq.

Il y a donc bien égalité.
(d) On va montrer que opghq “ ppcmpn,mq. On remarque que, comme g et h commutent,

pghqppcmpn,mq “ hppcmpn,mqgppcmpn,mq “ 1.

Ainsi opghq|ppcmpn,mq.
Soit k ą 0 tel que pghqk “ 1, en particulier gkhk “ 1 donc gk “ h´k. Ainsi gk P

xgy X xhy et donc gk “ 1. De même hk “ 1, et il vient n|k et m|k ce qui implique que
ppcmpn,mq|k. Finalement on a bien montré que opghq “ ppcmpn,mq.

(e) On va chercher à montrer que xgy X xhy “ t1u. Ainsi, par la question (d) et comme n
et m sont premiers entre eux, on aura bien opghq “ ppcmpn,mq “ mn.
Soient p, q P Z˚ tels que gp “ hq. Par la question (c), on a alors :

opgpq “
n

pgcdpp, nq
“ ophqq “

m

pgcdpq,mq
.

Comme n et m sont premiers entre eux, il vient n
pgcdpp,nq

“ m
pgcdpq,mq

“ 1, d’où gp “

hq “ 1, ce qui prouve le résultat.

Exercice 2.6. Soient G un groupe et H un sous-groupe. Montrer que l’application gH ÞÑ

Hg´1 est une bijection de l’ensemble des classes à gauche sur celui des classes à droites.

Rappel. On définit les classes à droite de H dans G comme les classes d’équivalence de
la relation x „R y ô xy´1 P H et les classes à gauche comme étant celles de la relation
x „L y ô y´1x P H.
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Démonstration. On commence par s’intéresser aux ensembles de départ et d’arrivée de
l’application. Soit g P G, montrons que les classe à gauche de G sont exactement les
éléments de gH.

Soit x P gH, alors il existe h P H tel que x “ gh, soit encore g´1x “ h P H. Donc
x „L g. Réciproquement, si x „L g alors il existe h P H tel que g´1x “ h, soit encore
x “ gh P gH, ce qui prouve que les classes à gauche sont de la forme gH avec g P G.

La preuve pour les classes à droite est la même.

On note f l’application qui envoie gH sur Hg´1. Montrons que f est injective. On a
par équivalences successives :

Hg´1 “ Hx´1 ðñ g´1 „R x´1 ðñ g´1x P H ðñ x „L g ðñ gH “ xH,

ce qui prouve la bijectivité de f .

Exercice 2.7. On considère une décomposition d’un entier n de la forme n “ n1 `¨ ¨ ¨`nk
avec ni ą 0. Montrer que

śk
i“1pni!q divise n!. On pourra appliquer le théorème de Lagrange

à un sous-groupe bien choisi de Sn.

Démonstration. On se donne une décomposition d’un entier n de la forme n “ n1`¨ ¨ ¨`nk
avec ni ą 0. On pose n0 “ 0, et on considère la partition de J1, nK donnée par

k´1
ğ

i“0

t
i
ÿ

j“0

ni ` 1,
i`1
ÿ

j“0

ni

|

.

On considère le sous-groupe H de Sn qui stabilise cette partition. Cela revient à se donner
un élément dans

śk
i“1Sni . Donc l’ordre de H vaut

śk
i“1pni!q, ce qui prouve que

śk
i“1pni!q

divise n!, par le théorème de Lagrange.
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3 TD 3 : Sous-groupes normaux

Exercice 3.1. Soient G un groupe et H un sous-groupe normal de G d’indice n.

1. Montrer que gn P H pour tout g P G.

2. Cette propriété nécessite la condition de normalité : dans G “ S3, donner un exemple
de sous-groupe (non-normal) H d’indice 3 et d’un élément g P S3 tel que g3 R H.

Démonstration.

1. Soit g P G. Puisque le groupe G{H est d’indice n, l’image de g dans G{H vérifie
ḡn “ 1. Cela implique que gn P H.

2. On prend G “ S3 et H “ tid, p1 2qu. Le groupe H est un sous-groupe de G d’indice
6
2 “ 3, mais p1 3q3 “ p1 3q n’est pas dans H.

Exercice 3.2 (B.A.-BA.). Soient K,H deux sous-groupes d’un groupe G.

1. Vérifier si K ◁ G, alors K X H ◁ H. Application : si K ◁ G, alors KH est un
sous-groupe de G et K ◁KH.

2. Vérifier que si K ă H et K◁G alors K◁H. Trouver dans G “ S4 deux sous-groupes
K,H vérifiant K ◁H et H ◁G mais tels que K n’est pas normal dans G.

Démonstration.

1. Supposons que K ◁ G. En particulier, K ă G, et on a bien K X H ă H. De plus :
@k P K,@g P G, gkg´1 P K. En particulier, on a : @k P K,@h P H,hkh´1 P K.
Comme H ă G, il vient bien : @k P K XH,@h P H,hkh´1 P K XH. Ainsi, on a bien
K XH ◁H.
Montrons que KH est bien un sous-groupe de G. On a bien 1 ˆ 1 “ 1 P KH. Soient
pkh, k̃h̃q P pKHq

2. Alors :
— pkhq´1 “ h´1k´1

`

h´1
˘´1

looooooooomooooooooon

PK

h´1 P KH,

— khk̃h̃ “ k hk̃h̃h̃´1h´1
looooomooooon

PK
loooooomoooooon

PK

hh̃
loomoon

PH

P KH.

Donc KH est bien un sous-groupe de G, et par ce qui précède, on a : K “ K X

KH ◁KH.

2. En effet, si K ă H et K ◁ G, alors : @k P K,@g P G, gkg´1 P K. En particulier,
comme K ă H ă G, on a bien : @k P K,@h P H,hkh´1 P K. Donc K ◁H.
On remarque que K “ tId, p1 2qp3 4qu est distingué dans
H “ tId, p1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp2 3qu qui est lui-même distingué dans S4. Ce-
pendant K n’est pas distingué dans S4 (conjuguer par p1 3q par exemple).

Exercice 3.3 (B.A.-BA.). Soit G un groupe.

1. Montrer que ZpGq ◁G.

2. Montrer que si le quotient G{ZpGq est monogène, alors G est abélien.

3. Soit G un groupe d’ordre p2 où p est un nombre premier. On admet que ZpGq n’est
pas trivial (on l’établira plus tard dans le cours en considérant l’action du groupe G
sur lui-même par conjugaison). Montrer que G est abélien.

Démonstration.

1. Par définition de ZpGq, on a, pour tout z P ZpGq et g P G : gzg´1 “ g´1gz “ z P

ZpGq, d’où le résultat.
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2. Soit ā tel que xāy “ G{ZpGq et a un antécédent de ā par la projection π : G ÝÑ

G{ZpGq. Soient x, y P G, alors il existe n,m P N tels que x̄ “ ān et ȳ “ ām, soit
x “ anx1 et y “ amy1, où x1, y1 P ZpGq. On a alors :

xy “ anx1amy1 “ an`my1x1 “ yx.

Donc finalement, a P ZpGq, donc ā “ 1 et G “ ZpGq.

3. Comme #ZpGq ą 1 et divise p2 (théorème de Lagrange), on a #ZpGq P tp, p2u.
Supposons par l’absurde que ZpGq “ p. Alors #G{ZpGq “ p, donc le groupe quotient
est cyclique, et donc, par la question 1, G “ ZpGq. C’est donc absurde, et on a bien
G abélien.

Exercice 3.4 (B.A.-BA.). Soit G un groupe.

1. Montrer que DpGq ◁G.

2. Soit N ◁G. Montrer que G{N est un groupe abélien si et seulement si Dpgq ă N .

3. On définit D0pGq “ G et Di`1pGq “ DpDipGqq pour tout i ě 0. Observer que
Di`1pGq ◁DipGq et que DipGq{Di`1pGq est abélien.

Démonstration.

1. On rappelle que DpGq “
@␣

rx, ys, px, yq P G2
(D

ă G, où rx, ys “ xyx´1y´1. Soit
px, y, gq P G3, on a : grx, ysg´1 “ gxyx´1y´1g´1 “ gxg´1gyg´1gx´1g´1gy´1g´1 “

rgxg´1, gyg´1s P Dpgq. On a prouvé le résultat sur les générateurs. La conjugaison
étant un morphisme, le résultat s’étend sur tout le sous-groupe, ce qui montre bien
que DpGq ◁G.

On pouvait également remarquer que r¨, ¨s est défini uniquement avec des opérations
de groupe. Comme la conjugaison par g P G (notée cg) est un morphisme, on a donc
cgprx, ysq “ rcgpxq, cgpyqs.

Enfin, on pouvait également prendre x P DpGq, et remarquer que :

gxg´1 “ gxg´1x´1
loooomoooon

“rg,xsPDpgq

x
loomoon

PDpGq

P DpGq.

2. On raisonne par équivalences :

G{N abélien ðñ @px̄, ȳq P pG{Nq2, rx̄, ȳs “ e

ðñ @px, yq P G, rx, ys P N

ðñ DpGq ă N.

3. On a vu en question 1 que D0pGq◁D1pGq. Pour le prouver dans le cas i P N, il suffit
d’appliquer le résultat de la question 1 à G̃ “ DipGq. En appliquant le résultat de la
question 2 à ce même G̃, on obtient bien le caractère abélien des quotients successifs.

Remarque. On appelle cette suite la suite dérivée de G. Si elle est stationnaire à teu, G est
dit résoluble.

Exercice 3.5. Un sous-groupe H d’une groupe G est dit caractéristique si αpHq “ H
pour tout α P AutpGq. On note alors H đG.

1. Montrer queHđG impliqueH◁G. Montrer que le ZpGq etDpGq sont caractéristiques
dans G.
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2. Donner un exemple de sous-groupe d’un groupe G que est normal mais pas caracté-
ristique.

3. Montrer que K đ H đ G implique K đ G. En déduire (cf Ex 4) que DipGq đ G pour
tout i ě 0.

4. Montrer que K đH ◁G implique K ◁G.

Démonstration.

1. — Être un groupe normal est équivalent à être stable par tous les automorphismes
intérieur. Or IntpGq ă AutpGq. Donc être caractéristique implique être normal.

— Soient x P ZpGq, y P G et α P AutpGq. Alors il existe y1 P G tel que αpy1q “ y.
On va montrer que αpZpGqq Ă ZpGq ce qui permettra de conclure sur l’égalité
puisque α est un automorphisme.

αpxqy “ αpxqαpy1q “ αpxy1q “ αpy1xq “ yαpxq.

Donc αpxq P ZpGq ce qui prouve que le centre de G est caractéristique. En effet,
on a juste à vérifier que αpZpGqq Ă ZpGq, l’égalité provenant du caractère bijectif
des automorphismes (on ne le précisera plus dans la suite).

— Soit α P AutpGq. On va vérifier que α d’un commutateur est un commutateur.
Comme α est un morphisme de groupe, la linéarité permettra de déduire que
αpDpGqq Ă DpGq.

αpxyx´1y´1q “ αpxqαpyqαpxq´1αpyq´1.

Ce qui prouve que DpGq est un sous-groupe caractéristique de G.

2. On considère le sous-groupe t0uˆZ{2Z de Z{2ZˆZ{2Z. L’automorphisme α : px, yq ÞÑ

py, xq ne stabilise pas t0uˆZ{2Z car αpt0uˆZ{2Zq “ Z{2Zˆt0u. Pourtant, le groupe
est bien normal dans Z{2Z ˆ Z{2Z.

La même idée peut se transposer aux matrices (n ě 2) avec comme sous groupe nor-
mal le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, et comme automorphisme
particulier la transposition.

3. Soit α P AutpGq, puisque H đG, αpHq “ H et donc α|H
|H P AutpHq. Or K đH, donc

αpKq “ α
|H
|HpKq “ K, ce qui prouve que K đG.

4. Soit α P IntpGq, puisque H ◁G, αpHq “ H et donc α|H
|H P AutpHq. Puisque K đ H,

on a αpKq “ α
|H
|HpKq “ K, et donc K ◁G.

Exercice 3.6. Soit G un groupe non abélien d’ordre 8.

1. Montrer que G contient un élément x d’ordre 4 et que le groupe qu’il engendre est
normal dans G.

2. Soit alors y P Gzxxy ; montrer que y2 “ 1 ou y2 “ x2.

3. Si y2 “ 1, montrer que yxy “ x´1 et en déduire que G est isomorphe à D4.

4. Dans le cas restant, écrire la table de G est conclure que G est isomorphe à Q8.

5. Donner la liste des groupes d’ordre 8 à isomorphisme près.

Démonstration.

1. L’ordre des éléments dansG est compris dans t8, 4, 2, 1u par le théorème de Lagrange.
Le groupe n’étant pas abélien, il n’est pas cyclique, donc il n’y a pas d’élément d’ordre
8.
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De même si tous les éléments deG étaient d’ordre 2, alors le groupe serait abélien. (En
effet, dans ce cas, on a pour tout px, yq P G2 : pxyq2 “ 1, donc xy “ y´1x´1 “ yx).
Donc il existe un élément x d’ordre 4.
Le groupe xxy est d’indice 8

4 “ 2 dans G, donc il est normal. (voir remarque en fin
d’exercice)

2. Par définition de y, son image dans G{xxy n’est pas le neutre. Comme #G{xxy “ 2,
il vient ȳ2 “ 1, donc y2 P xxy.
Si y2 ‰ 1, alors y2 est d’ordre 2 (par Lagrange). Le seul élément d’ordre 2 dans
xxy est x2, cela permet de conclure.

3. Si y2 “ 1, alors comme xxy est normal, on a yxy P xxy. De plus yxy est d’ordre 4,
donc il vaut soit x, soit x´1.
Or si yxy “ x, alors x et y commutent. Comme G “ xxy\yxxy, alors cela impliquerait
que G est commutatif, ce qui est absurde. Donc yxy “ x´1.
A cause des relations sur ses éléments (qui est une présentation de D4

1), le groupe
G s’identifie à un quotient de D4. Comme G et D4 ont le même ordre, ils sont bien
isomorphes.

4. Les éléments de G sont t1, x, y, x2, x´1, y´1, xy, pxyq´1u. Il faut alors utiliser les rela-
tions x4 “ 1 et x2 “ y2, le caractère normal de xxy dans G (qui permet par exemple
de calculer yxy´1) pour pouvoir calculer la table du groupe (vu la forme de la ques-
tion, ne pas hésiter à commencer par calculer la table de G8 pour "s’aider" à trouver
le résultat).

1 x y x2 x´1 y´1 xy pxyq´1

1 1 x y x2 x´1 y´1 xy pxyq´1

x x x2 xy x´1 1 pxyq´1 y´1 y

y y pxyq´1 x2 y´1 xy 1 x x´1

x2 x2 x´1 y´1 1 x y pxyq´1 xy

x´1 x´1 1 pxyq´1 x x2 xy y y´1

y´1 y´1 xy 1 y pxyq´1 x2 x´1 x

xy xy y x´1 pxyq´1 y´1 x x2 1

pxyq´1 pxyq´1 y´1 x xy y x´1 1 x2

On compare cette table à la table de Q8 “ t1,´1, i,´i, j,´j, k,´ku avec les relations
i2 “ j2 “ k2 “ ijk “ ´1 et ij “ k, ji “ ´k, ik “ ´j, jk “ i.

1 i j ´1 ´i ´j k ´k

1 1 i j ´1 ´i ´j k ´k

i i ´1 k ´i 1 ´k ´j j

j j ´k ´1 ´j k 1 i ´i

´1 ´1 ´i ´j 1 i j ´k k

´i ´i 1 ´k i ´1 k j ´j

´j ´j k 1 j ´k ´1 ´i i

k k j ´i ´k j i ´1 1

´k ´k ´j i k ´j ´i 1 ´1

5. On a classifié les groupes d’ordre 8 non abéliens. Les groupes abéliens d’ordre 8 sont
Z{8Z, Z{4Z ˆ Z{2Z, pZ{2Zq3. 2

1. Pour aller plus loin, voir ici.
2. voir une version complète ici
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Remarque. On cherche à prouver que :

H ď G
rG : Hs “ 2

*

ùñ H ◁G

Soient g P G et h P H, montrons que ghg´1 P H.
— Si g P H, le résultat est immédiat, car H ď G,
— Sinon, on traduit l’hypothèse rG : Hs “ 2. Cela signifie que # tgH, g P Gu “ 2. On

vérifie qu’on peut prendre e et g comme représentants de ces ensembles (vrai car
g P GzH). Ainsi, comme les classes d’équivalences forment une partition de G, on
peut écrire : G “ H \ gH. Il suffit donc de montrer que ghg´1 R gH.
On raisonne pour cela par l’absurde : si ghg´1 P gH, alors il existe h0 P H tel que
ghg´1 “ gh0. Mais alors, il vient g “ h´1

0 h P H, ce qui est absurde, d’où le résultat.
Une autre preuve classique repose sur l’équivalence : H ◁ G ðñ @g P G, gH “ Hg.

En utilisant l’exercice 2.6, on peut partitionner G en classes à droite et classes à gauche et
conclure que gH “ Hg pour tout g P GzH (le résultat étant évidant si g P H).
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4 TD 4 : Z{nZ, pZ{nZqˆ

Exercice 4.1 (B.A.-BA.). Quel est le dernier chiffe de l’écriture décimale de 32023 ?

Démonstration. On va chercher l’ordre de 3 dans Z{10Z, ce qui nous donnera son dernier
chiffre en écriture décimale.

On constate que 32 “ ´1r10s et que 34 “ 1r10s, donc 3 est d’ordre 4 modulo 10. De
plus 2023 “ 4 ˆ 505 ` 3. Donc 32023 ” 33 r10s ” 7 r10s.

Exercice 4.2 (B.A.-BA.).

1. Soit x un générateur de Z{nZ et soit m P t1, . . . , nu. Montrer que xm est d’ordre d
dans Z{nZ si et seulement si m “ n

dk où k est premier avec d.

2. Montrer que
ř

d|n φpdq “ n. On pourra regrouper les éléments selon leur ordre dans
Z{nZ.

Démonstration.

1. On a ici utilisé la notation multiplicative au lieu de la notation additive. Pour plus
de rigueur, on travaille dans pxxy , ¨q » pZ{nZ,`q.
Supposons que opxmq “ d, alors xmd “ 1, donc n|md. Ainsi m “ n

dk pour un certain
entier k.
Soit maintenant d1 un diviseur strict de d. Alors x

n
d
kd1

‰ 1, ce qui implique que n ne
divise pas nkd1

d . Cela signifie donc que d ne divise pas kd1, ou encore que pour tout
entier v, k ‰ d

d1 v, donc k est premier avec d.
Réciproquement, si m “ n

dk et k premier avec d, alors, on a bien xmd “ xnk “ 1.
Par ailleurs, soit d1 est un diviseur de d. Comme d est premier avec k, il existe u, v
tels que 1 “ ku` dv. Supposons que x

n
d
kd1

“ 1, alors x
n
d
kd1u “ 1, donc

x
n
d
d1p1´dvq “ x

n
d
d1

“ 1

L’égalité x
n
d
d1

“ 1 n’est possible que si d “ d1 car x est d’ordre n, ce qui prouve que
xm est d’ordre d.

2. On remarque que
Z{nZ “

ğ

d|n

téléments d’ordre du.

Le groupe Z{nZ est cyclique, on note x un générateur. On déduit de la question
précédente qu’il existe exactement φpdq éléments d’ordre d.
On a donc bien

ř

d|n φpdq “ n.

Exercice 4.3 (B.A.-BA.). Expliciter l’ensemble tx P Z, x ” 2 r3s , x ” 5 r11su. On pourra
chercher un élément de la forme x “ 2α` 5β où α est divisible par 11 et vérifie α ” 1 r3s,
et β est divisible par 3 et vérifie β ” 1 r11s.

Démonstration. Le lemme des restes chinois nous donne, comme 3 et 11 sont premiers
entre eux :

#

x ” 2 r3s ” 5 r3s

x ” 5 r11s
ðñ x ” 5 r33s .

Ainsi, l’ensemble recherché est 5 ` 33Z.

Si la solution particulière 5 ne vient pas facilement "par tâtonnement", on peut utiliser
l’indication, et procéder comme suit :

On va commencer par chercher pα, βq. Pour cela, on remarque que 3 et 11 sont premiers
entre eux, donc, par le théorème de Bezout, il existe u et v deux entiers tels que 3u`11v “
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1. On rappelle que ces derniers peuvent être calculés "par tâtonnement" ou bien par un
algorithme d’Euclide étendu (qui donne p4,´1q).

Avec α “ 11v et β “ 3u, on a bien des candidats acceptables (via l’algorithme
d’Euclide, on trouve donc p´11, 12q). Le "tâtonnement" direct permet également de
trouver des candidats acceptables, par exemple p22, 12q.

Il reste à vérifier que x est bien dans l’ensemble recherché (il a été construit pour cela).
Par l’algorithme de d’Euclide, on trouve 38, et on peut conclure comme précédemment,
par le lemme des restes chinois :

#

x ” 2 r3s ” 38 r3s

x ” 5 r11s ” 38 r11s
ðñ x ” 38 r33s .

Les trois prochains exercices sont destinés à montrer les propriétés suivantes.
Ex 4 : pZ{pZqˆ est cyclique pour tout nombre premier p ě 2.
Ex 5 : pZ{pαZqˆ est cyclique pour tout nombre premier p ě 3 et pour tout entier α ě 2.
Ex 6 : pZ{2αZqˆ est isomorphe à pZ{2α´2Zq ˆ Z{2Z pour tout entier α ě 3.

Exercice 4.4. Soit O “ td | opxq “ d, x P pZ{pZqˆu. On commence par montrer (questions
1 et 2) qu’il existe un élément d’ordre r “ ppcmpOq, en particulier r divise p´1. La question
3 permet de conclure.

1. Redémontrer (cf TD 2) que si opxq “ p et opyq “ q avec p, q premiers entre eux, alors
opxyq “ pq.

2. Notons
śn

i“1 p
mi
i la décomposition de r en facteurs premiers. Vérifier qu’il existe

xi P pZ{pZqˆ tel que pmi
i divise opxiq. En déduire qu’il existe yi P pZ{pZqˆ tel que

opyiq “ pmi
i . En déduire qu’il existe un élément d’ordre r “ ppcmpOq.

3. Soit E :“ tx P pZ{pZqˆ, xr “ 1u. Vérifier que E “ pZ{pZqˆ. Vérifier ensuite que
p´ 1 ď r. En déduire que pZ{pZqˆ est cyclique d’ordre p´ 1.

Démonstration.

1. En effet pxyqpq “ 1, donc pq | opxyq. De plus, si pxyqk “ 1, alors xk “ y´k, et donc
xkp “ 1 “ ykp, en particulier q | kp, donc q | k puisque p ^ q “ 1. De même on
montre que p | k, donc pq | k.

2. Pour i P J1, nK, il existe un élément xi P pZ{pZqˆ tel que opxq “ pmi
i u avec u un

certain entier. (En effet, si pmi
i n’apparaissait dans l’ordre d’aucun x P pZ{pZqˆ, il

ne pourrait pas apparaître dans ppcmpOq).
Ainsi, avec yi “ xui , opyiq “ pmi

i .
Par la question précédente, l’élément y “

śn
i“1 yi P pZ{pZqˆ est d’ordre r.

3. L’ensemble E est non vide, et on a même pZ{pZqˆ Ă E, car r est le ppcm de tous
les éléments de pZ{pZqˆ, donc E “ pZ{pZqˆ.
Comme Z{pZ est un corps, l’équation xr ´ 1 “ 0 possède au plus r solutions. Ainsi,
CardpEq “ p ´ 1 ď r. Puisque r divise p ´ 1 (par Lagrange, il vient r “ p ´ 1, et
donc pZ{pZqˆ possède un élément d’ordre p´ 1, donc est cyclique.

Exercice 4.5. Soit p ě 3 un nombre premier et soit α ě 2.

1. Montrer que pour tout k ě 0, il existe un entier λk non divisible par p tel que

p1 ` pq
pk

“ 1 ` λkp
k`1.

En déduire que la classe de 1 ` p dans Z{pαZ est d’ordre pα´1 dans pZ{pαZq
ˆ.
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2. On considère le morphisme d’anneau naturel Z{pαZ ÝÑ Z{pZ, vérifier qu’il est bien
défini. Montrer qu’il induit un morphisme de groupes pZ{pαZq

ˆ
ÝÑ pZ{pZq

ˆ et que
celui-ci est surjectif.

3. Exhiber un élément d’ordre p ´ 1 dans pZ{pαZq
ˆ. En déduire que pZ{pαZq

ˆ est
cyclique.

Démonstration.

1. On procède par récurrence sur k. Pour k “ 0, on a p1 ` pqp
0

“ 1 ` p, donc λ0 “ 1.
On suppose le résultat vrai pour un certain rang k.

p1 ` pq
pk`1

“ p1 ` λkp
k`1qp “ 1 ` λk`1p

k`2

où λk`1 “ λk `
řp

i“2

`

p
i

˘

λikp
pk`1qpi´1q´1 ” 1 rps. Cela permet de conclure la récur-

rence.
Par ce qui précède, on a : p1 ` pqp

α´1
” 1 rpαs, donc l’ordre de 1 ` p dans pZ{pαZq

ˆ

divise pα´1. Pour 0 ď k ă α´ 1, on a p1 ` pq
pk

“ 1`λkp
k`1 ı 1 rpαs car p ne divise

pas λk. Donc 1 ` p est d’ordre pα´1 dans pZ{pαZq
ˆ.

2. On cherche à montrer le caractère bien défini du morphisme φ :

ˆ

Z{pαZ ÝÑ Z{pZ
k̄rpαs ÞÝÑ k̄rps

˙

.

Avoir ce morphisme bien défini correspond à avoir le diagramme commutatif (com-
posé de morphismes d’anneaux) suivant :

Z{pαZ

Z

Z{pZ
œ

k

k̄rpαs k̄rps

π1 π2

φ

L’unique condition à vérifier pour que φ :“ π2 ˝ π´1
1 soit bien défini est de vérifier

que Kerpπ1q Ă Kerpπ2q. C’est bien le cas, car on a p | pα, donc Kerpπ1q “ pαZ Ă

Kerpπ2q “ pZ.
Remarque. On vient de suivre la preuve de la propriété universelle du quotient.

Pour montrer que φ induit un morphisme de groupe de Φ : pZ{pαZqˆ ÝÑ pZ{pZqˆ,
il faut vérifier que φ envoie bien les inversibles de Z{pαZ sur les inversibles de Z{pZ.
C’est bien le cas, car si k̄ est dans pZ{pαZqˆ, alors il est premier avec pα, donc il est
premier avec p, et c’est donc bien un inversible de Z{pZ.
Le morphisme Φ est bien surjectif, par la construction ci-dessus, et car π2 l’est.

3. Par l’exercice précédent, on sait que pZ{pZqˆ est cyclique. On a donc accès à y un
générateur, qui est donc d’ordre p´1. Par surjectivité de Φ, il possède un antécédent
x par Φ dans pZ{pαZqˆ. Alors, en considérant x̃ “ x

opxq

p´1 (opxq est bien divisible par
p´ 1, voir 2.2.1), on a bien x̃p´1 “ 1.
On cherche maintenant à construire un élément d’ordre #pZ{pαZqˆ “ pα´1pp ´ 1q.
On peut regarder p1 ` pqx̃.
L’image de p1 ` pqx̃ est y dans pZ{pZqˆ, donc p ´ 1 | opp1 ` pqx̃q. (En effet, 1 “

Φ
`

p1 ` pqx̃opp1`pqx̃q
˘

“ Φpx̃qopp1`pqx̃qΦp1 ` pqopp1`pqx̃q “ yopp1`pqx̃q.)
De plus, par Lagrange, opp1 ` pqx̃q | pα´1pp´ 1q, donc opp1 ` pqx̃q est de la forme
pp´ 1qpk. Or pp1` pqx̃qpp´1qpk “ p1` pqpp´1qpk . En utilisant la question 1, on a alors
nécessairement k “ α ´ 1, ce qui permet de conclure.

Exercice 4.6. Soit α ě 3.
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1. Montrer que pour tout k ě 0, il existe λk impair tel que

52
k

“ 1 ` λk2
k`2.

En déduire que 5̄ est d’ordre 2α´2 dans pZ{2αZq
ˆ.

2. On considère (cf Ex 5) le morphisme naturel pZ{2αZq
ˆ

ÝÑ pZ{4Zq
ˆ

» Z{2Z, celui-ci
est surjectif. Montrer que son noyau est d’ordre 2α´2 et engendré par 5̄. En déduire
que

pZ{2αZq
ˆ

»
`

Z{2α´2Z
˘

ˆ Z{2Z.

Démonstration.

1. On procède par récurrence sur k. Pour k “ 0 le résultat est clair, on suppose le
résultat vrai pour un certain rang k.

52
k`1

“ p1 ` λk2
k`2q2 “ 1 ` λk2

k`3 ` λ2k2
2k`4 “ 1 ` λk`12

k`3

où λk`1 “ λk ` λ2k2
k`1 ” 1 r2s. Cela permet de conclure la récurrence.

Par ce qui précède, on a : 52α´2
” 1 r2αs, donc l’ordre de 5 dans pZ{2αZq

ˆ divise
2α´2. Pour 0 ď k ă α´ 2, on a 52

k
“ 1 ` λk2

k`2 ı 1 r2αs car λk est impair. Donc 5
est d’ordre 2α´2 dans pZ{2αZq

ˆ.

2. On remarque que la question 5.2.2 reste vraie pour p “ 2.
Le théorème d’isomorphisme nous assure que le cardinal du noyau est 2α´1ˆp2´1q

2 “

2α´2. Par la question précédente, il est clair que le groupe engendré par 5̄ est dans
le noyau de ce morphisme. Par cardinalité, 5̄ engendre donc bien le noyau.
Soit x P pZ{2αZq

ˆ, on note φ : pZ{2αZq
ˆ

ÝÑ pZ{4Zq
ˆ le morphisme naturel. Par ce

qui précède, on a donc :

pZ{2αZqˆ{ x5̄y » pZ{4Zqˆ, d’où pZ{2αZqˆ » x5̄y ˆ pZ{4Zqˆ » pZ{2α´2Zq ˆ Z{2Z.

Remarque. Pour une construction "à la main", on pouvait écrire :
— Si φpxq “ 1, alors il existe un unique k P

q
0, 2α´2 ´ 1

y
tel que x “ 5k,

— Si φpxq “ 3, alors il existe un unique k P
q
0, 2α´2 ´ 1

y
tel que x “ 3 ˆ 5k.

Ainsi, le morphisme
ˆ

Z{2αZqˆ ÝÑ pZ{2α´1Zq ˆ pZ{2Zq

x ÞÝÑ pk, φpxqq

˙

est un isomorphisme (on a

écrit Z{2Z comme pZ{2Z,`q »
`

pZ{4Zq
ˆ , ¨

˘

).
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5 TD 5 : Groupe symétrique, groupe diédral

Exercice 5.1 (B.A.-BA.). Écrire les décompositions en cycles des permutations sui-
vantes :

1. p3 1 4qp1 5 9 2 6qp5 3q,

2. σ´1 avec σ :“

ˆ

1 2 3 4 5
2 5 1 3 4

˙

.

Démonstration.
1. La permutation est donnée par

σ :“

ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 6 9 3 1 4 7 8 2

˙

la décomposition en cycle disjoint est donnée par σ :“ p1 5qp2 6 4 3 9q.
2. Puisque σ :“ p1 2 5 4 3q alors σ´1 :“ p3 4 5 2 1q.

Exercice 5.2 (B.A.-BA.). Calculer σ2023 avec

σ :“

ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
10 9 8 11 7 3 2 6 12 5 4 1

˙

.

Démonstration. On peut écrire σ en cycle disjoints σ “ p1 10 5 7 2 9 12qp3 8 6qp4 11q. Ainsi,
σ est décomposée en un 7-cycle, un 3-cycle et une permutation. On a : 2023 “ 7ˆ289`0 “

674ˆ3`1 “ 2ˆ1011`1. Ainsi, σ2023 “ p1 10 5 7 2 9 12q0p3 8 6q1p4 11q1 “ p3 8 6qp4 11q.

Exercice 5.3 (B.A.-BA.). Dans S3. Donner la liste des éléments en précisant leur classe
de conjugaison. Lister les sous-groupes et les sous-groupes normaux.

Démonstration. On sait que CardpS3q “ 3! “ 6. La liste des éléments, rangés par classe
de conjugaison (donc par type), donne :

S3 “ tIdu Y tp1 2q, p1 3q, p2 3qu Y tp1 2 3q, p1 3 2qu .

On laisse de côté les sous-groupes triviaux, qui sont normaux. D’après le théorème de
Lagrange, l’ordre d’un sous-groupe non trivial de S4 est 2 ou 3.

— Le groupe S3 admet 3 sous-groupes d’ordre 2 chacun engendré par une transposi-
tion,

— Il existe un unique sous-groupe d’ordre 3, celui engendré par un 3-cycle (l’autre
3-cycle est le carré du premier).

Comme les sous-groupes normaux sont des réunions de classes de conjugaisons, le seul
sous-groupe normal non-trivial de S3 est tId, p1 2 3q, p1 3 2qu.

Exercice 5.4. Même exercice avec A4. On constatera que A4 ne possède pas de sous-
groupes d’ordre 6.

Démonstration. On sait que CardpA4q “ 4!
2 “ 12. La liste des éléments, rangés par classe

de conjugaison (donc a minima par type), donne :

A4 “ tIdu Y tp1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp3 2qu

Y tp1 2 3q, p1 3 4q, p1 4 2q, p2 4 3qu Y tp1 3 2q, p1 2 4q, p1 4 3q, p2 3 4qu .

Pour trouver les classes de conjugaison des 3-cycles, on peut commencer par en prendre
un au hasard, par exemple p1 2 3q. La conjugaison par les double-transpositions permet de
récupérer 3 autres 3-cycles. La relation orbite-stabilisateur montre alors que la classe de
conjugaison est soit complète, soit égale à A4, ce qui est absurde vu les premières classes
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calculées. Il reste alors 4 éléments, on n’a plus qu’à vérifier qu’ils sont dans la même classe
de conjugaison.

On laisse de côté les sous-groupes triviaux, qui sont normaux. D’après le théorème de
Lagrange, l’ordre d’un sous-groupe non trivial de A4 est 2,3,4 ou 6.

— Le groupe A4 admet 3 sous-groupes d’ordre 2, chacun engendré par une double-
transposition,

— Tout sous-groupe d’ordre 3 est engendré par un 3-cycle et il en existe 4 (un par
point de t1, 2, 3, 4u fixé par le sous-groupe),

— Le groupe engendré par toutes les doubles transpositions est d’ordre 4, et comme
un tel sous-groupe ne peut pas contenir d’élément d’ordre 3, il n’y en a pas d’autre
(le groupe est isomorphe à V4)

— Si A4 admet un sous-groupe H d’ordre 6, alors H est d’indice 2 et donc distingué
dans A4. Ainsi, H est la réunion de classes de conjugaison distinctes, ce qui est
absurde puisqu’elles sont de cardinal 1,3,4 et 4.

Les sous-groupes normaux sont des réunions de classes de conjugaisons (d’ordre 1, 3,
4 et 4). Par le théorème de Lagrange, les cardinaux possibles pour ces sous-groupes
sont 1, 2, 3, 4 et 12. On voit alors que le seul sous-groupe normal non-trivial de A4 est
tId, p1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp3 2qu.

Remarque. Pour le sous-groupe d’ordre 6, on pouvait aussi procéder ainsi :
Soit H un sous-groupe de An d’ordre 6. Il est donc distingué car d’indice 2. Il contient

donc un élément d’ordre 2 (une double-transposition), noté t et un élément d’ordre 3 (un
3-cycle), noté c.

Alors la conjugaison c´1tc et ctc´1 donne deux autres éléments d’ordre 2 distincts, tous
contenus dans H. Donc le groupe contenant toutes les double-transpositions, noté V4 est
contenu dans H. Or 4 ne divise pas 6, donc c’est absurde. Il n’y a donc pas de sous-groupe
d’ordre 6.

Exercice 5.5. Soit G un groupe fini d’ordre 2m avec m impair. Montrer que G admet
un sous-groupe H d’indice 2 (en particulier N ◁ G et G n’est pas simple). On pourra
s’intéresser à l’image de G dans son plongement de Cayley.

Lemme (B.A.-BA.). Soit G un groupe d’ordre 2m avec m impair, il existe x P G d’ordre
2.

Démonstration. Par l’absurde, supposons que G ne possède pas d’élément d’ordre 2. On
peut alors partitionner G de la manière suivante :

G “ teu Y
ď

xPGzteu

␣

x, x´1
(

.

L’union n’est bien sûr pas disjointe (on peut prendre une famille de représentants pour
la rendre disjointe, mais ce n’est pas nécessaire), mais les sous-ensembles

␣

x, x´1
(

, par
hypothèse, sont tous de cardinal 2. Ainsi, G est d’ordre impair, ce qui est absurde.

Démonstration. On note φ : G ãÑ S2m le plongement de Cayley de G, et on considère le
morphisme φ̄ “ ε ˝ φ : G Ñ Z{2Z, où ε désigne la signature.

Comme G est d’ordre 2m, G possède un élément x d’ordre 2. Son image par φ est donc
un produit de transpositions disjointes. Comme l’action par translation à gauche est sans
point fixe (i.e. si gx “ x, alors g “ e), φpxq n’a pas de point fixe, et donc est un produit
de m transpositions disjointes. Ainsi, φ̄pxq “ 1, et le morphisme φ̄ est surjectif.

On note H “ Kerpφ̄q qui est distingué, alors par le premier théorème d’isomorphisme,
on a G{H » Z{2Z. Ainsi, on a bien trouvé un sous-groupe H d’indice 2.

Exercice 5.6. On se place dans le groupe S6.

1. Résoudre l’équation σ2 “ p1 2qp3 4q dans S6.
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2. En déduire que l’on ne peut pas plonger Q8 dans S6 (indication : quand Q8, ´1 a 6
racines carrées).

Démonstration.
1. Si σ2 “ p1 2qp3 4q, alors σ est d’ordre 4.

On cherche à obtenir des informations sur le type de σ. On regarde donc les partitions
possibles de 6 avec les diviseurs de 4. Comme σ est d’ordre 4, sa décomposition
en cycles disjoints ne peut contenir uniquement des transpositions, donc il vient
uniquement les possibilités : 6 “ 4 ` 1 ` 1 “ 4 ` 2.
On a donc accès uniquement à une transposition (ou pas) et un 4-cycle. Vu le carré
de σ, le 4-cycle fait intervenir les entiers 1, 2, 3 et 4.
On trouve donc 4 possibilités :p1 3 2 4q, p1 4 2 3q, et p1 3 2 4qp5 6q ou p1 4 2 3qp5 6q.

2. On suppose qu’il existe un plongement φ : Q8 ãÑ S6. Alors φp´1q est une double-
transposition. En effet, puisque ´1 possède au moins une racine dans Q8 et est
d’ordre 2 alors φp´1q possède au moins une racine dans S6 et est d’ordre 2. Or
les transpositions ne possèdent pas de racine dans S6 (s’ils en avait une, ce serait
un 4-cycle, mais le carré d’un 4-cycle est une double-transposition). De même le
produit de 3 transpositions n’ont pas de racines dans S6. Ainsi φp´1q est une double-
transposition.
Mais ´1 possède 6 racines dans Q8 alors qu’une double-transposition ne possède que
4 racines dans S6. Finalement on ne peut pas plonger Q8 dans S6.

Remarque. On prouve aussi que l’on ne peut pas plonger Q8 dans S7. En effet, les éléments
d’ordre 4 dans S7 sont les produits de 4-cycles et de transposition (à supports disjoints).
De plus, une double-transposition est la seule à avoir des racines, et elle en possède 8
distinctes. Par exemple si σ2 “ p1 2qp3 4q, alors

σ P

"

p1 3 2 4q, p1 3 2 4qp5 6q, p1 3 2 4qp5 7q, p1 3 2 4qp6 7q,
p1 4 2 3q, p1 4 2 3qp5 6q, p1 4 2 3qp5 7q, p1 4 2 3qp6 7q

*

.

De plus, si φ : Q8 ãÑ S7 est un plongement alors φp´1q est une double-transposition. Pour
plus de simplicité on peut supposer que φp´1q “ p1 2qp3 4q, alors φpiq, φpjq et φpkq sont
dans l’ensemble

"

p1 3 2 4q, p1 3 2 4qp5 6q, p1 3 2 4qp5 7q, p1 3 2 4qp6 7q,
p1 4 2 3q, p1 4 2 3qp5 6q, p1 4 2 3qp5 7q, p1 4 2 3qp6 7q

*

.

Mais p1 3 2 4qp1 3 2 4q “ p1 2qp3 4q et p1 3 2 4qp1 4 2 3q “ id. Donc on peut peut pas
vérifier la relation φpiqφpjq “ φpkq.

Donc Q8 ne se plonge pas dans S7.

Exercice 5.7. L’objectif est de lister les sous-groupes normaux du groupe diédral Dn.
Soient r, s des générateurs de Dn, avec rn “ 1, s2 “ 1 et srs “ r´1. On montre que si
n est impair, alors les sous-groupes normaux non triviaux de Dn sont les sous-groupes de
xry. On montre ensuite que si n est pair, la liste des sous-groupes normaux non triviaux
de Dn s’enrichit des sous-groupes

@

r2, s
D

,
@

r2, sr
D

.
1. Vérifier que xry est normal dans Dn.
2. Montrer que les sous-groupes de xry sont caractéristiques de xry. En particulier, les

sous-groupes de xry sont normaux dans Dn (cf TD3 exercice 5).
Questions 3-4-5 : cas n est impair, n “ 2k` 1. Soit N un sous-groupe normal de Dn

qui n’est pas un sous-groupe de xry. Montrons que N “ Dn.
3. Montrer qu’il existe j P t1, . . . , n´ 1u tel que srj P N .
4. Montrer que r´2 P N . Indication : On pourra calculer rpsrjqr´1.
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5. En déduire que r P N , puis que s P N et enfin que N “ Dn.
Questions 6-7 : cas n est pair, n “ 2k. Soit N un sous-groupe normal de Dn qui n’est
pas un sous-groupe de xry. Comme dans 3. et 4., il existe j P t0, . . . , n´ 1u tel que
srj P N et r´2 P N .

6. Si j est pair, observer que s P N . En déduire que, si N n’est pas égal à Dn, alors
N “

@

r2, s
D

.

7. Si j est impair, observer que sr P N . En déduire que, si N n’est pas égal à Dn, alors
N “

@

r2, sr
D

.

Démonstration.

1. Au vu des relations entre générateurs, on a, pour k P J0, nK : srks´1 “ psrsqk “ r´k.
Ainsi, le sous-groupe est bien stable par conjugaison par un élément de Dn (car stable
par conjugaison par ses générateurs, le cas r étant évident).
On pouvait aussi remarquer que xry est d’indice 2 dans Dn, donc normal.

2. Comme xry est isomorphe à Z{nZ. Ainsi, l’application suivante est une bijection :
ˆ

tH ď xryu
„

ÝÑ td, d | nu

H ÞÝÑ #H

˙

. Comme un automorphisme de xry préserve l’ordre

de ses sous-groupes H, par la bijection précédente, il préserve donc H. Ainsi, les
sous-groupes de xry sont bien caractéristiques dans xry. Par la question 1. de cet
exercice et la question 4. de l’exercice 3.5., on a bien le résultat souhaité.

3. On cherche à mettre sous une forme réduite les éléments de Dn. De la relation
srs “ r´1, on tire rs “ sr´1. Ainsi, à partir d’un expression faisant intervenir
r et s, on peut se ramener à une expression de la forme sarb, avec pa, bq P Z2.
Vu les ordres des générateurs, on peut décrire exactement les éléments du groupe :
␣

rk, srk | k P J0, n´ 1K
(

.
Comme N n’est pas inclus dans xry, il possède donc un élément de la forme srj pour
un certain j P J0, n´ 1K.

4. On a :
r
`

srj
˘

r´1 “
`

rsr´1
˘

rj “
`

sr´2
˘

rj “ srj´2 P N,

d’où :
srj

`

srj´2
˘´1

“ sr2s “ r´2 P N.

5. Ainsi, r “ r´2k P N , puis s “ srjr´j P N , donc Dn “ xs, ry ď N , d’où l’égalité.

6. On a donc s “ srj
`

r´2
˘

j
2 P N , donc

@

r2, s
D

ď Dn. Comme ce sous groupe est d’ordre
n, il est d’indice 2 (donc distingué) dans Dn, donc si N ‰ Dn, on a bien égalité.

7. On a donc sr “ srj
`

r´2
˘

j´1
2 P N , donc

@

r2, sr
D

ď Dn. Comme ce sous groupe est
d’ordre n, il est d’indice 2 (donc distingué) dans Dn, donc si N ‰ Dn, on a bien
égalité.
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6 TD 6 : Actions de groupe

Exercice 6.1 (B.A.-BA.). On considère l’application suivante :
"

GLnpRq ˆ GLmpRq ˆ Mn,mpRq ÝÑ Mn,mpRq

ppP,Qq,Mq ÞÑ PMQ´1

Montrer qu’il s’agit d’une action de GLnpRq ˆ GLmpRq sur Mn,mpRq et décrire les classes
d’équivalence.

Démonstration.

On note φ :

¨

˝

GLnpRq ˆ GLmpRq ÝÑ L pMn,mpRqq

pP,Qq ÞÝÑ φP,Q :

ˆ

Mn,mpRq ÝÑ Mn,mpRq

M ÞÝÑ PMQ´1

˙

˛

‚

cette application. On vérifie que :
— on a : φIn,Im “ IdMn,mpRq,
— pour tout ppP1, Q1q, pP2, Q2qq P pGLnpRq ˆ GLmpRqq

2, on a

φP2,Q2 ˝ φP1,Q1 “ φP2P1,Q2Q1 .

On veut calculer l’orbite de M P Mn,m. Par définition, on a :

OrbpMq “
␣

PMQ´1 | pP,Qq P GLnpRq ˆ GLmpRq
(

C’est l’ensemble des matrices de rang M . Pour cela on montre que toute matrice de
rang M est équivalente à la matrice bloc constituée que de 0 et de Ir, où r “ rgpMq.

Pour le montrer on prend une base du noyau de M que l’on complète en une base de
Rn, notée B. On note Q la matrice qui envoie B sur la base canonique.

L’ensemble MB est constitué de vecteurs nuls et d’une famille de vecteurs libres que
l’on complète en une base C de Rm. La matrice P est la matrice qui envoie la base C vers
la base canonique.

La composition PMQ´1 est donc, quitte à réordonner les vecteurs, une matrice bloc
constituée que de 0 et de Ir, où r “ rgpMq.

Exercice 6.2 (B.A.-BA.). Soit G un groupe fini et H◁G un sous-groupe d’ordre p avec
p le plus petit diviseur premier de |G|. Montrer que H ă ZpGq.

Démonstration. Comme H est normal dans G, l’action de G sur H par conjugaison
ˆ

GˆH ÝÑ H
pg, hq ÞÝÑ ghg´1

˙

est bien définie.

Pour prouver le résultat, sil suffit de montrer que pour tout h P Hzteu, Orbphq “ thu.
En effet, cela implique que pour tout g P G et h P H, on a ghg´1 “ h, d’où H ă ZpGq.

Soit h P H, la relation orbite-stabilisateur donne : #Stabphq “
#G

#Orbphq
.

Par définition de l’action, on a Orbphq Ă H, donc #Orbphq ď p. Or p est le plus petit
diviseur premier de CardpGq, et #Orbphq | #G. On a donc #Orbphq P t1, pu.

Par l’absurde, pour h ‰ e, si #Orbphq “ p, alors Orbphq “ H, donc il existe g P G tel
que ghg´1 “ e, et il vient h “ e. C’est absurde, car Orbpeq “ 1.

Donc #Orbphq “ 1 pour tout h P H. Comme ehe´1 “ h P Orbphq, on a bien le résultat
attendu.

Exercice 6.3 (Lemme de Cauchy). Soit G un groupe d’ordre n et p un diviseur
premier de n. On va montrer que G contient un élément d’ordre p en utilisant une action
bien choisie. On note

X :“ tpg1, . . . , gpq P Gp | g1 ¨ g2 ¨ ¨ ¨ gp “ 1u .

1. Vérifier que le groupe Z{pZ agit sur X via la formule :

1̄ ¨ pg1, . . . , gpq “ pgp, g1, . . . , gp´1q.
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2. Décrire explicitement l’ensemble XZ{pZ des points fixes.
3. Calculer le cardinal de X et montrer que XZ{pZ n’est pas réduit à un singleton.

Conclure.

Démonstration.
1. Vérifions dans un premier temps que si pg1, . . . , gpq P X, alors pgp, g1, . . . , gp´1q P X.

gp ¨ g1 ¨ ¨ ¨ gp´1 “ gp ¨ g1 ¨ ¨ ¨ gp´1 ¨ gp ¨ g´1
p “ gp ¨ e ¨ g´1

p “ e

Si k̄ est un élément de Z{pZ, puisque 1̄ engendre Z{pZ, alors on a

k̄ ¨ pg1, . . . , gpq “ pg1´k, g2´k, . . . , gp´kq.

On vérifie alors facilement que 0̄¨pg1, . . . , gpq “ pg1, . . . , gpq et que Ęk ` l¨pg1, . . . , gpq “

k̄ ¨ pl̄ ¨ pg1, . . . , gpqq.
2. Par définition XZ{pZ “ tpg1, . . . , gpq P X | @k̄ P Z{pZ, k̄ ¨ pg1, . . . , gpq “ pg1, . . . , gpqu.

En particulier, l’on a pg1, . . . , gpq “ pgp, g1, . . . , gp´1q, d’où gi “ gi´1 pour tout i P

J1, p ´ 1K. On en déduit donc que pg1, . . . , gpq “ pg, g, . . . , gq pour un certain g P G,
avec gp “ e. Réciproquement tout élément de la forme pg, g, . . . , gq avec opgq | p est
dans XZ{pZ, donc XZ{pZ “ tpg, . . . , gq, g P G, opgq “ pu

Ť

tpe, . . . , equ.
3. Pour qu’un élément pg1, . . . , gpq soit dansX on peut prendre des éléments g1, . . . , gp´1

quelconque dans G, et dans ce cas gp est uniquement déterminé par g´1
p “ g1 ¨ ¨ ¨ gp´1.

Donc #X “ np´1.
L’équation aux classes classes permet d’affirmer que

|X| “ |XZ{pZ| `

r
ÿ

i“0
#Orbpxiq‰1

|Orbpxiq|,

où les xi P X sont les représentants des orbites qui partitionnent X. Or |Orbpxiq| “
p

|Stabpxiq|
d’après la relation orbite-stabilisateur. Puisque |Orbpxiq| ‰ 1, alors |Orbpxiq| “

p, car p est premier. Donc np´1 ” |XZ{pZ| rps ” 0 rps. Puisque XZ{pZ contient
au moins un élément qui est pe, ¨ ¨ ¨ , eq, la congruence nous permet d’affirmer qu’il
contient au moins p´1 autres éléments dans XZ{pZ, donc au moins p´1 éléments de
la forme pg, ¨ ¨ ¨ , gq où opgq “ p, par la question précédente (on a accès à un élément
d’ordre p, les autres sont ses puissances).

Exercice 6.4. On montre ici que le groupe G :“ SL2pZq est engendré par deux matrices :

S :“

ˆ

0 ´1
1 0

˙

et T :“

ˆ

1 1
0 1

˙

.

Pour cela, on introduit le demi-plan de Poincaré H :“ tz P C | ℑpzq ą 0u et on note Γ :“
xS, T y le sous-groupe de G engendré par S et T .

1. Montrer que la formule
ˆ

a b
c d

˙

¨ z :“
az ` b

cz ` d

définit bien une action de SL2pRq sur H. Quel est le noyau de cette action ?
2. Exprimer l’action de S, T , ST et TS sur H et préciser l’ordre de ces transformations.
3. On note D la partie de H suivante :

D :“

"

z P H | |ℜpzq| ď
1

2
et |z| ě 1

*

.

Faire un dessin. Montrer que pour z P H il existe g P Γ tel que g ¨ z P D.
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4. Soient z P D et g P GztIdu. Montrer que si g ¨ z P D alors z est sur le bord de D et
préciser la valeur de g (suivant la position de z).

5. Calculer les stabilisateurs de l’action de G pour un point de D (on traitera soigneu-
sement les cas z “ ı, z “ j et z “ ´j̄).

6. Soit z0 “ 2i. Pour g P G, on considère z :“ g ¨ z0. D’après la question 3, il existe
un élément γ P Γ tel que γ ¨ z P D. En utilisant la question précédente, montrer que
g “ γ´1 et conclure.

Démonstration.

1. On vérifie dans un premier temps que az`b
cz`d P H (on multiplie par le conjugué du

dénominateur en haut et en bas) :

ℑ ppaz ` bqpcz̄ ` dqq “ ℑpac|z|2 ` adz ` bcz̄ ` bdq “ pad´ bcqℑpzq.

Comme
ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq, on a ad´ bc “ 1 et finalement az`b
cz`d P H, car z P H.

On vérifie par ailleurs que I2 ¨ z “ z et que :
ˆ

a b
c d

˙

¨

ˆˆ

a1 b1

c1 d1

˙

¨ z

˙

“

ˆ

a b
c d

˙

¨
a1z ` b1

c1z ` d1

“
aa1z`b1

c1z`d1 ` b

ca
1z`b1

c1z`d1 ` d

“
paa1 ` bc1qz ` pab1 ` bd1q

pca1 ` dc1qz ` pcb1 ` dd1q

“

ˆ

aa1 ` bc1 ab1 ` bd1

ca1 ` dc1 cb1 ` dd1

˙

¨ z

“

ˆˆ

a b
c d

˙

¨

ˆ

a1 b1

c1 d1

˙˙

¨ z.

Donc la formule donnée définit bien une action.
On cherche à calculer le noyau de l’action vue comme application de SL2pZq dans

SH. On cherche donc les éléments de
ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq tels que pour tout z P H :

ˆ

a b
c d

˙

¨ z “
az ` b

cz̄ ` d
“ z.

On trouve le système :

#

a “ d

b “ c “ 0
, donc le noyau de l’action est Z

ˆ

1 0
0 1

˙

.

2. On a :
S ¨ z “

´1

z

T ¨ z “ z ` 1

ST ¨ z “
´1

z ` 1

TS ¨ z “
z ´ 1

z

De plus (à chaque fois, les puissance plus petites agissent non trivialement) :
— S2 “ ´I2 agit trivialement donc l’ordre de la transformation est 2,
— Tn ¨ z “ z ` n, donc son ordre est infini,
— pST q3 “ ´I2, donc son ordre est 3,
— pTSq3 “ ´I2, donc son ordre est 3.
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3. On a la figure suivante :

`
1

`
11

2

`
0´1

2

On commence par remarquer que ℑpg ¨ zq “
ℑpzq

|cz`d|2
avec g “

ˆ

a b
c d

˙

. Puisque c et d

sont des entiers, on peut choisir g tel que ℑpg ¨ zq soit maximale (En effet, on cherche
à minimiser |cz ` d|. Voir ci-dessous pourquoi on choisit un tel g).
On va maintenant"recentrer" le point. Par la question 2, on voit que, pour z P H, si
on pose k “

X

ℜpg ¨ zq ` 1
2

\

, on a ℜpT´k ¨ g ¨ zq “ ℜpg ¨ zq ´ k P r´1{2, 1{2s.
Assurons-nous que ce point n’est pas dans le disque unité ouvert. Si c’est le cas, alors
ˇ

ˇS ¨ T´k ¨ g ¨ z
ˇ

ˇ ą 1. Mais alors, on voit que ℑpS ¨T´k ¨g ¨zq ą ℑpT´k ¨g ¨zq “ ℑpg ¨zq,
ce qui est absurde par définition de g. Donc T´k ¨ g ¨ z P D.
Il reste à vérifier que g P Γ. C’est bien le cas, car par la formule ℑpg ¨zq “

ℑpzq

|cz`d|2
, pour

maximiser ℑpg ¨ zq, on doit prendre pc, dq P tp0, 1q, p1, 0qu, et donc on peut prendre
g P tId2, Su Ă Γ respectivement.

4. On pose g “

ˆ

a b
c d

˙

. On a vu que ℑpg ¨ zq “
ℑpzq

|cz`d|2
. Quitte à considérer Ćpz, gq “

pg ¨ z, g´1q, on peut supposer que ℑpg ¨ zq ě ℑpzq (i.e |cz ` d|2 ď 1). Nécessairement,
on |c| ă 2 : on va distinguer plusieurs cas :
— Si c “ 0, alors d “ ˘1 et l’action de g est la translation par ˘b. Comme ℜpzq et

ℜpg ¨ zq sont dans r´1{2, 1{2s, il vient b “ 0 et g “ ˘I2 ou b “ ˘1 (et g “ ˘T )
et ℜpzq,ℜpg ¨ zq P t´1{2, 1{2u,

— Si c “ 1, alors |z ` d| ď 1 donc d “ 0 sauf si z “ j (respectivement z “ ´j̄), et
dans ce cas, d P t0, 1u (resp. d P t0,´1u).
— Le cas d “ 0 donne b “ 1 et |z| ď 1, donc |z| “ 1. Il vient alors g ¨ z “ a` 1

z ,
et comme précédemment, il vient a “ 0, sauf si ℜpzq “ ˘1{2. Dans ce cas,
z “ j ou z “ ´j̄, et alors a P t0,´1u ou a P t0, 1u.

— Si z “ j et d “ 1, alors a ´ b “ 1 et g ¨ j “
aj`a´1
j`1 “

aj̄`1
j̄

“ a ` j donc
a P t0, 1u.

— De même pour le cas z “ ´j̄.
— Si c “ ´1, le raisonnement est similaire au cas c “ 1 en inversant les signes de

a, b, c et d.
Dans tous les cas, z est bien sur le bord de D.

5. Par ce qui précède, si g ‰ ˘I2 est dans le stabilisateur de z P D, z est sur le bord de D.
Par contraposée, tout élément qui n’est pas sur le bord de D possède un stabilisateur
trivial.
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— Par ce qui précède, si z P D est tel que que z ‰ j,´j̄ et ℜpzq “ ˘1{2, alors
g ¨ z P D si et seulement l’action est une translation. En particulier g ne stabilise
pas D, donc le stabilisateur de z est réduit à l’identité.

— Si |z| “ 1 et g ¨ z P D, on a de nouveau c “ 1 et d “ 0, donc si on suppose
z R tj,´j̄u, alors g ¨ z “ ´1{z.
Le seul z stabilisé par un tel g est z “ ı. Donc Stabpiq “ tI2, Su.

— Il ne reste qu’à traiter le cas où z “ ρ ou z “ ´ρ̄. Dans ces cas, (à l’aide la
discussion précédente, et en testant les divers cas) on montre que Stabpjq “ xST y

et Stabpj̄q “ xTSy.

6. On a pγgq ¨ z0 “ γ ¨ z P D. Comme z0 P D et que z0 n’est pas sur le bord de D, on a,
par la question précédente, γg “ ˘I2. Donc g “ γ´1 P Γ, et on a G Ă Γ, d’où G “ Γ.
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7 TD 7 : Produits semi-directs, directs, Théorèmes de Sylow

Exercice 7.1. Montrer que S3 s’écrit comme un produit semi-direct de Z{3Z par Z{2Z.

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit semi-direct. On constate que Z{3Z »

A3◁S3. On peut prendre par exemple Z{2Z » tid, p1 2qu ă S3. On vérifie alors que
A3 Xtid, p1 2qu “ tidu et A3tid, p1 2qu “ S3.

Ainsi, S3 » A3 ¸αtid, p1 2qu, où α :

¨

˝

A3 ÝÑ Aut ptid, p1 2quq

h ÞÝÑ

ˆ

tid, p1 2qu
„

ÝÑ tid, p1 2qu

n ÞÝÑ hnh´1

˙

˛

‚

(la définition de α est incluse avec la caractérisation du produit semi-direct).

Exercice 7.2 (B.A.-BA.). Soit TnpRq le groupe des matrices triangulaires supérieures
inversibles. Montrer que TnpRq est le produit semi-direct de VnpRq (matrices triangulaires
supérieures avec des 1 sur la diagonale) par DnpRq (matrices diagonales inversibles).

Remarque. Le groupe VnpRq est aussi noté UnpRq (voir ANUM).

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit semi-direct. On doit vérifier que :
1. DnpRq ă TnpRq, DnpRq X VnpRq “ tidu (évidents),
2. DnpRqVnpRq “ TnpRq,
3. VnpRq est distingué dans TnpRq.
Soit pMi,jqpi,jqPJ1,nK2 P TnpRq, alors, par définition de TnpRq, pour tout i P J1, nK, pMi,iq

est inversible, donc DiagpMi,iqiPJ1,nK P DnpRq et pM´1
i,i Mi,jqpi,jqPJ1,nK2 P VnpRq, et il vient

DiagpMi,iqiPJ1,nKpM
´1
i,i Mi,jqpi,jqPJ1,nK2 “ pMi,jqpi,jqPJ1,nK2 . On a donc prouver l’inclusion "Ą".

L’autre sens est immédiat, ce qui permet de prouver le point 2.

Pour le point 3., on considère le morphisme f :

ˆ

TnpRq ÝÑ DnpRq

A ÞÝÑ Diagpa1, ¨ ¨ ¨ , anq

˙

.

Ainsi, f est un morphisme de groupes et Kerpfq “ VnpRq ◁ TnpRq.
Ainsi, TnpRq est le produit semi-direct de VnpRq par DnpRq.

Exercice 7.3. Montrer que le groupe Q8 ne s’écrit pas comme un produit semi-direct non
trivial.

Démonstration. Par l’absurde, si Q8 est un produit semi-direct, alors, par la caractérisation
du produit semi-direct, il possède deux sous-groupes Q et N tels que QXN “ t1u.

Or : @Q,N ă Q8, Q ‰ t1u ‰ N ùñ t1,´1u Ă Q X N . Ainsi, Q8 ne peut pas s’écrire
comme un produit semi-direct non trivial.

Exercice 7.4. Soient H et N deux groupes et α : H Ñ AutpNq un morphisme.
1. (B.A.-BA.) Si φ P AutpHq, on pose β :“ α ˝ φ : H Ñ AutpNq. Montrer que les

deux groupes N ¸α H et N ¸β H sont isomorphes.
2. (B.A.-BA.) Si u P AutpNq, on définit γ : H Ñ AutpNq par γphq “ uαphqu´1.

Montrer que les deux groupes N ¸α H et N ¸γ H sont isomorphes.
3. Montrer qu’il existe un unique produit semi-direct non trivial de S3 par Z{2Z.
4. Montrer que les deux groupes S3 ¸Z{2Z et S3 ˆZ{2Z sont isomorphes.

Démonstration.

1. Soit ψ :

ˆ

N ¸α H ÝÑ N ¸β H
pn, hq ÞÝÑ pn, φ´1phqq

˙

. On vérifie que ψ définit bien un morphisme

de groupe :

ψppn, hq ¨α pn1, h1qq “ ψppnαphqpn1q, hh1qq “ pnαphqpn1q, φ´1phh1qq

“ pn αpφ
loomoon

“β

pφ´1phqqpn1q, φ´1phqφ´1ph1qq “ pn, φ´1phqq ¨β pn1, φ´1ph1qq

“ ψpn, hq ¨β ψpn1, h1q
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Ce morphisme est clairement bijectif puisque φ est un automorphisme, ce qui conclut.

2. Soit ψ :

ˆ

N ¸α H ÝÑ N ¸γ H
pn, hq ÞÝÑ pupnq, hq

˙

. On vérifie que ψ définit bien un morphisme

de groupe :

ψppn, hq ¨α pn1, h1qq “ ψppnαphqpn1q, hh1qq “ pupnqupαphqpn1qq, hh1q

“ pupnqpuαphqu´1
loooomoooon

“γ

qpupn1qq, hq ¨γ pupn1q, h1q “ pupnq, hq ¨γ pupn1q, h1q

“ ψpn, hq ¨γ ψpn1, h1q

Ce morphisme est clairement bijectif puisque u est un automorphisme, ce qui conclut.
3. Se donner un produit semi-direct, c’est se donner un morphisme de groupe

α : Z{2Z Ñ AutpS3q » S3 . (l’isomorphisme est donné par l’action par conjugaison)

L’ordre de 1 est 2 dans Z{2Z, donc son image par α, est soit l’identité, soit une
transposition.
L’identité donne le produit direct. Comme toutes les transpositions sont conjuguées
dans S3, par la question précédente, tous les produits semi-directs non-triviaux sont
isomorphes.

4. On se donne un produit semi-direct non-trivial S3 ¸αZ{2Z, avec

α :

ˆ

Z{2Z ÝÑ AutpS3q “ IntpS3q

1 ÞÝÑ σ ÞÑ τστ

˙

, avec τ une transposition (et αp0q “ id).

Montrons que c’est un produit direct. On utilise pour cela la caractérisation du
produit direct. On doit vérifier :
— pS3, 0qq :“ tpσ, 0q, σ P S3u ă S3 ¸αZ{2Z,
— tpid, 0q, pτ, 1qu ă S3 ¸αZ{2Z,
— Pour tout h P tpid, 0q, pτ, 1qu, pσ, 0q P pS3, 0qq, h ¨α pσ, 0q “ pσ, 0q ¨α h. En effet,

on a :
pσ, 0q ¨α pτ, 1q “ pτ, 1q ¨α pσ, 0q “ pστ, 1q,

et
pσ, 0q ¨α pid, 0q “ pid, 0q ¨α pσ, 0q “ pσ, 0q,

— pS3, 0qq X tpid, 0q, pτ, 1qu “ tpid, 0qu,
— pS3, 0qq tpid, 0q, pτ, 1qu “ S3 ¸αZ{2Z.
Ainsi, on a : S3 ¸αZ{2Z » pS3, 0qq ˆ tpid, 0q, pτ, 1qu » S3 ˆZ{2Z.

Exercice 7.5 (B.A.-BA.). SoitG un groupe d’ordremn avecm et n deux entiers premiers
entre eux. On suppose de plus que G admet un unique sous-groupe d’ordre m (noté M) et
un unique sous-groupe d’ordre n (noté N). Montrer que G est isomorphe au produit direct
M ˆN .

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit direct.
— le sous-groupe M X N est non vide car il contient e. Soit g P M X N , alors, par le

théorème de Lagrange, opgq | m^ n “ 1, et donc g “ e. Ainsi, M XN “ teu.
— Comme M est l’unique sous-groupe d’ordre m de G, et que pour tout g P G, gMg´1

est un sous-groupe d’ordre m, celui-ci est distingué. Il en est de même pour N . Si
n P N et m P M alors nmn´1m´1 P M X N “ teu (reconnaître de 2 façons
différentes un produit d’un élément et d’une conjugaison), donc nm “ mn,

— Enfin, comme N et M sont des sous-groupes distingués (car uniques), MN est un
sous-groupe de G, et on a même M,N ă MN ă G. Ainsi, m et n divisent le
cardinal de MN , qui divise celui de G, donc |MN | “ |G|, d’où MN “ G.

Donc par caractérisation du produit direct, on a G » M ˆN .
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Remarque. Les deux caractérisations suivantes du produit direct sont équivalentes :
$

’

&

’

%

N,M ◁G

N XM “ teu

MN “ G

ðñ

$

’

&

’

%

@n P N,@m P M,nm “ mn

N XM “ teu

MN “ G

.

En effet :
ñ : Pour n P N et m P M , on a, par normalité de N et M : n

loomoon

PN

mn´1m´1
loooomoooon

PN

“

nmn´1
loomoon

PM

m´1
loomoon

PM

P N XM “ teu, donc on a bien nm “ mn.

ð : Pour g P G, comme MN “ G, il existe nm P NM tel que nm “ g. Alors il vient :

gNg´1 “ nmNm´1n´1 “ nNn´1 “ N et gMg´1 “ nmMm´1n´1 “ nMn´1 “ M.

Dans les deux cas, on utilise l’hypothèse @n P N,@m P M,nm “ mn et le fait que
M ou N soit un groupe. On a bien prouvé que M et N sont distingués dans G.

Exercice 7.6.

1. (B.A.-BA.) Décrire les structures possibles pour les groupes d’ordre 1225 “ 5272

Indication : montrer que les Sylow sont distingués et utiliser l’exercice 5. Constater
que tous les groupes d’ordre 1225 sont abéliens.

2. Peut-on conclure la même chose pour les groupes d’ordre 441 “ 3272 ?

Démonstration.

1. Soit G un groupe d’ordre 1225. D’après le théorème de Sylow, on a n5 | 72, donc
n5 P t1, 7, 49u. De plus n5 ” 1 mod 5, donc n5 “ 1. Il y a un unique 5-Sylow.
Comme tous les 5-Sylow sont conjugués entre eux, celui-ci est distingué.
De même, n7 “ 1, et l’unique 7-Sylow est distingué.
Le groupe G possède un unique sous-groupe N d’ordre 49 et un unique sous-groupe
Q d’ordre 25, or 49 ^ 25 “ 1, donc d’après l’exercice 5, G est le produit direct de N
et Q.
En particulier, G est abélien.

2. Soit G un groupe d’ordre 441. D’après le théorème de Sylow, on a n7 | 32, donc
n7 P t1, 3, 9u. De plus n7 ” 1 mod 7, donc n7 “ 1. Ainsi, G possède un unique
7-Sylow, qui est distingué.
Par contre, les conditions du théorème de Sylow donnent n3 | 49 et n3 ” 1 mod 3,
donc, "au mieux", on a n3 P t1, 7, 49u.
En particulier, soit N “ Z{49Z, H “ pZ{3Zq2, et

α :

¨

˝

pZ{3Zq2 ÝÑ AutpZ{49Zq

p1, 0q

p0, 1q
ÞÝÑ

x ÞÑ x
x ÞÑ 18 ˚ x

˛

‚.

On a bien un morphisme de groupes car 183 ” 1 mod 49. De plus, 182 ” 30 mod 49,
et on peut vérifier que N ¸α H est non abélien :

p1, p0, 1qq ¨α p1, p0, 2qq “ p1 ` αp0, 1qp1q, p0, 0qq “ p19, p0, 0qq,

p1, p0, 2qq ¨α p1, p0, 1qq “ p1 ` αp0, 2qp1q, p0, 0qq “ p31, p0, 0qq

Ce n’est donc pas un produit direct.

Exercice 7.7. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.
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1. Soit P un p-Sylow de H. Montrer qu’il existe P1 un p-Sylow de G tel que P “

P1 XH.

2. Réciproquement, montrer que si H ◁ G, alors P1 X H est un p-Sylow de H pour
tout p-Sylow P1 de G.

3. Soit G “ A5 et H “ tσ P A5, σp5q “ 5q (noter que H » A4). Montrer que si P1 est
un p-Sylow de G alors P1 XH n’est pas nécessairement un p-Sylow de H (prendre
p “ 2).

Démonstration.

1. Comme P un p-sous-groupe de G, d’après le premier théorème de Sylow, il existe
P1 un p-Sylow de G tel que P Ă P1. Par ailleurs P1 X H Ą P X H “ P . Comme
P1 XH est un p-sous-groupe (car sous-groupe de P1), il vient P1 XH “ P .

2. Soit P1 un p-Sylow de G. Alors P1 XH est un p-sous-groupe de H (car sous-groupe
de P1). Il existe donc un p-Sylow P de H tel que P1 X H Ă P . Par la question 1),
il existe un p-Sylow P2 de G tel que P “ P2 X H. Comme tous les p-Sylow de G
sont conjugués, il existe g P G tel que P1 “ gP2g

´1. Comme H est distingué, on a
H “ gHg´1 et donc :

P1 XH “ gP2g
´1 X gHg´1 “ gpP2 XHqg´1 “ gPg´1.

Comme gPg´1 est un p-Sylow de H, on a bien P1 XH p-Sylow de H.

3. On prend P “ xp1 2qp3 5q, p1 3qp2 5qy qui est un 2-Sylow de G. Mais P XH “ tidu

n’est pas 2-Sylow de H.

30



8 TD8 : Structure des groupes simples d’ordre ă 60, Groupes
résolubles

On montre que tout groupe simple d’ordre ă 60 est cyclique d’ordre p premier. Ce
problème est assez long, sa correction peut occuper une séance complète de TD.

1. Montrer qu’un groupe d’ordre pq (avec p et q deux entiers premiers distincts) n’est
pas simple.

2. Même question pour un groupe d’ordre p2q (attention au cas p “ 2 et q “ 3).

3. De même pour un groupe d’ordre p2q2 (attention au cas p “ 2 et q “ 3).

4. Idem pour un groupe d’ordre pqr (avec p ą q ą r trois entiers premiers).

5. Montrer que si |G| P t24, 40, 48, 56u alors G n’est pas simple. Indication : Pour
|G| P t24, 48u, on pourra faire agir G sur l’ensemble de ses 2-Sylow.

6. Conclure.

Démonstration.

1. On suppose p ą q. D’après le théorème de Sylow, le nombre np de p-Sylow divise
q et est congru à 1 modulo p. En particulier np ď q ă p, et np ” 1 rps. Il vient donc
np “ 1. Comme les p-Sylow sont conjugués entre eux et qu’il n’y en a qu’un, on en
déduit qu’il est distingué, donc que le groupe n’est pas simple.

2. On va traiter deux cas :
— Si p ą q, le même raisonnement qu’à la question précédente permet de conclure.
— Si q ą p, alors nq | p2, donc nq P t1, p, p2u. De plus, nq ” 1 rqs.

— Si nq “ 1, on peut conclure comme à la question précédente.
— Si nq “ p alors comme q ą p, il vient p ” 1 rqs, ce qui est impossible (car p

est premier).
— Si nq “ p2, alors p2 ” 1 rqs, et donc p ” ˘1 rqs.

On vient de voir que p ” 1 rqs est impossible, donc p ” ´1 rqs. Comme p ă q,
on a forcément p “ q ´ 1.
Comme q est premier et que q ą p ě 2, q est impair, donc p est pair. Le seul
cas à traiter est donc le cas p “ 2 et q “ 3 :
On sait que n3|4 et n3 ” 1 r3s, donc alors n3 P t1, 4u. Si n3 “ 1, on peut
conclure comme en question 1. Sinon, le groupe contient quatre 3-Sylow et
leur union contient 8 éléments d’ordre 3 (et l’identité). Il ne reste alors de la
place que pour un unique 2-Sylow, qui est donc distingué.

3. Par symétrie, on peut supposer sans perte de généralité que q ą p. On reprends un
raisonnement similaire à la question précédente.
On a nq | p2, donc nq P t1, p, p2u. De plus, nq ” 1 rqs.
— Si nq “ 1, on peut conclure comme en question 1.
— Si nq “ p alors comme q ą p, il vient p ” 1 rqs, ce qui est impossible (car p est

premier).
— Si nq “ p2, alors p2 ” 1 rqs, et donc p ” ˘1 rqs.

On vient de voir que p ” 1 rqs est impossible, donc p ” ´1 rqs. Comme p ă q, on
a forcément p “ q ´ 1.
Comme q est premier et que q ą p ě 2, q est impair, donc p est pair. Le seul cas
à traiter est donc le cas p “ 2 et q “ 3 :
On sait que n3|4 et n3 ” 1 r3s, donc alors n3 P t1, 4u. Si n3 “ 1, on peut conclure
comme en question 1. Sinon, comme tous les 3-Sylow sont conjugués on peut
définir une action de G sur l’ensemble de ses 3-Sylow. On a donc un morphisme
de groupe φ : G Ñ S4.
Or #S4 “ 24 ă 36 “ #G, donc φ ne peut pas être injectif et son noyau est un
sous-groupe distingué non trivial.

31



4. Par théorème de Sylow, np|qr, donc np P t1, q, r, qru. Or, np ” 1 rps et p ą q ą r,
donc np R tq, ru. Si 1 P tnp, nq, nru, on peut conclure comme en question 1. Sinon,
on a np “ qr p-Sylow d’ordre p premier, donc cycliques, et donc deux-à-deux
d’intersection triviale (car ici, tout élément d’un p-Sylow différent du neutre est
générateur de celui-ci).
Le groupe G contient donc qrpp ´ 1q éléments d’ordre p. De plus, comme nr|pq et
nq|pr, on a nr ě q et nq ě r, donc G contient au moins qpr ´ 1q éléments d’ordre r
et rpq ´ 1q éléments d’ordre q (car là encore, les r- et q-Sylow sont cycliques).
Ainsi, en comptant le neutre de G, on a :

qrpp´ 1q ` qpr ´ 1q ` rpq ´ 1q ` 1 ď |G| “ pqr,

soit encore q ` r ě qr ` 1.
Puisque 2 ď r ă q, on a donc 2q ` 1 ď rq ` 1 ď q ` r ă 2q, ce qui est absurde.

5. (a) Pour #G “ 24, si n2 “ 1, on peut conclure comme en question 1.
Sinon, comme n2|3, on a n2 “ 3. On fait agir G sur l’ensemble de ses 2-Sylow.
On a donc un morphisme φ : G Ñ S3. Ce morphisme n’est pas injectif car
#S3 “ 6 ă 24 “ #G. Son noyau est donc un sous-groupe distingué de G non
trivial.

(b) Pour #G “ 40 “ 23 ˆ 5. Alors n5|8 et n5 ” 1 r5s, ce qui mène à n5 “ 1.
(c) On procède comme pour #G “ 24. Pour #G “ 48 “ 24 ˆ 3, si n2 “ 1, on peut

conclure comme en question 1.
Sinon, comme n2|3, on a n2 “ 3. On fait agir G sur l’ensemble de ses 2-Sylow.
On a donc un morphisme φ : G Ñ S3. Ce morphisme n’est pas injectif car
#S3 “ 6 ă 48 “ #G. Son noyau est donc un sous-groupe distingué de G non
trivial.

(d) Pour #G “ 56 “ 7 ˆ 8, si n7 “ 1, on peut conclure comme en question 1.
Sinon, n7|8 et n7 ” 1 r7s, donc n7 “ 8. Les 7-Sylow sont d’ordre 7 premier,
donc cycliques, et donc deux-à-deux d’intersection triviale (car ici, tout élément
d’un 7-Sylow différent du neutre est générateur de celui-ci).
Le groupe G contient donc 8p7 ´ 1q “ 48 éléments d’ordre 7. Il reste donc
56 ´ 48 “ 8 autres éléments, soit exactement assez de place pour un unique
2-Sylow qui est donc distingué.

Dans tous les cas, G n’est pas simple.
6. Soit G un groupe d’ordre ă 60 non banal (c’est à dire pas un groupe cyclique d’ordre

premier).
Si p est premier et α ą 1, alors un groupe d’ordre pα n’est pas simple car son
centre n’est pas réduit au neutre (et tout sous-groupe du centre est distingué. Pour
le prouver, appliquer la formule aux classes pour l’action par conjugaison de G sur
lui-même).
Vu les questions précédentes, on a le tableau suivant :

¨0 ¨1 ¨2 ¨3 ¨4 ¨5 ¨6 ¨7 ¨8 ¨9

0¨ ˆ ˆ P P P P pα P P pq P P pα pα

1¨ pq P P p2q P P pq pq pα P P p2q P P
2¨ p2q pq pq P P 24 pα pq pα p2q P P
3¨ pqr P P pα pq pq pq p2q2 P P pq pq

4¨ 40 P P pqr P P p2q p2q pq P P 48 pα

5¨ p2q pq p2q P P 54 pq 56 pq pq P P

Il reste donc à traiter le cas #G “ 54. On a n3 | 2 et n3 ” 1 r3s, donc n3 “ 1, et on
peut conclure comme en question 1.
On a couvert toutes les possibilités, donc un groupe G d’ordre |G| ă 60 simple est
bien cyclique d’ordre p premier.
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Remarque. Pourquoi 60 ? A cause de A5 ! (seul groupe simple d’ordre 60 à isomorphisme
près)

Exercice 8.1. Montrer qu’un p-groupe est résoluble.

Démonstration. Soit G un p-groupe et α tel que #G “ pα. On procède par récurrence
forte sur α.

Le résultat est évident si α P t0, 1u, car un groupe d’ordre premier est cyclique, donc
abélien, donc résoluble.

Pour α ą 1, le centre de G n’est pas réduit au neutre (déjà vu), donc G{ZpGq est
d’ordre pβ avec β ă α. Par hypothèse de récurrence, G{ZpGq est résoluble et ZpGq est
résoluble car abélien, donc G est résoluble.

Exercice 8.2. Décrire les suites dérivées des groupes A4, S4, Q8 (B.A.-BA.) et Dn.

Démonstration. Pour les groupes A4, S4,Q8, on a vu dans l’exercice 1 qu’ils sont résolubles,
donc on sait que DpGq ‰ G pour G P tA4,S4, Q8u. De plus on sait que DpGq est distingué
dans G et DpGq “ teu si et seulement si G est abélien.

— Le seul sous-groupe distingué non trivial de A4 est V (engendré par les doubles
transpositions). Puisque A4 est résoluble non abélien, il vient DpA4q “ V . Comme
V est abélien, on a la suite dérivée : teu ◁ V ◁ A4.

— On sait que D pS4q “ A4. Par ce qui précède, on a : teu ◁ V ◁ A4◁S4.
Remarque. Pour prouver que, pour n P N, D pSnq “ An, une inclusion se prouve
en calculant la signature d’un commutateur. Pour l’autre sens, on utilise le fait que
An est généré par les 3-cycles, qu’on écrit comme un commutateur.
On pouvait également remarquer que S4 {V » S3 (à prouver, par exemple via
une action bien choisie, ou en remarquant que S3 V “ S4 où S3 est vu comme
sous-groupe de S4) qui n’est pas abélien. Il ne reste donc plus qu’un sous-groupe
distingué candidat : A4.

— Dans Q8, il faut se résoudre à faire les calculs. On trouve que DpQ8q “ t1,´1u,
d’où la suite t1u ◁ t1,´1u ◁Q8.

— Soient α, β, α1, β1 des entiers. On peut supposer (sans perte de généralité dans la
suite) α ě α1. On a :

”

sαrβ : sα
1

rβ
1
ı

“ sαrβsα
1

rβ
1

r´βs´αr´β1

s´α1

“ sα´α1

sα
1

rβsα
1

rβ
1´βsα´α1

sα
1

r´β1

sα
1

“ sα´α1

rp´1qα
1
βrβ

1´βsα´α1

rp´1qα
1`1β1

“ rp´1qpα´α1qpp´1qα
1
β`β1´βqrp´1qpα1`1qβ1

“ rpp´1qα´p´1qpα´α1qqβ`pp´1qpα´α1q´p´1qα
1
qβ1

Puisque pp´1qα´p´1qpα´α1qq et pp´1qpα´α1q ´p´1qα
1

q ne peuvent valoir que ´2, 0, 2,
il vient DpDnq “ xr2y.
— Si n est impair alors DpDnq “ xry, donc il vient teu ◁ xry ◁Dn.
— Si n est pair, alorsDpDnq “ xr2y, donc il vient teu ◁ xr2y ◁Dn.

Exercice 8.3 (B.A.-BA.). Montrer qu’un groupe G d’ordre |G| ă 60 est résoluble (uti-
liser le Problème traité plus haut).

Démonstration. On procède par récurrence forte sur l’ordre du groupe.
Un groupe d’ordre 2 est résoluble car abélien.
Pour #G ą 2 :
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— Si G est simple, par le Problème, G est cyclique d’ordre premier p, donc abélien,
donc résoluble.

— Sinon, il possède un sous-groupe H distingué non trivial, d’ordre ă n, donc est
résoluble par hypothèse de récurrence. Alors G{H est d’ordre ă n donc est résoluble
par hypothèse de récurrence, et on en déduit que G est résoluble.

Exercice 8.4. On se place dans le groupe GL2pRq.
1. Montrer que les matrices de la formes

ˆ

1 λ
0 1

˙

et

ˆ

1 0
µ 1

˙

, avec pλ, µq P R2

engendrent SL2pRq.

2. Montrer que les matrices
ˆ

1 2λ
0 1

˙

et
ˆ

1 λ
0 1

˙

sont conjugués dans SL2pRq. On

pourra chercher à conjuguer par une matrice diagonale.
3. Déduire des questions précédentes la suite dérivée de GL2pRq. Ce groupe est-il réso-

luble ?

Démonstration.
1. Quelques calculs pour mieux comprendre ce qu’il se passe :

ˆ

a b
c d

˙ˆ

1 λ
0 1

˙

“

ˆ

a λa` b
c λc` d

˙

ˆ

a b
c d

˙ˆ

1 0
µ 1

˙

“

ˆ

a` µb b
c` µd d

˙

On part d’une matrice A “

ˆ

a b
c d

˙

P SL2pRq, et on va essayer de la décomposer

en produit de matrices des formes données (on remarque que leur inverses sont des
mêmes formes).

Quitte à multiplier par
ˆ

1 1
0 1

˙

, on peut supposer sans perdre de généralité que b ‰ 0

(car alors a ‰ 0 car A P SL2pRq). On pose alors µ “ 1´a
b , et on a :

ˆ

a b
c d

˙ˆ

1 0
1´a
b 1

˙

“

ˆ

1 b
d´1
b d

˙

Puis λ “ ´b,
ˆ

1 b
d´1
b d

˙ˆ

1 ´b
0 1

˙

“

ˆ

1 0
d´1
b 1

˙

Ainsi, on a :

A “

ˆ

1 0
d´1
b 1

˙ˆ

1 ´b
0 1

˙´1ˆ
1 0

1´a
b 1

˙´1

“

ˆ

1 0
d´1
b 1

˙ˆ

1 b
0 1

˙ˆ

1 0
a´1
b 1

˙

,

donc les matrices données engendrent bien SL2pRq.

2. Conjuguons par Pa “

ˆ

a 0
0 a´1

˙

(forme générale d’une matrice diagonale de SL2pRq),

alors

P

ˆ

1 λ
0 1

˙

P´1 “

ˆ

1 a2λ
0 1

˙

.

Il suffit de prendre a “
?
2.
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3. Le déterminant étant multiplicatif, on a DpGL2pRqq Ă SL2pRq. De plus, avec les
notations de la question précédente, on a :

P?
2

ˆ

1 λ
0 1

˙

P´1?
2

ˆ

1 ´λ
0 1

˙

“

ˆ

1 λ
0 1

˙

.

De même,

P?
2

ˆ

1 0
µ 1

˙

P´1?
2

ˆ

1 0
´µ 1

˙

“

ˆ

1 0
µ 1

˙

.

Par la question 1, il y a inclusion réciproque, et il vient DpGL2pRqq “ SL2pRq. Les
relations nous donnent même : DpSL2pRqq “ SL2pRq.
Ainsi, GL2pRq n’est pas résoluble car sa suite dérivée est stationnaire à SL2pRq.

35


	TD 1 : Propriétés élémentaires, exemples
	TD 2 : Morphismes, ordre d'éléments, classes
	TD 3 : Sous-groupes normaux
	TD 4 : Z/nZ, (Z/nZ)
	TD 5 : Groupe symétrique, groupe diédral
	TD 6 : Actions de groupe
	TD 7 : Produits semi-directs, directs, Théorèmes de Sylow
	TD8 : Structure des groupes simples d'ordre < 60, Groupes résolubles

