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0 Exercices Supplémentaires THGR

0.1 Feuille 1

Exercice 0.1. Soit G un groupe qui posséde exactement deux sous-groupes distincts de G et {1}.
1. Montrer que tout élément de G est d’ordre fini. En déduire que G est d’ordre fini.
2. Montrer que G est cyclique.

3. Montrer que G est d’ordre pg ou p* avec p # ¢ deux nombres premiers.

Démonstration.

1. Montrons que tout élément de G est d’ordre fini. Soit € G. Supposons par I’absurde que z soit

d’ordre infini. Alors le sous-groupe de G engendré par x est infini et isomorphe & Z. Or Z posséde
une infinité de sous-groupes (les nZ), donc G posséde aussi une infinité de sous-groupes, ce qui
est absurde. Donc x est d’ordre fini.
Montrons maintenant que G est d’ordre fini. Supposons par ’absurde que G soit infini. Soit
x # 1, on note H = (x). Alors H est fini, donc il n’est pas égal & G. Soit y ¢ H. Alors K = (y)
est un sous-groupe fini de G différent de G, H et {1}. Comme G est infini, on peut trouver un
élement z ¢ H U K. Le sous-groupe engendré par z est alors différent de G, H, K et {1}. Or c’est
absurde car G posséde exactement deux sous-groupes distincts de G et {1}. Donc G est fini.

2. Soit  # 1 un élément de G. On note H le sous-groupe engendré par z. On sait que H # {1}.
Si H = @ alors on aura prouvé que G est cyclique. Sinon H # G et il existe y € G\H. On note
K le sous-groupe engendré par y. Comme précédemment K # {1}. De plus K # H. Si K = G
alors G est cyclique. Supposons que K # G. Alors il existe z ¢ H u K. Le sous-groupe engendré
par z n’est ni {1}, ni H ni K. C’est donc nécessairement G. Donc G est cyclique.

3. Comme G est un groupe cyclique, il est donc isomorphe & Z/nZ pour un certain entier n > 1. Or
le groupe Z/nZ posséde un sous-groupe d’ordre d pour tout d diviseur de n. Puisque le groupe
G posséde exactement deux sous-groupes distincts de G et 1, alors G est d’ordre pg ou p* avec
p # q deux nombres premiers.

O

Exercice 0.2. Soient G et G’ deux groupes. Soit morphisme de groupe f: G — G’.

(a) On dit que f est un monomorphisme si pour tout groupe I', la propriété suivante est vérifiée :
pour tous morphismes de groupes u,v: I' > G, si fou = fowv alors u = v.

(b) On dit que f est un épimorphisme si pour tout groupe I, la propriété suivante est vérifiée : pour
tous morphismes de groupes u,v: G' — I',siuo f =vo f alors u = v.

Montrer les résultats suivant :
1. f est un morphisme injectif si et seulement si f est un monomorphisme.

2. f est un morphisme surjectif si et seulement si f est un épimorphisme. Indication : Pour le sens
réciproque, on pourra considérer l'ensemble : E = G'/f(G) u {0} et T = Gp.

Démonstration.

1. Supposons que f soit injective, soient alors I' un groupe et u,v: I' — G deux morphismes de
groupes tels que fou = fowv. Soit x € ', alors par hypothése f(u(x)) = f(v(z)), donc u(x) = v(x)
car f est injective. Donc u = v et f est un monomorphisme.
Réciproquement, si f est un monomorphisme, prenons z,y € G tels que f(x) = f(y) et considé-
rons les morphismes de groupes u: Z — G,n — z" et v: Z — G,n — y". Alors il est clair que
fou= fowv, donc u = v puisque f est un monomorphisme. En particulier, cela implique que
x =y et donc f est injective.

2. Supposons que f soit surjective, et soit un groupe I' ainsi que u,v: G’ — I' deux morphismes de

groupes tels que uo f = vo f. Soit z € G', alors comme f est surjective, il existe z € G tel que
f(z) = z. Alors u(z) = u(f(z)) = v(f(x)) = v(z), donc u = v.
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Réciproquement, supposons que f soit un épimorphisme. Supposons par ’absurde que f ne soit
pas surjective, alors f(G) = H # G’. On pose E = G'/f(G) u {0} 'ensemble quotient de G’ par
f(G) union un point. Pour g € G’ on définit

04: EFE - K
?’H — g2'G

o = O

Soit 7 la transposition de E qui échange H et co. Alors soit u: G' — E,g — o4 et v: G —
E,g+— 1oogz07. On vérifie que uo f = vo f. Puisque f est un épimorphisme alors cela implique
que u = v. Soit z ¢ H, alors 0,(00) = o0 et

Too,o071(0) =7(0.(H)) =7(2H) =zH

Ce qui est absurde.

Exercice 0.3. On montre ici que le groupe G := SLy(Z) est engendré par deux matrices :

0 —1 1 1
s (0 ) e (1),

Pour cela, on introduit le demi-plan de Poincaré H := {z € C | ¥(z) > 0} et on note I' := (S, T) le
sous-groupe de G engendré par S et T

a b y e B +b

c d " ez td

définit bien une action de SLy(R) sur H. Quel est le noyau de cette action ?

1. Montrer que la formule

2. Exprimer 'action de S, T, ST et T'S sur H et préciser 'ordre de ces transformations.

3. On note D la partie de H suivante :
1
D= {Z€H| IR(2)| < 5et|z| > 1}.

Faire un dessin. Montrer que pour z € H il existe g € T" tel que g- z € D.

4. Soient z € D et g € G\{Id}. Montrer que si g - z € D alors z est sur le bord de D et préciser la
valeur de g (suivant la position de z).

5. Calculer les stabilisateurs de I'action de G pour un point de D (on traitera soigneusement les cas
z=1,2=7jetz=—j).

6. Soit zg = 2i. Pour g € G, on considére z := g - zg. D’aprés la question 3, il existe un élément
v eT tel que -z € D. En utilisant la question précédente, montrer que g = v~ ! et conclure.

Démonstration.
z+b

cz+d

1. On vérifie dans un premier temps que € H (on multiplie par le conjugué du dénominateur

en haut et en bas) :

S ((az + b)(cz + d)) = S(ac|z|* + adz + bez + bd) = (ad — be)I(2).

b
Comme <CCL Z) € SLa(Z), on a ad — bc = 1 et finalement @ro . H, car z € H.

cz+d
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On vérifie par ailleurs que Is - z = z et que :

a b a b ~f(a b\ dz+V
c d ¢ d) 7)) T \e d cdz+d
a’z+b
_ c’zid’ + b
a’'z+b
CC’Zid/ + d
~ (ad" +bc)z + (ab" + bd')
~ (ca' +dc)z + (cbf + dd")
_ f(ad +bc ab + bd
" \ed +dd b + dd

(D5 0)-

Donc la formule donnée définit bien une action.
On cherche a calculer le noyau de I’action vue comme application de SLg(7Z) dans &p. On cherche

a

N

donc les éléments de (i b> € SLy(Z) tels que pour tout z € H :

d
a b z_az+b_2
c d Ccz+d 7

, donc le noyau de 'action est Z <1 O>.

a
On trouve le systéme : {

—c= 0 1
. Ona: )
S.y=_—
z
T -z=2+1
-1
ST -z =
z+1
-1
TS z= z
z
De plus (& chaque fois, les puissance plus petites agissent non trivialement) :
— 8% = —I, agit trivialement donc I’ordre de la transformation est 2,

— T" -z =z +n, donc son ordre est infini,
— (ST)? = —I, donc son ordre est 3,
— (T'S)? = —I, donc son ordre est 3.

3. On a la figure suivante :
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S(z b .

On commence par remarquer que (g - z) = ¢ avec g = @ . Puisque ¢ et d sont des
lcz + d|? c d

entiers, on peut choisir g tel que (g - z) soit maximale (En effet, on cherche & minimiser |cz + d.

Voir ci-dessous pourquoi on choisit un tel g).

On va maintenant"recentrer" le point. Par la question 2, on voit que, pour z € H, si on pose

k= [?R(g-z)%—;J,onaiR(Tk~g-z)=§R(g-z)—k:e[—1/2,1/2].

Assurons-nous que ce point n’est pas dans le disque unité ouvert. Si ¢’est le cas, alors |[S - T % . g - 2| >

1. Mais alors, on voit que (S -T7%.g-2) > (T *.g-2) = (g 2), ce qui est absurde par
définition de g. Donc T% - g- 2z € D.

C\
Il reste a vérifier que g € I'. C’est bien le cas, car par la formule J(g - 2) = |\$(—|—ZZZ|2’ pour
cz
maximiser §(g-z), on doit prendre (¢, d) € {(0,1), (1,0)}, et donc on peut prendre g € {Idy, S} = T
respectivement.
4. On pose g = a b .On avuque S(g-2) = & Quitte & considérer (;\49) =(g-2,9 Y
C d |CZ + d|2 ) ) ’

on peut supposer que (g - z) = I(2) (ie |ez + d* < 1). Nécessairement, on || < 2 : on va

distinguer plusieurs cas :

— Si ¢ =0, alors d = %1 et l'action de g est la translation par £b. Comme R(z) et R(g - 2)
sont dans [—1/2,1/2], il vient b = 0et g = +Io oub = +1 (et g = £7) et N(2),RN(g - 2) €
{—1/2,1/2},

— Sic=1,alors |z +d| <1donc d=0sauf si z=j (respectivement z = —j), et dans ce cas,

d e {0,1} (resp. d € {0, —1}).
— Lecasd=0donne b =1 et |z] <1, donc |z| = 1. Il vient alors g -z = a + —, et comme
z

précédemment, il vient a = 0, sauf si R(z) = £1/2. Dans ce cas, z = j ou z = —j, et alors
a€{0,—1} ouac {0,1}. B
aj+a—1 aj+1

— Siz=jetd=1,alorsa—b=1etg-j= _ = —~—— =a+jdoncac{0,1}.
_ j+1 J
— De méme pour le cas z = —j.
— Si ¢ = —1, le raisonnement est similaire au cas ¢ = 1 en inversant les signes de a, b, ¢ et d.

Dans tous les cas, z est bien sur le bord de D.

5. Par ce qui précéde, si g # 15 est dans le stabilisateur de z € D, z est sur le bord de D. Par
contraposée, tout élément qui n’est pas sur le bord de D posséde un stabilisateur trivial.

— Par ce qui précéde, si z € D est tel que que z # j,—j et R(z) = £1/2, alors g- 2z € D si et
seulement ’action est une translation. En particulier g ne stabilise pas D, donc le stabilisateur
de z est réduit a l'identité.

— Si|z|=1et g-2€D,on adenouveau ¢ = 1 et d = 0, donc si on suppose z ¢ {j, —j}, alors

g-z=—1/z.
Le seul z stabilisé par un tel g est z = 2. Donc Stab(i) = {I3, S}.
— 1l ne reste qu’a traiter le cas o z = p ou z = —p. Dans ces cas, (a l'aide la discussion

précédente, et en testant les divers cas) on montre que Stab(j) = (ST et Stab(j) = (T'S).

6. On a (vg) - z0 = v+ 2z € D. Comme 2y € D et que zy n’est pas sur le bord de D, on a, par la
question précédente, vg = +I5. Donc g =~y ' e, etona Gc T, dou G =T.

O

Exercice 0.4 (Groupe libre, théorie de la présentation). Soit X un ensemble. A tout élément = de X,
on associe un symbole 1. Et Pon note X ~! I'ensemble des ™! pour z parcourant z. On va construire
un ensemble G(X) de la maniére suivante : un élément de G(X) est un mot, c’est-a-dire une suite finie
d’éléments de X U X ~'ne comprenant aucune séquence de deux termes consécutifs de la forme zz ! ou
2~z pour z € X. On va ajouter une loi de composition interne sur G (X). On multiplie deux éléments
(ou mots) de G(X) en les concaténant puis en le réduisant, c’est-a-dire en éliminant les séquences zz

ou z~'2 que 'on rencontre. On va définir I'élément neutre de G(X) comme étant le mot vide.
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1. Montrer que G(X) avec la loi ainsi définie est un groupe.
2. Soit f: X — G une application ensembliste, montrez que l'on peut définir un morphisme de
groupe f : G(X) — G qui vérifie f(x) = f(x) pour tout =z € X.

3. Soit R un ensemble de relations entre les éléments de X. Construire un groupe sur X (le plus
gros possible) dans lequel ces relations sont vérifiees. On note (X | R) ce groupe (c’est une
présentation!).

Remarque. Ce groupe est caractérisé par la propriété universelle suivante :

VH e GrpVf: X - H,(3'F:G— H\Vxe X, F(x) = f(z))

< (2!

cxpre R= f(x)™ ... f(xy)™ =1).

n

4. Trouver une présentation pour Z, Z/nZ, &,, le groupe modulaire PSLs(Z), et le groupe de tresse
By, (comparer a la présentation de &,,).

Une fois fait, venez parler présentation (absolue) avec moi.
Exercice 0.5 (Groupes topologiques). On va chercher a montrer qu’il existe une infinité de puissances
de 2 commencgant par un 9.
1. Montrer que tout sous groupe de R est soit monogéne, soit dense. Indication : pensez aux sous-
groupes de 7, !
2. Que se passe-t-il pour un sous-groupe H de la forme Z + aZ?
3. Application : montrer que cos(N) est dense dans [—1,1].
4. Que se passe-t-il pour un sous-groupe H de la forme Z** + aZ™*, pour a e R"\Q?
(a) Montrer que pour tout ¢ € R™* il existe une infinité de n € Z tels qu'il existe m € Z vérifiant
O0<n+am<e.
(b) Reprendre la question précédente en supposant n € N, puis conclure. On pourra s’intéresser
a(n+aZ)nRY*
5. Conclure.

Une fois fait, venez parler groupes topologiques avec moi.

Exercice 0.6 (Help!). Prouver que Sp,(Z/nZ) est engendré par les matrices By(A) = (64 t291>
9

pour A € GL4(Z/nZ), S4(C) = <1C€ (1]g> pour C € M,(Z/nZ) symétrique et Hy = <Of (1)9>,
g —tg Yg
ot Spy(Z/nZ) = May(Z/nZ) est 'ensemble des matrices M vérifiant '!MH,M = H,. Donner un
algorithme permettant de décomposer un élément de Sp,(Z/nZ) en produit d’¢léments de la forme
ci-dessous.
Une fois fait, venez m’aider !

Exercice 0.7 (Topologie algébrique). Plantez n piquets alignés dans le sol, et prenez une corde.
Trouvez une fagon d’enrouler la corde autour des piquets de sorte a ce que, si vous faites un noeud
avec les bouts de la corde, elle soit retenue par ces piquets, mais que si vous enlevez n’importe quel
piquet du sol, la corde ne soit plus attachée a rien...

Une fois fait, venez parler groupe fondamental avec moi.

Exercice 0.8 (Décomposition polaire et applications).

1. On va montrer que p : O(n,R) x 7T (R) = GL,(R), ou .7, "(R) désigne I'ensemble des
matrices symétriques définies positives :

(a) Pour M € GL,(R), cherchez & construire une (la?) racine carrée de "M M (pensez a diago-
naliser!).

(b) Explicitez S et O en fonction de M. Qu’avez-vous prouvé sur p?
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(c) Pour linjectivité de p, exprimez S en fonction de 52 grace a un polynome bien choisi, et
pensez a la diagonalisation simultanée.

(d) Pour la continuité, on cherche montrer celle de p~ 1. On admettra la compacité de O(n,R).
2. Calculer la norme triple (pour la norme |.|2) d’une matrice de GL,(R).
3. Montrer que tout sous-groupe compact de GL, (R) qui contient O(n,R) lui est égal.

Uk + u;l

4. En s’inspirant de la suite convergente (vers 1) ug4q = pour ug > 0, donner une méthode

numérique permettant d’approcher la décomposition polaire.

Exercice 0.9 (Exponentielle symétrique). Montrer que exp : .7 (R) — 7" (R) est un homéo-
morphisme. (On pourra utiliser 'exercice précédent, et au passage comprendre la dénomination de
décomposition polaire...)
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0.2 Feuille 2 : version difficile

Exercice 0.10. Soit G un groupe qui posséde exactement deux sous-groupes distincts de G et {1}.
Montrer que G est d’ordre pg ou p* avec p # ¢ deux nombres premiers.
Indication : Il se trouve que G est abélien...

Démonstration. Montrons que tout élément de G est d’ordre fini. Soit = € G. Supposons par ’absurde
que x soit d’ordre infini. Alors le sous-groupe de GG engendré par x est infini et isomorphe a Z. Or Z
posséde une infinité de sous-groupes (les nZ), donc G posséde aussi une infinité de sous-groupes, ce
qui est absurde. Donc x est d’ordre fini.

Montrons maintenant que G est d’ordre fini. Supposons par ’absurde que G soit infini. Soit = # 1,
on note H = {(x). Alors H est fini, donc il n’est pas égal & G. Soit y ¢ H. Alors K = (y) est un sous-
groupe fini de G différent de G, H et {1}. Comme G est infini, on peut trouver un élément z ¢ H U K.
Le sous-groupe engendré par z est alors différent de G, H, K et {1}. Or c’est absurde car G posséde
exactement deux sous-groupes distincts de G et {1}. Donc G est fini.

Montrons que G est cyclique. Soit & # 1 un élément de GG. On note H le sous-groupe engendré par
x. On sait que H # {1}. Si H = G alors on aura prouvé que G est cyclique. Sinon H # G et il existe
y € G\H. On note K le sous-groupe engendré par y. Comme précédemment K # {1}. De plus K # H.
Si K = G alors G est cyclique. Supposons que K # G. Alors il existe z ¢ H u K. Le sous-groupe
engendré par z n’est ni {1}, ni H ni K. C’est donc nécessairement G. Donc G est cyclique.

Comme G est un groupe cyclique, il est donc isomorphe & Z/nZ pour un certain entier n > 1.
Or le groupe Z/nZ posséde un sous-groupe d’ordre d pour tout d diviseur de n. Puisque le groupe G
posséde exactement deux sous-groupes distincts de G et 1, alors G est d’ordre pg ou p* avec p # ¢
deux nombres premiers. O

Exercice 0.11. Soient G et G’ deux groupes. Soit morphisme de groupe f: G — G.

(a) On dit que f est un monomorphisme si pour tout groupe I', la propriété suivante est vérifiée :
pour tous morphismes de groupes u,v: I' > G, si fou = fowv alors u = v.

(b) On dit que f est un épimorphisme si pour tout groupe I', la propriété suivante est vérifiée : pour
tous morphismes de groupes u,v: G' - TI',siuo f=wvo f alors u = v.

Montrer les résultats suivant :
1. f est un morphisme injectif si et seulement si f est un monomorphisme

2. f est un morphisme surjectif si et seulement si f est un épimorphisme

Démonstration.

1. Supposons que f soit injective, soient alors I' un groupe et u,v: I' - G deux morphismes de

groupes tels que fou = fow. Soit x € I, alors par hypothése f(u(x)) = f(v(z)), donc u(x) = v(x)
car f est injective. Donc u = v et f est un monomorphisme.
Réciproquement, si f est un monomorphisme, prenons z,y € G tels que f(z) = f(y) et considé-
rons les morphismes de groupes u: Z — G,n — z" et v: Z — G,n — y". Alors il est clair que
fou= fow, donc u = v puisque f est un monomorphisme. En particulier, cela implique que
x =y et donc f est injective.

2. Supposons que f soit surjective, et soit un groupe I' ainsi que u,v: G’ — I deux morphismes de
groupes tels que uo f = vo f. Soit z € G’, alors comme f est surjective, il existe z € G tel que
f(x) = z. Alors u(z) = u(f(x)) = v(f(x)) = v(z), donc u = v.

Réciproquement, supposons que f soit un épimorphisme. Supposons par ’absurde que f ne soit
pas surjective, alors f(G) = H # G'. On pose E = G'/f(G) U {00} I'ensemble quotient de G’ par
f(G) union un point. Pour g € G’ on définit

0g: EFE —- FE
7H — g2'G
0 =
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Soit 7 la transposition de E qui échange H et co. Alors soit u: G' — E,g — o4 et v: G —
E,g+— 1oogzo7. On vérifie que uo f = vo f. Puisque f est un épimorphisme alors cela implique
que u = v. Soit z ¢ H, alors 0,(0) = o0 et

Too,o7(0) =71(0,(H)) =7(zH) = zH

Ce qui est absurde.

Exercice 0.12. On montre ici que le groupe G := SLy(Z) est engendré par deux matrices :

0 —1 1 1
s (V) e (1),

Pour cela, on introduit le demi-plan de Poincaré H := {z € C | J(z) > 0} et on note I' := (S, T) le

sous-groupe de G engendré par S et T
a b az +b
czi= —
c d cz+d

définit bien une action de SLa(R) sur H. Quel est le noyau de cette action ?

2. Exprimer l'action de S, T, ST et T'S sur H et préciser 'ordre de ces transformations.

1. Montrer que la formule

3. On note D la partie de H suivante :
1
D:= {Z€H| IR(2)| < 5et|z| > 1}.

Faire un dessin. Montrer que pour z € H il existe g € I tel que g - z € D.

4. Soient z € D et g € G\{Id}. Montrer que si g - z € D alors z est sur le bord de D et préciser la
valeur de ¢ (suivant la position de z).

5. Calculer les stabilisateurs de I'action de G pour un point de D (on traitera soigneusement les cas
z=1,z=7jet z=—j).

6. Soit zg = 2i. Pour g € G, on considére z := g - z5. D’aprés la question 3, il existe un élément
v eT tel que v - z € D. En utilisant la question précédente, montrer que g = 4! et conclure.

Démonstration.
az+b

d € H (on multiplie par le conjugué du dénominateur
cz

1. On vérifie dans un premier temps que

en haut et en bas) :

S ((az + b)(cz + d)) = S(ac|z|* + adz + bez + bd) = (ad — be)I(2).

b
Comme (a b) € SLy(Z), on a ad — bc = 1 et finalement az + € H, car z € H.
c d cz+d

On vérifie par ailleurs que I - z = z et que :

a b a b fa b\ dz+V

c d)’ ¢ d) 7)) T \e a a4 d
a' z+b
aczid’—i_b

= e 'z4b
Ce 2 +d' +d

~ (ad' +bc)z + (ab' + bd')
~ (cd +dc)z + (b + dd')
aa’ +bc  ab + bd'
ca' +dd cb'—I—dd’) '

3t
SR

Sous licence |CC BY-NC-SA 4.0@ ® © © 9 Antoine DEQUAY



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

1A Maths, THéorie des GRoupes ENS de Rennes — Université de Rennes, 2024-2025

Donc la formule donnée définit bien une action.
On cherche & calculer le noyau de 'action vue comme application de SLa(Z) dans Sp. On cherche

2) € SLy(Z) tels que pour tout z € H :
a b Z_az—i—b_z
c d Ccz4d

, donc le noyau de 'action est Z <1 0>.

donc les éléments de <CCL

On trouve le systéme : {

2. On a:
-1
S.z=_——
z
T -z=z+1
ST -z =
“ z+1
1
TS-z—z
z

De plus (& chaque fois, les puissance plus petites agissent non trivialement) :
— 82 = —I, agit trivialement donc I’ordre de la transformation est 2,

— T" .z = z +n, donc son ordre est infini,

— (ST)? = —I, donc son ordre est 3,

— (T'S)? = —I,, donc son ordre est 3.

3. On a la figure suivante :

1 0 1
2 2
N I(2) a b .
On commence par remarquer que (g - 2) = ———— avec g = . Puisque ¢ et d sont des
lez + dJ? c d

entiers, on peut choisir g tel que (g z) soit maximale (En effet, on cherche & minimiser |cz + d.
Voir ci-dessous pourquoi on choisit un tel g).
On va maintenant"recentrer" le point. Par la question 2, on voit que, pour z € H, si on pose

k= [%(g-z)+;J,onaﬂ%(T_k~g-z)=§R(g-z)—k¢e[—1/2,1/2].

Assurons-nous que ce point n’est pas dans le disque unité ouvert. Si ¢’est le cas, alors |S - T7% . ¢ - 2| >

1. Mais alors, on voit que (S -T7%.g-2) > (T *.g-2) = S(g- 2), ce qui est absurde par
définition de g. Donc T%-¢-z € D.

Sous licence |CC BY-NC-SA 4.0@ ® © © 10 Antoine DEQUAY


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

1A Maths, THéorie des GRoupes ENS de Rennes — Université de Rennes, 2024-2025

(\/
Il reste a vérifier que g € T'. C’est bien le cas, car par la formule (g - 2) = |\S(—i—221]2’ pour
cz
maximiser §(g-z), on doit prendre (¢, d) € {(0,1), (1,0)}, et donc on peut prendre g € {Ids, S} < T’
respectivement.
C\l T——
4. On pose g = (CCL Z) On a vu que (g - z) = |c,;(+2)cl|2 Quitte a considérer (z,9) = (g- 2,97 ),

on peut supposer que (g - z) = I(2) (ie |ez + d* < 1). Nécessairement, on |c¢| < 2 : on va

distinguer plusieurs cas :

— Sic = 0, alors d = +1 et l'action de g est la translation par +b. Comme R(z) et R(g - 2)
sont dans [—1/2,1/2], il vient b = 0 et g = tlr oub = £1 (et g = £7T) et R(2),R(g- 2) €
(—1/2,1/2},

— Sic=1,alors |z + d| < 1 donc d = 0 sauf si z = j (respectivement z = —j), et dans ce cas,
d e {0,1} (resp. d € {0,—1}).

— Lecasd =0 donne b =1 et |z| <1, donc |z| = 1. Il vient alors g -z = a + —, et comme
z

précédemment, il vient a = 0, sauf si R(z) = +£1/2. Dans ce cas, z = j ou z = —j, et alors
a€{0,—1} ouac {0,1}.

j -1 j+1

—Siz=jetd=1,alorsa—b=1etg-j=ajd,l—fl =a‘7j =a+ j donc a € {0, 1}.
_ J

— De méme pour le cas z = —j.

— Si ¢ = —1, le raisonnement est similaire au cas ¢ = 1 en inversant les signes de a, b, c et d.

Dans tous les cas, z est bien sur le bord de D.

5. Par ce qui précéde, si g # 15 est dans le stabilisateur de z € D, z est sur le bord de D. Par
contraposée, tout élément qui n’est pas sur le bord de D posséde un stabilisateur trivial.

— Par ce qui précéde, si z € D est tel que que z # j,—j et R(2) = £1/2, alors g- 2z € D si et
seulement ’action est une translation. En particulier g ne stabilise pas D, donc le stabilisateur
de z est réduit a l'identité.

— Si|z|=1et g-2z€D,onadenouveau ¢ = 1 et d = 0, donc si on suppose z ¢ {j, —j}, alors

g-z=—1/z
Le seul z stabilisé par un tel g est z = 1. Donc Stab(i) = {I3, S}.
— Il ne reste qu’a traiter le cas ot z = p ou z = —p. Dans ces cas, (a laide la discussion

précédente, et en testant les divers cas) on montre que Stab(j) = (ST et Stab(j) = (T'S).

6. On a (yg) - 20 = 7+ 2z € D. Comme zy € D et que 2y n’est pas sur le bord de D, on a, par la
question précédente, vg = +15. Donc g =~ ' el etona Gc T, dou G =T.

O

Exercice 0.13 (Groupe libre, théorie de la présentation). Soit X un ensemble. A tout élément = de X,
on associe un symbole 1. Et I'on note X ~! 'ensemble des ! pour z parcourant z. On va construire
un ensemble G(X) de la maniére suivante : un élément de G(X) est un mot, c’est-a-dire une suite finie
d’éléments de X U X ~!ne comprenant aucune séquence de deux termes consécutifs de la forme zz ! ou
2712 pour z € X. On va ajouter une loi de composition interne sur G(X). On multiplie deux éléments
(ou mots) de G(X) en les concaténant puis en le réduisant, c’est-a-dire en éliminant les séquences zz !

ou z~ 'z que l'on rencontre. On va définir 'élément neutre de G(X) comme étant le mot vide.
1. Montrer que G(X) avec la loi ainsi définie est un groupe.

2. Soit f: X — G une application ensembliste, montrez que I'on peut définir un morphisme de
groupe f : G(X) — G qui vérifie f(x) = f(x) pour tout z € X.

3. Soit R un ensemble de relations entre les éléments de X. Construire un groupe sur X (le plus
gros possible) dans lequel ces relations sont vérifiees. On note (X | R) ce groupe (c’est une
présentation!).

Remarque. Ce groupe est caractérisé par la propriété universelle suivante :

VHVf: X > H (3F:G— HVYreX,F(z) = f(z)) & (z{*...zp" e R= f(x1)™ ... f(zy)™ =1).

n

Sous licence |CC BY-NC-SA 4.0@ ® © © 11 Antoine DEQUAY


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

1A Maths, THéorie des GRoupes ENS de Rennes — Université de Rennes, 2024-2025

4. Trouver une présentation pour Z, Z/nZ, &,, le groupe modulaire PSLs(Z), et le groupe de tresse
B, (comparer a la présentation de &,,).

Une fois fait, venez parler présentation (absolue) avec moi.

Exercice 0.14 (Groupes topologiques). Montrer qu’il existe une infinité de puissances de 2 commen-
cant par un 9.
Une fois fait, venez parler groupes topologiques avec moi.

Exercice 0.15 (Help!). Prouver que Spy(Z/nZ) est engendré par les matrices By(A) = (A O )

0, 'A°L
1, 04 P 0y 1

pour A € GLy(Z/nZ), S4(C) = o 1) pour C € My(Z/nZ) symétrique et Hy = Lo )
g g Yy

ot Sp,(Z/nZ) < May(Z/nZ) est I'ensemble des matrices M vérifiant 'MH,M = H,. Donner un
algorithme permettant de décomposer un élément de Spg(Z/nZ) en produit d’éléments de la forme
ci-dessous.

Une fois fait, venez m’aider !

Exercice 0.16 (Topologie algébrique). Plantez n piquets alignés dans le sol, et prenez une corde.
Trouvez une fagon d’enrouler la corde autour des piquets de sorte & ce que, si vous faites un noeud
avec les bouts de la corde, elle soit retenue par ces piquets, mais que si vous enlevez n’importe quel
piquet du sol, la corde ne soit plus attachée a rien...

Une fois fait, venez parler groupe fondamental avec moi.

Exercice 0.17 (Théoréme de FROBENIUS-ZOLOTAREV). On va prouver le théoréme suivant : Soient
p € N premier impair et n € N*. Alors on a :

Vu € GLy(F,), e(u) = <det(“>> .

p

On rappelle que :
— ¢(u) est la signature de u, vue comme permutation de Fy,

0 sia=0][p]
) a
— le symbole de LEGENDRE est désigné par () =<1 si a est un carré dans [, .
—1 sinon

1. Soit K un corps et M un groupe abélien. On suppose que K # Fo ou n # 2. Montrer que tout
morphisme de groupes ¢ : GL,,(K) — M se factorise par le déterminant.

2. Soit p € N premier impair. Le symbole de LEGENDRE est I'unique morphisme de groupes non-
trivial de F; dans {+1}.
Exercice 0.18 (Décomposition polaire et applications).

1. Montrer que O(n,R) x %, *(R) = GL,(R), ou ., *(R) désigne 'ensemble des matrices symé-
triques définies positives.

2. Calculer la norme triple (pour la norme |.|2) d’une matrice de GL,(R).
3. Montrer que tout sous-groupe compact de GL,(R) qui contient O(n,R) lui est égal.
4. Donner une méthode numérique permettant d’approcher la décomposition polaire.
Exercice 0.19 (Exponentielle symétrique). Montrer que exp : ., (R) — " (R) est un homéo-

morphisme. (On pourra utiliser 'exercice précédent, et au passage comprendre la dénomination de
décomposition polaire...)

Exercice 0.20 (Etude de O(p,q)). Montrer que, pour p,q # 0, on a un homéomorphisme :
O(p,q) = O(p,R) x O(¢q,R) x R,

ot O(p, q) désigne le sous-groupe de GL,14(R) formé des isométries de la forme quadratique standard
de signature (p, q). (On pourra utiliser I’exercice précédent, et celui d’avant)
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0.3 Feuille 3 : TD type agreg

Dans toute la suite, F, dénote le corps fini a ¢ éléments. Quelques rappels :

— Pour F un espace vectoriel, 'espace projectif P(F) est I'espace des droites vectorielles de E.

— Faire opérer un groupe G sur un ensemble E signifie qu’on s’intéresse & un morphisme de groupe
¢ : G —> Sp (on dit que ¢ est une action de groupe). On note classiquement, :

G — Sg
E = E>

e —> g-e

g +— ‘109:<

1. Soit n € N et E un espace vectoriel sur F, de dimension n. Pour tout un entier m avec 0 <
m < n, on note X,, 'ensemble des m-uplets (z1,...,x,,) € E™ formés de m vecteurs linéaires
indépendants.

(a) Calculer Card(X,,). En déduire Card(GLy,(Fy)).
(b) Quel est le cardinal de l'espace projectif P(E) ?

2. Soit n > 2 un entier. Soit pu,(Fy) le groupe des racines n-iémes de I'unité dans F,. Montrer que
Card(pn(Fy)) = pged(n, g — 1). En déduire le cardinal de PSL, (F,).
Indication : Soit d = pged(n,q — 1). Pour x € IF;‘, montrer que 2 = 1 si et seulement si
x € pin(Fy). Combien de racines posséde le polynome X% —1 dans IF;"?
3. Montrer que GLy(F3) est isomorphe au groupe symétrique &g.
Indication : Faire opérer GLgy(Fy) sur F3.
4. Soit E = T3.
(a) Construire, au moyen des 4 droites vectorielles D1, ..., Dy de E un homomorphisme surjectif
[N GLQ(Fg) I 64.
(b) Montrer que € induit un isomorphisme entre PSLy(F3) et le groupe alterné 204.
(¢) En déduire que SLy(F3) n’est pas parfait. (Un groupe G est parfait s’il coincide avec le
sous-groupe [G, G| engendré par les commutateurs)

5. Montrer que PSLy(Fy) est isomorphe a 5. Indication : PSLy(F4) opére sur l’ensemble X des
droites vectorielles de F%. Quel est le cardinal de PSLy(Fy) ?

6. Montrer que PGLy(F5) est isomorphe a &5 et que PSLy(F5) est isomorphe a 2As.
7. Soit n € N et E un espace vectoriel sur [F, de dimension n.
Pour un entier m avec 0 < m < n, soit G, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de
dimension m. Trouver une formule pour Card(Gy, ). Indication : GL,(Fy) opére transitivement
sur G m.
8. Pour K = R ou C, on munit M, (K) =~ K" de la topologie standard.
(a) Montrer que GL,(Q) est dense dans GL,(R) et que SL,(Q) est dense dans SLy, (R).

(b) Montrer que GL,(C), SL,(C) et SL,(R) sont connexes par arcs et que GL,(R) n’est pas
connexe.

9. Soit n = 1 un entier et I' = SL,(Z). Pour un nombre premier p, on considére ’homomorphisme
¢p : I' — SLy(Z/pZ) induit par la réduction modulo p.

(a) Montrer que ¢, est surjectif.
(b) On note I', le noyau de ¢,. Quel est I'indice de I',, dans I"'?
(c) On suppose que p > 3. Montrer que I', ne posséde pas d’éléments d’ordre fini distinct de
I’identité.
(d) En déduire que I' ne posséde, & isomorphisme prés, qu'un nombre fini de sous-groupes finis.
10. Soit n > 2, et soit a = (ay,...,a,)" € Z". Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe une matrice A € SL(Z) dont la premiére colonne est a.
(b) ngd(ah s 7an) =L
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1 Feuille 1

Exercice 1.1 (B.A.-BA.). Soit G un groupe tel que g% = e pour tout g € G. Montrer que G est
abélien.

Démonstration. Soit (z,y) € G*. Montrons que zy = yx. Par propriété de G, on a : (zy)? = zyzy = e.
Ainsi, zy = y 27! Or, pour g € G, on a ¢> = e, donc g = g~ . Ainsi, il vient bien : zy = y la™! =
Y. 0
Exercice 1.2 (B.A.-BA.).

1. Soit G un groupe, soient g € G et n = 1. Montrer que si g" = e, alors l'ordre de g divise n.

2. Soit H un sous-groupe de Z. Montrer qu’il existe un unique n € N tel que H = nZ.

3. La réunion de deux sous-groupes n’est pas toujours un sous-groupe : donner un exemple.

4

. Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G. Montrer que H u K est un sous-groupe de G
si et seulement si K €« H ou H c K.

Démonstration.

1. Par définition de l'ordre de g, on peut supposer que n > o(g). Par division euclidienne de n par
o(g), il existe (q,7) € N* x [1,0(g)[, tel que n = go(g) + r. On a donc :

e = gn _ gqo(g)Jrr _ gqo(g)gr _ (go(g))qgr _ gr'

Or, r € [1,0(g)[, donc, par définition de 'ordre, r = 0, et o(g) divise bien n.

2. Le résultat est évident si H = {0} = 0Z. Sinon, H contient un élément non nul. L’ensemble
H n N* c N est donc non vide et admet un plus petit élément, noté n. On remarque en par-
ticulier que n est unique. On a donc (n) = nZ < H. Réciproquement, si m est dans H, la
division euclidienne de m par n donne m = ng + r avec 0 < r < n. Comme H est un groupe,
r =m —nq € H. Par minimalité de n, r = 0, d’ou H = nZ.

Remarque. On remarque, réciproquement, que les nZ pour n € N sont des sous-groupes de Z :
on a classifié les sous-groupes de Z !

3. Avec la question précédente, on voit que 2Z U 37Z n’est pas un sous-groupe de Z puisque 2 et 3
sont dans 2Z u 3Z mais pas 2 + 3 = 5.

4. Pour le sens réciproque, sans perdre de généralité, on peut supposer que H ¢ K. Alors HUK = K
qui est bien un sous groupe de G.

Pour le sens direct, on prouve la contraposée. Supposons que K & H et H ¢ K. Alors il existe
he H\K et ke K\H. En particulier h,k € H u K mais pas hk ¢ H U K. En effet :

hke H=— h™‘hk = ke H,

car h™le H, et
hke K = hkk ' =he K,

car kle K.
Donc H u K n’est pas un groupe.

Exercice 1.3. Soit G un groupe fini d’ordre pair. Montrer que G contient un élément d’ordre 2.
Indication : on pourra partitionner G en utilisant les sous-ensembles du type {g,g_l}, ot g€ @G.
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Démonstration. Comme G est un groupe, tout élément a un inverse, donc on peut écrire G = U {g, g_l}.
geG

Notons H le sous-ensemble de G constitué des éléments d’ordre 1 ou 2. L’ensemble H est non-vide car

il contient e. La partition devient : G = U {9} U U {9,97'}. On peut alors passer au cardinal, et

geH geG\H
il vient :
#G =#H+# ] {9.97"}).
—— [
2 9 o
Le cardinal de H est donc pair, donc H\{e} est non vide, ce qui prouve le résultat. O

Exercice 1.4 (B.A.-BA.). Soient g et h deux éléments d’un groupe G.

(a) Montrer que les éléments g, g~ ', hgh™! ont le méme ordre.

(b) Montrer que gh et hg ont le méme ordre.
(c) Soit n un entier. Exprimer l'ordre de g" en fonction de celui de g.
(d) On suppose que gh = hg, que {(gyn<{h) = {1} et que g et h sont d’ordre fini n et m respectivement.

Exprimer 'ordre de gh en fonction de n et de m.

(e) On suppose que gh = hg et que g et h sont d’ordre fini n et m respectivement, avec n et m premiers
entre eux. Déduire de (d) que gh est d’ordre mn.

Démonstration.

(a) Soit n I'ordre de g. On note m 'ordre de ¢! et k celui de hgh™!. Alors (¢ 1)" = (¢")~! = 1, donc
m|n. De méme, g™ = ((g~1)™)~! = 1, donc n|m, d’out : g et g~ ont méme ordre.
On a également (hgh™')" = hg"h™ = 1, donc k|n, et ¢* = h=(hgh™")*h = 1, donc nl|k et les
éléments ¢ et hgh™! ont méme ordre.

Remarque. On peut montrer que, pour ¢ € Aut(G), ¢(g) et g ont méme ordre. On peut alors
appliquer ce résultat pour retrouver les précédents, avec ¢ : g — g~ ' (vu comme automorphisme
de {g), licite car le sous-groupe est abélien) et @y : g — hgh™! (qui est un automorphisme intérieur
de G) respectivement :

Soit ¢ € Aut(G), on note o(p(g)) = m. On a ¢(g9)" = ¢(g") = 1, donc m|n, et g™ = ¢ (p(g)™) =
1, donc n|m. Ainsi g et ¢(g) ont le méme ordre.

(b) On note n l'ordre de gh et m l'ordre de hg. Puisque (gh)"™ = 1 en multipliant a gauche par h et a
droite par g on obtient (hg)"™! = hg, soit encore (hg)™ = 1. Ainsi m|n. De la méme maniére, on
montre que n|m, ce qui prouve que gh et hg ont le méme ordre.

(¢) On a (¢™)°Y") = 1, donc o(g)|no(g"). 1l existe donc a € N* tel que o(g™")n = ao(g), et il vient

o(g") n _, o9
pged(n,o(g))  pged(n,o(g))
o(g) . o o(g)
Comme e sont premier entre eux, on en déduit que o(g").
beed(n,o(9)) " peed(n, o(g)) &)

pged(n, o(g))
o(g)

——— . Ilya
pged(n, o(g))

o(g) n
Réciproquement, comme (g")peed(no@) = (g°9))peedtne@) = 1, il vient o(g")

donc bien égalité.

o(9)
pged(, o(g))
(d), on peut se dire qu’on cherche a atteindre un multiple de o(g), mais qu’on y arrivera seulement
avec des multiples de n. On cherche donc a avoir n x o(¢") = ppcm(n,o(g)). Avec la formule

nxo(g) = pged(n,o(g))xppem(n, o(g)), on arrive bien au résultat. On peut le prouver formellement

Remarque. Comment avoir I'idée de 7 Si on a déja I'idée de la solution de la question

en se placant dans Z.
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(d) On va montrer que o(gh) = ppcm(n, m). On remarque que, comme g et h commutent,

(gh)ppcm(n,m) _ gppcm(n,m)hppcm(n,m) -1

Ainsi o(gh)|ppecm(n, m).

Soit k > 0 tel que (gh)* = 1, en particulier g*h* = 1 donc g* = h™*. Ainsi g* € () n (h) et donc

g" = 1. De méme h¥ = 1, et il vient n|k et m|k ce qui implique que ppcm(n, m)|k. Finalement on
a bien montré que o(gh) = ppcm(n,m).

(e) On va chercher & montrer que (g) n (h) = {1}. Ainsi, par la question (d) et comme n et m sont
premiers entre eux, on aura bien o(gh) = ppcm(n, m) = mn.

Soient p, q € Z* tels que g = h9. Par la question (c), on a alors :

n m

olg") = pged(p,n) olh?) = pged(q,m)’

n . m
pged(p,n)  pged(g, m)

Comme n et m sont premiers entre eux, il vient =1,dou g¢g? = h? =1,

ce qui prouve le résultat.

Exercice 1.5 (B.A.-BA.).

(a) Soit G un groupe. On suppose qu'il existe g € G d’ordre n tel que G = {g). Montrer que G est
isomorphe a Z/nZ.

(b) Soit p = 2 un nombre premier. Montrer qu'un groupe d’ordre p est isomorphe & Z/pZ.

Indication : on pourra admettre le Théoréeme de LAGRANGE qui stipule que si G est un groupe fint,
Vordre d’un sous-groupe de G divise l'ordre de G (ce Théoréme sera bientoét démontré en cours).

Démonstration.

Z/nZ — G
ko — gF

morphisme de groupe étant entiérement déterminé par I'image d’une partie génératrice du groupe

(a) On exhibe lapplication : ¢ : ( ), ou k est un représentant de k dans Z. Un

de départ, cela a revient a dire qu’on envoie 17,7 sur g, un générateur de G. Il faut montrer que

© est un morphisme bien défini bijectif.

— Caractére bien défini : soient k € Z)nZ et ki, ko € 7Z? deux représentants de k. On note k le
plus petit représentant positif de k dans Z. Avec les divisions euclidiennes k1 = ¢1n + k et
ko = gon + k, on a (comme g est d’ordre n) : gFt = g0tk — gk — gantk _ gk

— Propriété de morphisme : soient (7,q) € (Z/nZ)? et (p,q) des représentants de (7, ) dans Z,
ona:p(@+q) =g"""=g"¢" = p(P)p(q).

— Injectivité : soient (p, q) € (Z/nZ)* et (p,q) des représentants de (p,§) dans Z, on a :

e(p) = ¢(Q) = ¢’ =g' = g" " =eq = o0(g) =nllp—q) =pP=1
— Surjectivité : comme g est d’ordre n, G = {eg,g,...,gnfl}. Or, c’est I'image par ¢ de

{0,1,...,n =1} (dont les éléments sont tous différents).

(b) Soit G un groupe d’ordre p. Par le théoréme de LAGRANGE, tout sous-groupe de G est d’ordre 1
ou p. Comme p > 2, il existe un élément g € G\{eg}. Comme tout sous-groupe de G contient e,
en particulier, #{(g) > 1, et #{g) vaut donc p. On a donc G = {g), et on peut conclure avec la
question précédente.

O

Exercice 1.6 (B.A.-BA.). On montre que tout groupe a 4 éléments est isomorphe soit & Z /47, soit a
727 x 7./2Z. Soit G un tel groupe et e, a, b, c ses éléments. Il s’agit d’écrire la table de multiplication
du groupe.

(a) Sia = b1, vérifier que G est isomorphe a Z/47.
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(b) Sia=a"!, vérifier que G est isomorphe & Z/27 x 7./27.

Démonstration. On veut faire la table de la loi de groupe (on nous dit d’utiliser la notation multipli-
cative). On doit donc avoir le tableau suivant avec sur chaque ligne et chaque colonne les symboles
{1,a,b,c} (a prouver! (exo facile)). C’est le principe du sudoku; la preuve en noir n’utilise pas ce
principe, les ajouts en violet passent par cette propriété.

[1]a|b]c]
1|1]ja|b|c
all a
bl b
c|c

Par symétrie entre b et ¢, on a forcément a = a~* ou a = b~ ! . Ce sont les équations obtenues en
essayant de mettre un 1 sur la premiére ligne & compléter.

(a) Sia=b"1 alorsb=a"'et ¢! =c Tous les 1 sont placés sur la grille.

Remarque. Si vous n’étes pas convaincu, vous pouvez chercher a prouver que l'inverse a droite est
toujours l'inverse & gauche dans un groupe quelconque, et méme que si on ne définit qu'un neutre
a droite et un inverse & droite, alors on a toujours une structure de groupe.

De maniére plus imagée, on a trouvé certaines symétries dans le tableau de la loi de groupe! (at-
tention, tout tableau de loi de groupe n’est pas (entiérement) symétrique, sinon tout groupe serait
abélien...).

Cherchons & calculer a? :

— a® # 1, car on a supposé a~ ' = b # a. Il v a déja un 1 sur la premiére ligne.

— Sia® =a, alors a = 1, ce qui est absurde il y a déja un a sur la premiére ligne.

— Sia?=b=a"!, alors a® = 1, ce qui est absurde, car on aurait, par le théoréme de LAGRANGE,
3|4. Autre argument qui passe par la propriété du sudoku : si a® = b, alors ac = ¢, donc a = 1,
ce qui est absurde.

Ainsi, a®> = ¢. On en déduit que a est d’ordre 4, et il vient la table suivante :
[1]alb]c] | L] a o] |
1{1]a|b]|c 1 1 a |at] a®
alla|c|1|b]|On peutencore écrire: ¢ a | a® | 1 |a?t
bllb|l]|c|a atlalt a*
cllelblal|l a* a’* a7 '] a 1

On reconnait la table du groupe Z/4Z (ou utiliser la question 1.5.(a)).

Remarque. Sans passer par une table, on pouvait également chercher a calculer 'ordre de a : Par
suppositions successives, ce n’est ni 1, ni 2 (déja vu). Par le théoréme de LAGRANGE, ce n’est pas
3. C’est donc 4, ce qui permet de conclure directement.

(b) Sia=a"", alors :
— Sib=c"!, cela nous raméne au cas précédent (remplacer (a,b, c) par (¢, a,b)).
— Sib=>b71 alors ¢ = ¢ L. Il ne reste plus qu’a compléter, la régle du sudoku permet de finir!
On cherche a calculer ab.
Si ab = a, alors b = 1, ce qui est absurde. De méme, si ab = b, alors a = 1, ce qui est absurde.
Si ab =1, alors a = b~! = b, ce qui est absurde. Ainsi, ab = ¢. On calcule de la méme maniére
les autres opérations pour obtenir :
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[1]alb|c] | 0.0)[(1,0) | (0,101
1[1]alb]ec (0,0) [[(0,0) [ (1,0) [ (0,1) | (1, 1)
allalllc|d (1,0) || (1,0) | (0,0) | (1,1) | (0,1)
bblc|l|a 0,1) [ (0,1) [ (1,1) | (0,0) | (1,0)
clelblall (1,1) || (1,1) | (0,1) | (1,0) | (0,0)

On reconnait la table du groupe Z/2Z x Z/2Z.

Remarque. On pouvait également résonner comme suit :
— S’il existe un élément d’ordre 4, alors le groupe est cyclique et isomorphe a Z/47.
— Sinon, par le théoréme de LAGRANGE, tout élément est d’ordre 1 ou 2. On peut alors montrer
que le groupe est abélien (exo 1.1).
Soient x,y € G distincts et distincts de 1. Ce sont deux éléments d’ordre 2 qui commutent, donc
{x,y) est isomorphe a Z/27 x 7Z/2Z. Ce dernier groupe est d’ordre 4, donc égal a G.

O
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2 Feulille 2

Exercice 2.1. Soit G un groupe d’ordre 6. Nous allons montrer que G est isomorphe soit au groupe
cyclique Z/6Z, soit au groupe de permutations S3. On admettra que G posséde un élément d’ordre 2
noté a et un élément d’ordre 3 noté b (c’est une conséquence du lemme de CAUCHY, qui sera démontré
dans une feuille de TD consacrée aux actions de groupes).

1. Si G est abélien, montrer que G est isomorphe a Z/67Z (utiliser 'exercice 4 de la feuille 1).

2. On suppose que G n’est pas abélien. Montrer que e, a, b, b%, ab, ba sont deux & deux distincts puis
que ab® = ba. Donner la table de multiplication de G et vérifier que G est isomorphe & Gs.

Démonstration.

1. On suppose que G est abélien, donc ab = ba, et a et b sont d’ordre fini 2 et 3 respectivement,
avec 2 et 3 premiers entre eux. Par 1.4.(e), ab est d’ordre 6. Il ne reste plus qu’a conclure avec la
question 1.5.(a).

2. Comme les trois éléments ont des ordres différents, on a : #{e, a, b} = 3.

On vérifie :

— b® # e, car o(b) = 3,

— b* # a, car (b*)% = b et (b*) = ¢, donc o(b?) = 3 # 2 = o(a),

— b2 # b, sinon b = e, ce qui est absurde,

donc #{e, a,b,b*} = 4.

On vérifie :

— ab # e, sinon a = b~! = b2, ce qui est absurde,

— ab # a, sinon b = e, ce qui est absurde,

— ab # b, sinon a = e, ce qui est absurde,

— ab # b?, sinon a = b, ce qui est absurde,

donc #{e, a,b,b* ab} = 5.

On vérifie :

— ba # e, sinon a = b~! = b2, ce qui est absurde,

— ba # a, sinon b = e, ce qui est absurde,

— ba # b, sinon a = e, ce qui est absurde,

— ba # b2, sinon a = b, ce qui est absurde,

— dans la question précédente, on a vu en particulier que : ab = ba = G = 7Z/67 abélien.
Ainsi, par contraposé, comme G est supposé non-abélien, on a ab # ba,

donc #{e,a,b,b* ab,ba} = 6.

Comme G est de cardinal 6, on a décrit tous les éléments de G. Ainsi, ab® € {e, a, b, b*, ab, ba}.Comme

pour l'exercice 1.6, avec seulement les égalités provenant de 'ordre de a et b et la régle du sudoku,

on peut compléter entiérement le tableau. On vérifie que :

— ab® # e, sinon a = b2 = b, ce qui est absurde,

— ab® # a, sinon b% = e, ce qui est absurde,

— ab® # b, sinon ab = e, ce qui est absurde,

— ab® # b?, sinon a = e, ce qui est absurde,

— ab® # ab, sinon b = ¢, ce qui est absurde.

Ainsi, il ne reste qu’une possibilité : ab?> = ba. On tire de cette égalité :

ab.b = a.b> =ba, b.ab=bab=a, b.ba=">b’a=ab,
abba =b, a.ba =ab.a=">% bab®=ab,

ba.ba =e, ab.ab=e, b*.ab=ba

les autres égalités proviennent des ordres de a et b.
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| e|al|b|b*|ab]bal | I1d | 12) |(123)|(132)] (23) | (13) |
e b | v?]ab]ba Id Id (1 (123)](13 (23) [ (13)
al alelab|bal b |0 12 || a2 Id 23) | (13) [(123)[(132)
bl blbalb?]elalab| (123)[|(123)] (13) |[(132)] Id (12) | (23)
Vi vlab| e | blbalal] (132)](132)] (23) Id [(123)] (13) | (12
abllab [ V? [ba| a | e 23) [ 23) [(132)] 13) | (12 Id [ (123)
ballba| b | alab|b?] e 13) | 13) [@23)] (12 | (23) [(132)] Id

On vérifie bien que c’est la table de multiplication de &3, avec :
(e,a,b,0% ab,ba) = (Id, (1 2),(123),(132),(23),(13)).

Ainsi, G et &3 sont bien isomorphes.
O]

Exercice 2.2 (B.A.-BA.). Soit n > 2. Décider pour chacune des applications suivantes si c’est un
morphisme.

L. f: Mu(R) - M,(R), a+— a+'a.

Démonstration.

1. Soient A, B € M, (R), alors f(A+ B) = (A+ B) + (A+ B)" = f(A) + f(B), donc I'application
f est donc un morphisme de groupe.
Par ailleurs, le morphisme f n’est pas injectif car son noyau comprend les matrices anti-symétriques,
ni surjectif, car son image est incluse dans I’ensemble des matrices symétriques.

2. L’application n’est pas un morphisme de groupe. En effet, si on choisit A et B deux matrices qui
ne commutent pas entre elles, f(A'B") = BA # AB = f(A")f(B"). Par exemple, dans GLa(R),
on peut choisir :

01 11 01 11
A=(1 0> etB=<O 1>,avecAB=<1 1) etBAz(1 0).

Les matrices A et B sont bien dans GL,(R), car sont d’inverses respectifs A et <(1) _11>
3. C’est un morphisme de groupe. En effet (les deux contravariances s’annulent),
f(AB) ="(AB)™" ="'AT1B™ = f(A)f(B)

(Pest un isomorphisme car f2 = id.

Exercice 2.3. Soit ¢: G; — G2 un morphisme de groupes.
1. Soit g un élément de Gy d’ordre fini. Montrer que l'ordre de ¢(g) divise 'ordre de g.
2. On suppose que (G est engendré par I’ensemble de ses éléments d’ordre 2 et que Gy est fini,

d’ordre impair. Montrer que ¢ est trivial.

Démonstration.

1. Ona: ¢(9)°9 = o(g°¥)) = (1) = 1. Ainsi : o(p(g))]o(g)-
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2. Puisque ¢ est un morphisme de groupe, il est déterminé par 'image d’une partie génératrice de
G1. On s’intéresse donc a l'image par ¢ des éléments d’ordre 2 de G1. Soit g € G1 un élément
d’ordre 2.

D’apreés la question précédente, o(¢(g)) divise o(g). Donc o(¢(g)) € {1,2}. Or, comme l'ordre
d’un élément de Go divise l'ordre de Ga, il vient o(¢(g)) = 1, donc ¢(g) = 1. Finalement le
morphisme ¢ est trivial.

O

Exercice 2.4. Soit ¢ un morphisme d’un groupe fini (G, ) vers (C*, x). On suppose que ¢ n’est pas
une application constante. Calculer
> el).

zeG

Démonstration. Comme ¢ n’est pas 'application triviale, il existe y € G tel que ¢(y) # 1. On remarque
que Papplication G — G, & — xy est une bijection d’inverse z — zy~!. On a alors :

D o(2) ( > @(17:!/)) = elay) = e(y) Y, elx).
zeG ryeG zelG zeG

Comme ¢(y) # 1, il vient : Z p(z) = 0. O
zeG

Exercice 2.5 (B.A.-BA.). Soient G un groupe et H un sous-groupe. Montrer que I’application
gH — Hg™! est une bijection de 'ensemble des classes & gauche sur celui des classes a droites.

Rappel. On définit les classes a droite de H dans G comme les classes d’équivalence de la relation
T ~py < xy ' e H et les classes a gauche comme étant celles de la relation z ~ y < y 'z € H.
L’ensemble des classes a droite est noté H\G, et 'ensemble des classes a gauche H/G. Si H est normal
(ou distingué), les deux ensembles sont égaux : c’est le groupe quotient.

Démonstration. On commence par s’intéresser aux ensembles de départ et d’arrivée de I'application.
Soit g € GG, montrons que les classe a gauche de G sont exactement les éléments de la forme gH.

Soit « € gH, alors il existe h € H tel que © = gh, soit encore ¢ 'z = h € H. Donc = ~p, g.
Réciproquement, si  ~, ¢ alors il existe h € H tel que g~ 'z = h, soit encore © = gh € gH, ce qui
prouve que les classes & gauche sont de la forme gH avec g € G.

La preuve pour les classes a droite est la similaire.

On note f Papplication qui envoie gH sur Hg~'. Montrons que f est injective. On a par équivalences
successives :

1 -1

Hyl=Hrle— glapastegy4!

reH <z~ g gH =xH,

ce qui prouve la bijectivité de f. O

Remarque. L’exercice n’est pas utile pour cela, mais il n’est plus trés difficile de prouver le théoréme

de LAGRANGE, a présent qu’on sait ce qu’est une classe a gauche... (Il suffit voir que G = U gH, puis
gelG

de choisir des représentants des classes & gauches et passer au cardinal).

Exercice 2.6. On considére une décomposition d’un entier n de la forme n = ni+- - -+ny avec n; > 0.
k

Montrer que H(nl') divise n!. On pourra appliquer le théoréme de Lagrange & un sous-groupe bien

i=1
choisi de S,,.
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Démonstration. On pose ng = 0, et on considére la partition de [1,n] donnée par
k=1 4 i+l
1 NJanH,an]] .
i=0 [lj=0 Jj=0

On considére le sous-groupe H de &,, qui stabilise cette partition. Cela revient a chercher les permu-
k

k
tations "morceau par morceau", et on a : H ~ H &,,,. Donc 'ordre de H vaut H(ni!), ce qui prouve
i=1 1=1
k
que H(nl') divise n!, par le théoréme de LAGRANGE. O
i=1
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3 Feulille 3

Exercice 3.1 (B.A.-BA.). Soient G un groupe et H un sous-groupe normal de G d’indice n.
1. Montrer que g" € H pour tout g € G.
2. Cette propriété nécessite la condition de normalité : dans G = &3, donner un exemple de sous-
groupe (non-normal) H d’indice 3 et d’un élément g € S5 tel que ¢> ¢ H.
Démonstration.
1. Soit g € G. Puisque le groupe G/H est d’indice n, l'image de g dans G/H vérifie g" = 1
(LAGRANGE). Cela implique que g" € H.
6
2. On prend G = &3 et H = {id, (1 2)}. Le groupe H est un sous-groupe de G d’indice 5= 3, mais
(13)% = (1 3) n'est pas dans H.
O

Exercice 3.2 (B.A.-BA.). Soient K, H deux sous-groupes d’'un groupe G.

1. Vérifier que si K <G, alors K " H << H.

2. Montrer que si K <1 G, alors K H est un sous-groupe de G. Déduire de 1. que du plus K << KH.
3. Vérifier que si K < H et K <G alors K < H.
4

. Trouver dans G = G4 deux sous-groupes K, H vérifiant K << H et H << G mais tels que K n’est
pas normal dans G.

Démonstration.

1. Supposons que K <1 G. En particulier, K < G, et on a bien K n H < H. De plus : Vk € K,Vg €
G, gkg' € K. En particulier, on a : Vk € K,Yh € H,hkh™' € K. Comme H < G, il vient bien :
Vke K n H,Yhe Hhkh™" e K n H. Ainsi, on a bien K n H < H.

2. Montrons que K H est bien un sous-groupe de G. On a bien 1 x 1 = 1 € KH. Soient (kh,kh) €
(KH)?. Alors :
— (kB = () T R e KH,
—_—
— khkh = kpkhh 'h™' hh e KH.
—_— ) ——
eK eH

—_———
ek
Donc K H est bien un sous-groupe de G, et par ce qui précéde,ona: K = K n KH <1 KH.

3. En effet, si K < H et K <G, alors : Yk € K,Yg € G,gkg~' € K. En particulier, comme
K < H <G, onabien : Vke K,Vhe H hkh™' € K. Donc K <1 H.

4. On remarque que K = {Id, (1 2)(3 4)} est distingué dans
H = {Id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} qui est lui-méme distingué dans S4. Cependant K
n’est pas distingué dans &4 (conjuguer par (1 3) par exemple).

O

Exercice 3.3 (B.A.-BA.). Soit G un groupe.
1. Montrer que Z(G) < G.
2. Montrer que si le quotient G/Z(G) est monogéne, alors G est abélien.

3. Soit G un groupe d’ordre p? ot p est un nombre premier. On admet que Z (G) n’est pas trivial
(on 'établira plus tard dans le cours en considérant l’action du groupe G sur lui-méme par
conjugaison). Montrer que G est abélien.

Démonstration.

1. Par définition de Z(G), on a, pour tout z€ Z(G) et g€ G : gzg ' = g 19z = z € Z(G), d’ou le
résultat.

Sous licence |CC BY-NC-SA 4.0@ ® © © 23 Antoine DEQUAY


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

1A Maths, THéorie des GRoupes ENS de Rennes — Université de Rennes, 2024-2025

2.

Soit a tel que (@) = G/Z(G) et a un antécédent de a par la projection 7 : G — G/Z(G). Soient
x,y € G, alors il existe n,m € N tels que = a” et §j = a™, soit x = a"a’ et y = a™y’, ou
2’y € Z(G). On a alors :

/ / /!
xy = a"x'a™y = "ty 2 = ya.

Donc finalement, a € Z(G), donc a = 1 et G = Z(G).

Comme #Z(G) > 1 et divise p? (théoréme de LAGRANGE), on a #Z(G) € {p, p*}. Supposons
par 'absurde que Z(G) = p. Alors #G/Z(G) = p, donc le groupe quotient est cyclique, et donc,
par la question 1, G = Z(G). C’est donc absurde, et on a bien G abélien.

O

Exercice 3.4 (B.A.-BA.). Soit G un groupe.

1.

Montrer que D(G) < G.

2. Soit N < G. Montrer que G/N est un groupe abélien si et seulement si D(G) < N.
3. On définit Dy(G) = G et D;+1(G) = D(D;(QG)) pour tout ¢ = 0. Observer que D;;1(G) < D;(G)
et que D;(G)/D;t+1(G) est abélien.
Démonstration.
1. On rappelle que D(G) = {{[z,y], (z,y) € G2}> < G, ou [z,y] = zyz~ty~ L. Soit (x,y,g) € G,
-1 -1, -1 -1 TS RS IS s s | ~1 —1
ona:glz,ylg =gryry g =gxg gyg gr g gy g =Ilg9xg ,g9yg 1€ D(g). On
a prouvé le résultat sur les générateurs. La conjugaison étant un morphisme, le résultat s’étend
sur tout le sous-groupe, ce qui montre bien que D(G) < G.
On pouvait également remarquer que [-, -] est défini uniquement avec des opérations de groupe.
Comme la conjugaison par g € G (notée ¢,) est un morphisme, on a donc cq([z,y]) = [¢q(2), cg(y)].
Enfin, on pouvait également prendre x € D(G), et remarquer que :
~1 1,1
rg " =grg x r € D(Q).
grg grg @ z (G)
=[g,x]eD(g) €D(G)
2. On raisonne par équivalences :

G/N abélien < ¥(z,7) € (G/N)? [z,5] = e
= V(r,y)eG,[zr,yle N
<= D(G) < N.

On a vu en question 1. que Do(G) <t D1(G). Pour le prouver dans le cas i € N il suffit d’appliquer
le résultat de la question 1. & G = D;(G). En appliquant le résultat de la question 2. & ce méme
G, on obtient bien le caractére abélien des quotients successifs.

O

Remarque. On appelle cette suite la suite dérivée de G. Si elle est stationnaire a {e}, G est dit résoluble.

Exercice 3.5. Un sous-groupe H d’un groupe G est dit caractéristique si a(H) = H pour tout
a € Aut(G). On note alors H « G.

1
2
3
4

Montrer que H « G implique H <1 G. Montrer que le Z(G) et D(G) sont caractéristiques dans G.
Donner un exemple de sous-groupe d’un groupe G qui est normal mais pas caractéristique.
Montrer que K « H « G implique K « G. En déduire (cf Ex 4) que D;(G) « G pour tout i = 0.
Montrer que K « H <1 G implique K < G.
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Démonstration.

1.

— Etre un groupe normal est équivalent a étre stable par tous les automorphismes intérieur. Or
Int(G) < Aut(G), donc étre caractéristique implique étre normal.

— Soient z € Z(G), y € G et a € Aut(G). Alors il existe ¢’ € G tel que a(y’) = y. On va
montrer que a(Z(G)) < Z(G) ce qui permettra de conclure sur I’égalité puisque « est un
automorphisme (donc bijectif. On ne le précisera plus dans la suite). On a :

a(@)y = a(@)a(y) = a(zy’) = a(y'z) = ya(z).

Donc a(x) € Z(G) ce qui prouve que le centre de G est caractéristique.
— Soit @ € Aut(G). On va vérifier que "o d’'un commutateur est un commutateur". Comme «
est un morphisme de groupe, la linéarité permettra de déduire que a(D(G)) < D(G).

oy~ y™") = a(z)a(y)a(z)  aly)

Ce qui prouve que D(G) est un sous-groupe caractéristique de G.

On consideére le sous-groupe {0} x Z/27Z de Z/27 x Z/27. L automorphisme «: (x,y) — (y,x) ne
stabilise pas {0} x Z/27Z car o({0} x Z/27Z) = 7Z/27 x {0}. Pourtant, le groupe est bien normal
dans Z/27 x Z/27.

La méme idée peut se transposer aux matrices (avec n = 2) dans (M, +) avec comme sous-
groupe normal le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, et comme automorphisme
particulier la transposition.

Soit a € Aut(QG), puisque H « G, o(H) = H et donc alg € Aut(H). Or K « H, donc a(K) =
|H

oy

Pour montrer que D;(G) « G pour tout ¢ > 0, il suffit de faire une récurrence, l'initialisation se

faisant avec la question 1.

(K) = K, ce qui prouve que K « G.

Remarque. Ici, on a utilisé la notation suivante : Pour f : A - U, Bc Aet V < U tels que

f(B) c U, on écrit :f“,g : < ? : fE/I) >

. Soit a € Int(G), puisque H < G, a(H) = H et donc a‘g € Aut(H). Puisque K « H, on a

|
a(K) = alg(K) = K, et donc K < G.

O

Exercice 3.6. Soit G un groupe non abélien d’ordre 8.

1.

ANl O o

Montrer que G contient un élément x d’ordre 4 et que le groupe qu’il engendre est normal dans
G.

Soit alors y € G\{(z); montrer que y? = 1 ou y? = z°.
Si y? = 1, montrer que yzy = 2~ et en déduire que G est isomorphe & Dy.
Dans le cas restant, écrire la table de G est conclure que G est isomorphe & Qg.

Donner la liste des groupes d’ordre 8 a isomorphisme prés.

Démonstration.

1.

L’ordre des éléments dans G est compris dans {8,4,2, 1} par le théoréme de LAGRANGE.

Le groupe n’étant pas abélien, il n’est pas cyclique, donc il n’y a pas d’élément d’ordre 8.

De méme si tous les éléments de G étaient d’ordre 2, alors le groupe serait abélien. (En effet,
dans ce cas, on a pour tout (z,y) € G2 : (zy)? = 1, donc zy = y ta~! = yx).

Donc il existe un élément x d’ordre 4.

8 L .
Le groupe {z) est d’indice - 2 dans G, donc il est normal. (voir la remarque en fin d’exercice).
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2. Par définition de y, son image dans G/{x) n’est pas le neutre. Comme #G/{x) = 2, il vient
7° =1, donc y? € (x).
Siy? # 1, alors y? est d’ordre 2 (par LAGRANGE). Le seul élément d’ordre 2 dans (x) est 22, cela
permet de conclure.

3. Si 92 = 1, alors comme (z) est normal, on a yzy € (). De plus yzy est d’ordre 4, donc il vaut
soit x, soit z L.
Or si yry = x, alors x et y commutent. Comme G = {(x) u y{x), alors cela impliquerait que G
est commutatif, ce qui est absurde. Donc yzy = 2~ L.
A cause des relations sur ses éléments (qui est une présentation de D4E[), le groupe G s’identifie

a un quotient de D4. Comme G et D4 ont le méme ordre, ils sont bien isomorphes.

4. Les éléments de G sont {1, z,y, %, x4,y zy, (zy)~1}. 1l faut alors utiliser les relations 2% = 1

et 2° = 9?, le caractére normal de (z) dans G (qui permet par exemple de calculer yzy ') pour
pouvoir calculer la table du groupe (vu la forme de la question, ne pas hésiter & commencer par
calculer la table de Qg pour "s’aider" a trouver le résultat).

| [ 1 ] | v | @ [« [y [ 2y [y

1 1 y ? Tyt ay [y
x x z? xy z 1 1 (zy) 1] ! Yy

y y @yt 2 | oy | ay 1 x a”!
z? z? z 1 y ! 1 T Yy (zy) " Ty

z 1 z 1 1 (zy) ! T z? Ty Yy y~ !

vyt ey [0 y (@[ 2* | a7

xy xy Yy b (@)t oyt x z? 1

(wy) [y y! z y y z ! 1 z’

On compare cette table a la table de Qg = {1, —1,14, —1, j, —j, k, —k} avec les relations i =j% =
k* = ijk = —1etij =k, ji = —k, ik = —j, jk = i. Comme dit dans H2G2 : toute ressemblance
avec le produit vectoriel ne serait fortuite!

L v [-1[-if[=j]k[=F]
1 1 i | g |1 —=i|—=j| k |-k
i i | =1 k| —=i| 1 |=k|—4| J
J jl=k|-1|—4| k | 1 i | —1
1| -1 —=t|—5| 1 ) j |-k k
—i || =i | 1 |=k| ¢ |=1| k | 7 | —j
—j 1 —J 1 jl=k|-1|—-i]| 1
k k| g |—i|—-k| Jj i | =1 1
k|| —-k|—j1| 1 k|—j|—1| 1 |-1

5. On a classifié les groupes d’ordre 8 non abéliens. Les groupes abéliens d’ordre 8 sont Z/87Z,
ZJAT x 7)27, (Z/27)% [
O

Remarque. On cherche & prouver que :

H<G
= H<G
[G: H|=: }
Soient g € G et h € H, montrons que ghg ' € H.
— Si g € H, le résultat est immédiat, car H < G,

1. Pour aller plus loin, voir fici.
2. Voir une version compléte lici
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— Sinon, on traduit 'hypothése [G : H] = 2. Cela signifie que # {gH, g € G} = 2. On vérifie qu’on
peut prendre e et g comme représentants de ces ensembles (vrai car g € G\H). Ainsi, comme
les classes d’équivalences forment une partition de G, on peut écrire : G = H u gH. 1l suffit
donc de montrer que ghg~! ¢ gH.

On raisonne pour cela par Pabsurde : si ghg™! € gH, alors il existe hg € H tel que ghg™ ' = ghy.
Mais alors, il vient g = hy, Yh e H, ce qui est absurde, d’ou le résultat.
On pouvait aussi reprendre 'exercice 2.5....
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4 Feuille 4

Exercice 4.1 (B.A.-BA.).

1. Quel est le dernier chiffe de I’écriture décimale de 320247

2. Soit x un générateur de Z/nZ et soit m € {1,...,n}. Montrer que ma est d’ordre d dans Z/nZ
si et seulement si m = %k ol k est premier avec d.
3. Montrer que Z ©(d) = n. On pourra regrouper les éléments selon leur ordre dans Z/nZ.

dln
Démonstration.

1. Pour avoir son dernier chiffre en écriture décimale, on peut chercher & représenter 32924 dans
Z/10Z. On commence par chercher I'ordre de 3 dans (Z/10Z)*.

On constate que 3 est d’ordre 4 modulo 10 (pour la multiplication). De plus 2024 = 4 x 506 + 0.
I vient donc 3**** = 3°[10] = 1[10].

2. Supposons que o(mx) = d, alors (md)z = 0, donc o(z) = n|md. Ainsi m = gk pour un certain
entier £ non nul.

Notons p = pged(d, k), d = pd’ et k = pk’. Alors d'mz = ——

pd/pk'dlﬂs = k'nz = 0 car o(z) = n.
Donc o(mx) = d|d’|d, donc d’ = d et il vient bien p = 1.
Réciproquement, si m = Pretk premier avec d, alors, on a bien mdx = nkx = 0. Donc mx est
d’ordre un diviseur de d.

n
Comme d est premier avec k, il existe u,v tels que 1 = ku + dv. On a o(ma:)gka: = 0, donc

o(mx)gkzux = 0. Ainsi :
o(mx)ﬁ(l —dv)x = o(mx)%x =0.

n
Ainsi, comme z est d’ordre n, o(mzz;)a est divisible par n. Comme o(mx) est un diviseur de d,
on a forcément d = d’, ce qui prouve que mx est d’ordre d.

3. On remarque que :

Z/nZ = |_| ix € Z/nZlo(z) = d} .
dln =?2d

Le groupe Z/nZ étant cyclique, on note x un générateur, et pour tout y € Z/nZ, il existe un
unique m € [1,n] tel que y = mz. Par la question précédente, on a :

Ag = {mz € Z/nZlo(x) = d,m e [1,n]} = {mx € Z/nZ ’me [1,n],m = %k,k e [1,d],knd= 1}

— {gker/nZUse[[l,d]],k:/\dzl}.

Par la définition de l'indicatrice ’EULER, # A4 = ¢(d) pour d un diviseur de n.
L’union étant disjointe, il vient bien Z o(d) =n.
din

Les trois prochains exercices sont destinés a montrer les propriétés suivantes.
Ex 4.2 : (Z/pZ)™ est cyclique pour tout nombre premier p > 2.
Ex 4.4 : (Z/p*7Z)™ est cyclique pour tout nombre premier p = 3 et pour tout entier o > 2.
Ex 4.5 : (Z/2%Z)* est isomorphe a (Z/2%727) x /27 pour tout entier a > 3.

Exercice 4.2. Soit O = {d | o(z) = d,z € (Z/pZ)™}. On commence par montrer (questions 1. et 2.)
qu’il existe un élément d’ordre r = ppcm(O), en particulier r divise p — 1. La question 3. permet de
conclure.
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1. Redémontrer (cf Feuille 2) que si o(x) = p et o(y) = ¢ avec p,q premiers entre eux, alors
o(zy) = pq.
n
2. Notons H p;"* la décomposition de r en facteurs premiers. Vérifier qu'il existe z; € (Z/pZ)™ tel
i=1

que p;"* divise o(x;). En déduire qu’il existe y; € (Z/pZ)* tel que o(y;) = p;**. En déduire qu’il
existe un élément d’ordre r = ppem(O).

3. Soit E := {z € (Z/pZ)* 2" = 1}. Vérifier que E = (Z/pZ)*. Vérifier ensuite que p —1 < r. En
déduire que (Z/pZ)™ est cyclique d’ordre p — 1.

Démonstration.
1. Comme (zy)?? = 1, pq | o(xy). De plus, si (zy)* = 1, alors 2* = y~*, et donc 2" = 1 = 37, en
particulier ¢ | kp, donc ¢ | k puisque p A ¢ = 1. De méme, p | k, donc pq | k.

2. Pour i € [1,n], il existe un élément x; € (Z/pZ)* tel que o(x) = p;"'u avec w un certain entier
premier avec p;. (En effet, si p;"" n’apparaissait dans 'ordre d’aucun z € (Z/pZ)*, il ne pourrait
pas apparaitre dans ppem(0O)). Ainsi, avec y; = xf', o(y;) = p; .

n
Par la question précédente, ’élément y = H y; € (Z/pZ)* est d’ordre 7.
i=1
3. L’ensemble E est non vide, et on a méme (Z/pZ)* < E, car r est le ppcm des ordres de tous les
éléments de (Z/pZ)*, donc E = (Z/pZ)*.

Comme Z/pZ est un corps, I’équation 2" — 1 = 0 posséde au plus r solutions. Ainsi, Card(E) =

p — 1 < r. Puisque r divise p — 1 (par LAGRANGE, d’aprés la question précédente), il vient

r=p—1, et donc (Z/pZ)* posséde un élément d’ordre p — 1, donc est cyclique.

O

Exercice 4.3. Soit p un nombre premier et soit ¢ le morphisme d’anneau naturel Z/p*Z — Z/pZ.
Vérifier que ¢ est bien défini et qu’il induit un morphisme de groupes (Z/p“Z)* — (Z/pZ)™ surjectif.

Rappel. En général, on voit cette version de la Propriété universelle de l'anneau quotient (A/I,T) :
Pour tout morphisme d’anneau f : A — B tel que I < Ker(f), il existe un unique h : A/ — B qui
rende commutatif le diagramme suivant :

A

Le coeur de la preuve de cette propriété est le fait que Ker(mw) < Ker(f). Cela permet de montrer que
h est bien défini. La vérification des propriétés est alors "simplement" calculatoire.

Z/p*7 — Z/pZ
Démonstration. Pour prouver que ¢ : ( IE/[I;’Q] IQ/[Z;]

(Z — ZJpZ

) est bien défini, on part de la projection

E —s kP
¢ est donc bien défini, comme factorisation de f par Z/p®Z :

). On remarque que p*Z < pZ = Ker(f). Par la propriété universelle du quotient,
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Le morphisme ¢ induit bien un morphisme de groupe ® : (Z/p“Z)* — (Z/pZ)* : c’est une
propriété générale des morphismes d’anneaux|’|
Enfin, le morphisme ® est bien surjectif, par la construction ci-dessus, et car mo l'est. En effet,

(Z/p2)* = {kP kA p =1,k e [1,p]}, donc o (m ({k € [1,pl.k A p = 1}) = (Z/pZ)", ce qui prouve
que @ est surjectif. O

Exercice 4.4. Soit p > 3 un nombre premier et soit « > 2.

1. Montrer que pour tout k > 0, il existe un entier Ax non divisible par p tel que :
(1+p)? =14 N\

En déduire que la classe de 1 + p dans Z/p“Z est d’ordre p®~ ! dans (Z/p“Z)*.
2. Exhiber un élément d’ordre p — 1 dans (Z/p*Z)™ (utiliser les Exercices 2. et 3.).
3. En déduire que (Z/p*Z)™ est cyclique.

Démonstration.

1. On procéde par récurrence sur k. Pour £ = 0, on a (1 + p)pO =1+ p, donc \g = 1. On suppose
le résultat vrai pour un certain rang k. Alors :

k+1
(1+p)P " =@+ MNP =1+ Nyp1p™2,

P

ol A\py1 = A\p + Z <p> )\%p(kﬂ)(i_l)_l = 1[p]. Cela permet de conclure la récurrence.

i
i=2

Par ce qui préceéde, on a : (1 + p)p%1 = 1[p“], donc lordre de 1 —I—kp dans (Z/p“Z)* divise p®~*

(c’est donc une puissance de p). Pour k € [0, — 2], on a (1 +p)? =1+ \p™™! £ 1[p] car p

ne divise pas A,. Donc T+ p est d’ordre p®~! dans (Z/p®Z)*.

2. Par l'exercice 4.2., on sait que (Z/pZ)™ est cyclique. On a donc accés & y un générateur, qui est
d’ordre p — 1. Par 'exercice 4.3., comme @ est surjective, il posséde un antécédent x par ® dans

ofz)
(Z/p*Z)*. Alors, en considérant & = x?—1 (o(x) est bien divisible par p— 1, voir 2.3.1), on a bien
=1
3. On cherche a construire un élément d’ordre #(Z/p*Z)* = p* (p — 1). Comme I+ p et &
commutent, que o(I + p) = p® !, que o(Z) = p — 1 et que pged(p® ,p—1) = 1, (1 + p)& est
bien d’ordre voulu.

O

Exercice 4.5. Soit o > 3.

1. Montrer que pour tout k > 0, il existe Ax impair tel que
% =1+ \282

En déduire que 5 est d’ordre 2°72 dans (Z/2°Z)*.

2. On considére (cf Ex 4.3) le morphisme naturel (Z/2°Z)* — (Z/AZ)™ ~ 7/2Z, celui-ci est
surjectif. Montrer que son noyau est d’ordre 272 et engendré par 5. En déduire que

(Z/2°Z2)* ~ (2/2°7*Z) x Z/2L.

Démonstration.

3. Pour p: A— Betae A", plaxa ') =p(la) = 1 = ¢(a) x p(a™"), donc p(a) € B* et p(a)™" = p(a™") : ¢

induit un morphisme de groupes ¢ : A — B”*.
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1. On procéde par récurrence sur k. Pour k = 0 le résultat est clair (Ag = 1). On suppose le résultat
vrai pour un certain rang k. Alors :

52k+1 _ (1 + )\k2k+2)2 =14 )\k‘2k+3 + )\%22k+4 =1+ )‘k+12k+37

Ol A\py1 = A + A228F1 = 1[2]. Cela permet de conclure la récurrence.
Par ce qui précede, on a : 52 = 1 [2], donc Vordre de 5 dans (Z/2°Z)* divise 2%72. Pour
ke [0,a — 3], on a 520 = 1 4+ \282 21 [2%] car Ay est impair. Donc 5 est d’ordre 2%72 dans

(2)2°7)".
2. Notons ¢ : (Z/2°Z)* — (Z/AZ)*. Le théoréme d’isomorphisme nous assure que le cardinal de
207t x (2-1 .
son noyau est L) — 2972 Comme 5 = 1 [4], par construction du morphisme de

I'exercice 4.3., il est clair que le sous-groupe engendré par 5 est dans le noyau de ce morphisme.
Par cardinalité, 5 engendre le noyau.

On a donc (Z/2°Z)* /{5y ~ (Z/AZ)* ~ 7/27Z.

Il reste a montrer que :

(Z/2°7)* ~ (5) x (ZJAZ)*.

Attention, A/B ~ C = A ~ B x (' est faux en général! Pensez a Z/4Z et 7,/27...

Pour cela, on utilise le critére d’isomorphisme du produit direct. On pose :

— Hy =Ker(p) = {5),

— Hy ={1,-1} < (Z/2°Z)".

On peut vérifier que :

— Pour tout (hl, hg) € Hy x Hy, hihy = hohy (évident),

— Hy1Hy = (Z/)2°7Z)* (par cardinalité),

- H1 M HQ = {1}

Ainsi, on a bien (Z/2%Z)* isomorphe au produit Hy x Hy ~ (Z/2°‘_2Z) x 7,/27.

. N . . . . X
Remarque. Pour une construction "a la main", on pouvait écrire, pour x € (Z/2°7Z)" :

Si p(z) = 1 = 3%, alors il existe un unique k, € [[O, 2072 _ 1ﬂ tel que x = Hk=,

— Si@(x) =3 =3, alors il existe un unique k, € [[0, 2072 _ 1ﬂ tel que © = —5k=.
Pour z € (Z/2°Z)*, il existe donc un unique couple (u,,k;) € {0,1} x [[0,2”72 —1] tel que z =
(Z)2°7)* — (Z/2°7'Z) x (Z,/27)

est un isomor-
x i (kl “x)

(—1)u= x 5%=. Ainsi, on peut vérifier que <

phisme.
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5 Feulille 5

Exercice 5.1 (B.A.-BA.). Ecrire les décompositions en cycles des permutations suivantes :
1. (314)(15926)(53),
‘)
1)

1 2
2 5
(123450673
~\5 6 931478
la décomposition en cycle disjoint est donc : ¢ = (1 5)(2 6 4
2. Puisque o0 = (1254 3), il vient 07! = (3452 1).

2. 0! avec o := < i1’> ;1

Démonstration.

1. La permutation est :

Exercice 5.2 (B.A.-BA.). Calculer 0%°?* avec

(1 23 4 5678 9 10 11 12
7=\ 10 98 11732612 5 4 1 )

Démonstration. On peut écrire o en cycle disjoints ¢ = (1 10 57 2 9 12)(3 8 6)(4 11). Ainsi, o est
décomposée en un 7-cycle, un 3-cycle et une permutation. On a : 2024 =7 x 289+ 1 =674 x 3+ 2 =
2 x 1012 + 0. Ainsi, 622 = (110572912)*(386)%(411)° = (1105729 12)(3 6 8). O

Exercice 5.3 (B.A.-BA.). Dans &3. Donner la liste des éléments en précisant leur classe de conju-
gaison. Lister les sous-groupes et les sous-groupes normaux.

Démonstration. On sait que Card(G3) = 3! = 6. La liste des éléments, rangés par classe de conjugaison
(donc par type), donne :

Gy = {Id} U {(12),(13),(23)} u{(123),(132)}.

On laisse de coté les sous-groupes triviaux {Id} et &3, qui sont normaux. D’apreés le théoréme de
LAGRANGE, l'ordre d’un sous-groupe non trivial de &3 est 2 ou 3.
— Le groupe &3 admet 3 sous-groupes d’ordre 2 chacun engendré par une transposition,
— Il existe un unique sous-groupe d’ordre 3, celui engendré par un 3-cycle (I'autre 3-cycle est le
carré du premier) : c’est As.
La liste compléte des sous-groupes est donc :

{{1d},{I1d, (1 2)},{Id,(13)},{Id,(23)},{Id,(123),(132)},83}.

Comme les sous-groupes normaux sont des réunions de classes de conjugaisons, le seul sous-groupe
normal non-trivial de &3 est Az = {Id, (1 2 3),(1 3 2)}. O

Exercice 5.4. Méme exercice avec 2(4. On constatera que 24 ne posséde pas de sous-groupes d’ordre
6.

4!
Démonstration. On sait que Card(2y) = 5= 12. La liste des éléments, rangés par classe de conjugai-

son (donc a minima par type), donne :

Ay ={Id} v {(12)(34),(13)(24),(14)(23)}
U{(123),(134),(142),(243)}u{(132),(124),(143),(234)}.

Pour trouver les classes de conjugaison des 3-cycles, on peut commencer par en prendre un au
hasard, par exemple (1 2 3). La conjugaison par les double-transpositions permet de récupérer 3 autres
3-cycles. La relation orbite-stabilisateur montre alors que la classe de conjugaison est soit compléte,
soit égale a 2A4, ce qui est absurde vu les premiéres classes calculées. Il reste alors 4 éléments, on n’a
plus qu’a vérifier qu’ils sont dans la méme classe de conjugaison.

On laisse de coté les sous-groupes triviaux, qui sont normaux. D’aprés le théoréme de LAGRANGE,
I’ordre d’un sous-groupe non trivial de 24 est 2,3,4 ou 6.
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— Le groupe 204 admet 3 sous-groupes d’ordre 2, chacun engendré par une double-transposition,

— Tout sous-groupe d’ordre 3 est engendré par un 3-cycle et il en existe 4 (un par élément de
{1,2,3,4} fixé par le sous-groupe),

— Le groupe engendré par toutes les doubles transpositions est d’ordre 4, et comme un tel sous-
groupe ne peut pas contenir d’élément d’ordre 3, il n’y en a pas d’autre (le groupe est isomorphe
a V)

— Si A4 admet un sous-groupe H d’ordre 6, alors H est d’indice 2 et donc distingué dans 214.
Ainsi, H est la réunion de classes de conjugaison distinctes, ce qui est absurde puisqu’elles sont
de cardinal 1,3,4 et 4.

La liste compléte des sous-groupes est donc :

{td},{1d,(12)(3 4)}, {Id, (1 3)(2 4)}, {Id, (1 4)(2 3)},

(Id,(123),(132)},{Id,(124),(142)},{Id,(134),(143)},{Id,(234),(243)},
{1d,(12)(34),(13)(24),(14)(23)},s}.

Les sous-groupes normaux sont des réunions de classes de conjugaisons (d’ordre 1, 3, 4 et 4). Par
le théoréme de LAGRANGE, les cardinaux possibles pour ces sous-groupes sont 1, 2, 3, 4 et 12. On
voit alors que le seul sous-groupe normal non-trivial de 204 est {Id, (1 2)(3 4),(1 3)(24),(14)(2 3)}
(isomorphe a Vj). O

Remarque. Pour le sous-groupe d’ordre 6, on pouvait aussi procéder ainsi :
Soit H un sous-groupe de 2, d’ordre 6. Il est donc distingué car d’indice 2. Il contient donc un
¢lément d’ordre 2 (une double-transposition), noté ¢ et un élément d’ordre 3 (un 3-cycle), noté c.
Alors la conjugaison ¢ 'tc et ctc™! donne deux autres éléments d’ordre 2 distincts, tous contenus
dans H. Donc le groupe contenant toutes les double-transpositions, noté Vj, est contenu dans H. Or
4 ne divise pas 6 : c’est absurde d’aprés le théoréme de LAGRANGE. Il n’y a donc pas de sous-groupe
d’ordre 6.

Exercice 5.5. Soit G un groupe fini d’ordre 2m avec m impair. Montrer que G admet un sous-groupe
H d’indice 2 (en particulier N <G et G n’est pas simple). On pourra s’intéresser a 'image de G' dans
son plongement de CAYLEY.

Lemme (B.A.-BA.). Soit G un groupe d’ordre 2m avec m impair, il existe z € G d’ordre 2.

Démonstration. Par 'absurde, supposons que G ne posséde pas d’élément d’ordre 2. On peut alors
partitionner G de la maniére suivante :

G ={e}u U {z, 271},

zeG\{e}

L’union n’est bien str pas disjointe (on peut prendre une famille de représentants pour la rendre
disjointe, mais ce n’est pas nécessaire pour la suite), mais les sous-ensembles {9:, a:_l}, par hypothése,
sont tous de cardinal 2. Ainsi, G est d’ordre impair, ce qui est absurde. O

Démonstration. On note ¢: G <— Gop, le plongement de CAYLEY de G, et on considére le morphisme
p=cop: G— ZJ2Z, ou ¢ désigne la signature. Montrons que ¢ est surjectif.

Comme G est d’ordre 2m, G posséde un élément x d’ordre 2. Son image par ¢ est donc un produit
de transpositions disjointes (car seules les transpositions et I’élément neutre sont d’ordre un diviseur
de 2 dans Gy,,). Comme 'action par translation a gauche est sans point fixe (i.e. pour = € G, si
gr =z, alors g = e), ¢(x) n’a pas de point fixe (car x # e), et donc est un produit de m transpositions
disjointes. Ainsi, p(x) = 1 = m[2], et le morphisme ¢ est surjectif.

On note H = Ker(¢) qui est distingué, alors par le premier théoréme d’isomorphisme, on a G/H ~
Z/27. Ainsi, on a bien trouvé un sous-groupe H d’indice 2. O
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Exercice 5.6. On se place dans le groupe Sg.
1. Résoudre I'équation o2 = (1 2)(3 4) dans Gg.

2. En déduire que I’on ne peut pas plonger Qg dans G¢ (indication : dans g, —1 a 6 racines carrées).

Démonstration.

1. Sio? = (12)(34), alors o est d’ordre 4.
On cherche & obtenir des informations sur le type de o. On regarde donc les partitions possibles
de 6 avec les diviseurs de 4. Comme o est d’ordre 4, sa décomposition en cycles disjoints posséde
au moins un 4-cycle, donc il vient uniquement les possibilités : 6 =4+ 1+ 1 =4+ 2.
On a donc accés uniquement & une transposition (ou pas) et un 4-cycle. Vu le carré de o, le
4-cycle fait intervenir les entiers 1,2, 3 et 4.
On trouve donc 4 possibilités :(1 32 4), (1423),et (1324)(56)ou(1423)(56).

2. On suppose qu’il existe un plongement ¢: Qg — &g. Montrons que ¢(—1) est une double-
transposition. Puisque —1 posséde au moins une racine dans Qg et est d’ordre 2 alors p(—1)
posséde au moins une racine dans Sg et est d’ordre 2. Or les transpositions ne possédent pas
de racine dans G (s'ils en avait une, ce serait un 4-cycle, mais le carré d'un 4-cycle est une
double-transposition). De méme le produit de 3 transpositions n’ont pas de racines dans Sg.
Ainsi ¢(—1) est bien une double-transposition.

Mais —1 posséde 6 racines dans Qg alors que, d’aprés la question précédente, quitte & échanger
le role de 1, 2, 3 et 4, une double-transposition ne posséde que 4 racines dans &g. Finalement on
ne peut pas plonger QJg dans Gg.

O

Remarque. On prouve aussi que l'on ne peut pas plonger g dans G&7. En effet, les éléments d’ordre 4
dans &7 sont les produits de 4-cycles et de transposition (a supports disjoints). De plus, une double-
transposition est la seule & avoir des racines, et elle en posséde 8 distinctes. Par exemple si 02 =
(12)(34), alors

(1324),(1324)(56),(1324)(57),(1324)(67),
”E{(142&4142@@6)u423x5m4142mw7)}'

De plus, si ¢: Qg — &7 est un plongement alors ¢(—1) est une double-transposition. Pour plus de
simplicité on peut supposer que ¢(—1) = (1 2)(3 4), alors (i), ¢(j) et p(k) sont dans I'ensemble

(1324),(1324)(56),(1324)(57),(1324)(67),
{(142@4142@@6)u423x5w4142$w7)}

Mais (1324)(1324)=(12)(34)et (1324)(1423)=1id. Donc on ne peut pas vérifier la relation
p(i)p(7) = w(k).

Ainsi, Qg ne se plonge pas dans &7.

Exercice 5.7. L’objectif est de lister les sous-groupes normaux du groupe diédral D,,. Soient r, s
des générateurs de D,,, avec r™ = 1, s> = 1 et srs = . On montre que si n est impair, alors les
sous-groupes normaux non triviaux de D,, sont les sous-groupes de {(r). On montre ensuite que si n est
pair, la liste des sous-groupes normaux non triviaux de D,, s’enrichit des sous-groupes <r2, 5>, <r2, sr>.

1. Vérifier que (r) est normal dans D,,.

2. Montrer que les sous-groupes de {r) sont caractéristiques de {r). En particulier, les sous-groupes
de {r) sont normaux dans D,, (cf Exercice 3.5).
Questions 3-4-5 : cas n est impair, n = 2k + 1. Soit N un sous-groupe normal de D,, qui n’est
pas un sous-groupe de (r). Montrons que N = D,,.

3. Montrer qu’il existe j € {0,...,n — 1} tel que sr/ € N.

4. Montrer que r~2 € N. Indication : On pourra calculer r(sr?)r=t.
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5. En déduire que r € N, puis que s € N et enfin que N = D,,.

Questions 6-7 : cas n est pair, n = 2k. Soit N un sous-groupe normal de Dy, qui n’est pas un
sous-groupe de (). Comme dans 3. et 4., il existe j € {0,...,n — 1} tel que s77/ € N et 2 € N.

6. Si j est pair, observer que s € N. En déduire que, si N n’est pas égal & D,,, alors N = <r2, s>.

7. Si j est impair, observer que sr € N. En déduire que, si N n’est pas égal & D,,, alors N = <r2, sr>.

Démonstration.

1. Au vu des relations entre générateurs, on a, pour k € [0,n] : sr¥s™1 = (srs)¥ = r~*. Ainsi, le

sous-groupe est bien stable par conjugaison par un élément de D,, (car stable par conjugaison
par ses générateurs, le cas r étant évident).

Remarque. On pouvait aussi remarquer que (r) est d’indice 2 dans D,,, donc normal.

2. Comme (r) est isomorphe & Z/nZ, 'application suivante est une bijection :
(H<@}) = {dd|n)
H —> #H
groupes de (r), par la bijection précédente, les sous-groupes de {r) sont laissés invariants par
automorphisme de (r). Ainsi, les sous-groupes de {(r) sont bien caractéristiques dans {(r). Par la
question précédente et la question 3.5.4., on a bien le résultat souhaité.

). Comme un automorphisme de {r) préserve l'ordre des sous-

3. On cherche a mettre sous une forme réduite les éléments de D,,. De la relation srs = 71, on

tire rs = sr L. Ainsi, & partir d’'un expression faisant intervenir » et s, on peut se ramener a

une expression de la forme s%r?, avec (a,b) € Z?. Vu les ordres des générateurs, on peut décrire

exactement les éléments du groupe : {rk, sr* | ke [0,n — 1]]}
Comme N n’est pas inclus dans (r), il posséde donc bien un élément de la forme sr/ pour un
certain j € [0,n — 1].
4. On a:
r (sr]) = = s(srs)rit = sr’7? € N,
d’ou : .
sr? (sr]_2)7 =sr’s=r"2€N.

5. Ainsi, r = r~2* € N, puis s = sr/r~7 € N, donc D,, = (s,7) < N, d’on I'égalité.

. A
6. On a bien s = sr/ (r_2) 2 € N, donc <r2, s> < D,,. Comme ce sous-groupe est d’ordre n, il est
d’indice 2 (donc distingué) dans D,,, donc si N # D,,, on a bien égalité.

. j—1
7. On a bien sr = sr’ (r*2) 2 € N, donc <r2, 3r> < D,,. Comme ce sous groupe est d’ordre n, il
est d’indice 2 (donc distingué) dans D,,, donc si N # D,,, on a bien égalité.

O
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6 Feuille 6

Exercice 6.1 (B.A.-BA.). Soit G un groupe fini et H << G un sous-groupe d’ordre p, ou p le plus
petit diviseur premier de |G|. Montrer que H < Z(G). On pourra considérer I’action de G sur H par
conjugaison.

Démonstration. Comme H est normal dans G, 'action de GG sur H par conjugaison
< C(;gi(h})l : th_l > est bien définie.

Pour prouver le résultat, il suffit de montrer que pour tout h € H\{e}, Orb(h) = {h}. En effet, cela
implique que pour tout g€ G et h e H, on a ghg ' = h, d'ott H < Z(G).

. . . . #G

Soit h € H, la relation orbite-stabilisateur donne : #Stab(h) = ZOrb(h)’

Par définition de l'action, on a Orb(h) < H, donc #Orb(h) < p. Or p est le plus petit diviseur
premier de #G, et #0rb(h) | #G. On a donc #O0rb(h) € {1, p}.

Si #0rb(h) = p, alors Orb(h) = H, donc il existe g € G tel que ghg™* = e, et il vient h = e, ce qui
est absurde, car Orb(e) = {e}.

Donc #O0rb(h) = 1 pour tout h € H. Comme ehe™! = h € Orb(h), on a bien le résultat attendu. [

Exercice 6.2. L’objectif est de montrer :
Théoréme de CAUCHY
Soit G un groupe d’ordre n et p un diviseur premier de n. Alors G contient un élément d’ordre p.

Notons X := {(g1,...,9p) € G | g192-- - gp = 1}.
1. Vérifier que le groupe Z/pZ agit sur X wvia la formule :

L-(g15---59p) = (9pr 915+, Gp-1)-

2. Décrire explicitement 1’ensemble X Z/PT Jes points fixes de cette action.

3. Calculer le cardinal de X et montrer que X%/PZ n’est pas réduit & un singleton. Conclure.

Démonstration.

1. Vérifions dans un premier temps que si (g1,...,¢gp) € X, alors (gp, g1,...,9p—1) € X :
Gpg1 Gp—1 = Gpg1 "+ Gp—10pd, - = gpeg, = = e.

Si k est un élément de Z/pZ, puisque 1 engendre Z/pZ, on a (les indices sont pris modulo p) :

k- (91,---,91)) = (9171@7924«, e 7gpfk)'

On vérifie alors facilement que 0 (g1,...,9p) = (g1,--.,9p) et que k+1-(g1,...,9p) = k- ([
(gla"'vgp))'

2. Par définition, XZ/P% = {(gy, ... ,9p) € X | Vk € Z/pZ,k-(g1,---,9p) = (g1,---,9p)}. En particu-
lier, on a (g1,.-.,9p) = (gp, 91,-- -+ 9p—1), 0 g; = gi—1 pour tout i € [2, p]. On en déduit donc
que (g1,.-.,9p) = (9,9,-..,9) pour un certain g € G, avec g’ = e.

Réciproquement, tout élément de la forme (g, g,...,g) avec o(g) | p est dans X ZIPZ done, comme
p est premier, XZ/P% = {(g9,.-.,9),9€ G,0(g9) =p}u{(e,...,e)}.

3. Pour qu'un élément (g1,...,gp) soit dans X on peut prendre des éléments gi,...,gp—1 quel-
conques dans G, et dans ce cas g, est uniquement déterminé par g, L — g1+ gp—1. Donc
#X =npP L,

L’équation aux classes classes permet d’affirmer que

X| = (X575 > [Orb(a)],

1=0
#O0rb(z;)#1
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p
|Stab(z;)|
d’apreés la relation orbite-stabilisateur. Comme |Orb(z;)| # 1 et comme p est premier, |Orb(z;)]

p. Donc nP~! = | XZ/PZ| [p] = 0 [p]. Puisque XZ/P contient au moins un élément qui est (e, e),
la congruence nous permet d’affirmer qu’il contient au moins p — 1 autres éléments dans X Z/ L
donc au moins p — 1 éléments de la forme (g,...,g) ot o(g) = p, par la question précédente (on
a accés a un élément d’ordre p, les autres sont ses puissances).

ou les z; € X sont les représentants des orbites qui partitionnent X. Or |Orb(xz;)| =

O

Exercice 6.3. Il s’agit d’établir :

Théoréme

Soit G un groupe fini et soit p le plus petit diviseur premier de |G|. Si H est un sous-groupe de G
d’indice p, alors H est distingué dans G.

Le cas p = 2, démontré de maniére élémentaire en cours, est un cas particulier. Soient G un
groupe et H un sous-groupe de G. Soit G/H ’ensemble des classes a gauche modulo H. On considére
lapplication G x G/H — G/H qui a (g, kH) associe gkH.

1. (a) Montrer que cette application définit une action de G sur G/H.

(b) Soit k € G. Montrer que Stabg(kH) = kHE™ .
(c) D’apreés le cours, 'action de G sur G/H induit un morphisme p de G dans le groupe des
bijections de G/H :
p: G — Bij(G/H).

Montrer que ker(p ﬂ kHE™L.
keG
2. On suppose que |G| est fini et que |G/H| = p, ot p = 2 est le plus petit diviseur premier de |G|.
Nous allons montrer que H est distingué dans G.
(a) Montrer que |G /ker(p)| divisep! =px (p—1) x (p—2) x --- x 2 x 1.
(b) Montrer que ker(p) # G. En déduire que |G/ker(p)| # 1.
(c) Soit ¢ = 2 un diviseur premier de |G/ker(p)|.
Montrer ensuite que ¢ = p (on pourra utiliser 2.(a)).
(d) Etablir que |G/ ker(p)| = p.
(e) A ce stade, on a obtenu |G/H| = |G/ ker(p)|.
En déduire que H = ker(p) et conclure.

Remarque. Tiré du CC2 2023.

Démonstration.

1. (a) Notons a (pour action) 'application de 1’énoncé. Pour clarifier les notations lors de la véri-
fication des axiomes, matérialisons nettement le “point” dans la notation de I'application a,
c’est-a-dire que 'on note a(g,kH) = g - kH, défini comme étant égal a gkH. Pour vérifier
les axiomes, soient g1, go, k dans G. On a :

(g192) - kH = ((9192)k)H  par définition de a,
= (g1(g2k))H car la multiplication de G est associative,
= g1 - (g2kH) par définition de a,
=g1-(g2-kH) encore par définition de a.

De plus, comme e est neutre on a e - kH = (ek)H = kH. Donc a est une action de G sur
G/H.
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(b)

On peut raisonner par équivalence. Soit g € G :

g € Stabg(kH) < gkH = kH,
«— k~'gkH = H,
— klgkeH,
— ge kHE™.

Ainsi Stabg(kH) = kHE™'.
Le noyau de p est 'ensemble des g € G tels que p(g) = idg/y, c’est-a-dire tels que gk H = kH

pour tout k € G, c’est-a-dire tels que g € ﬂ Stabg(kH). Utilisant la question précédente,
keG
on en déduit que ker(p) = ﬂ EHEL.
keG

Le morphisme p : G — Bij(G/H) induit un morphisme injectif p : G/ker(p) — Bij(G/H)
qui identifie G/ker(p) a un sous-groupe de Bij(G/H). Comme G/H est de cardinal p, le
groupe Bij(G/H) est isomorphe au groupe symétrique &,, qui est de cardinal p!. D’aprés le
théoréme de LAGRANGE, on en déduit que |G/ker(p)| divise p!.

D’aprés la question 1.(c) on a ker(p) = ﬂ EHE™!. Ce sous-groupe est inclus dans tous les
keG
EHE™!, en particulier (k = e) il est inclus dans H. C’est un sous-groupe strict de G, puisque

[G: H] = p > 2. Donc ker(p) # G, ou encore |G/ker(p)| # 1.

D’aprés 2.(a) tous les facteurs premiers de |G /ker(p)| divisent p!. Ainsi ¢ divise p! et comme
cette factorielle est produit de nombres < p, tous ses facteurs premiers sont < p. En parti-
culier ¢ < p. Par ailleurs, par le théoréme de LAGRANGE, |G/ker(p)| divise |G|, donc ¢ est
un facteur premier de |G|. Comme p est le plus petit d’entre eux, on a p < ¢. Finalement
q=Dp-

Notons ¢ := |G/ker(p)|. D’aprés 2.(b) on a ¢ # 1, et comme on vient de montrer que le
seul facteur premier de ¢ est p, on peut écrire ¢ = p® avec a = 1. On sait aussi que ¢
divise p! d’aprés 2.(a). Or la multiplicité de p dans p! est égale & 1 car aucun des nombres
1,2,...,p— 1 n’est divisible par p. Finalement ¢ = p, comme demandé.

On a obtenu |G/H| = p = |G/ker(p)|. Par ailleurs, on a l'inclusion ker(p) < H, déja utilisée a
la question 2.(b). Ceci implique que p = |G/H| = |G|/|H| < |G|/| ker(p)| = p donc I'inégalité
est une égalité, et H = ker(p). Le sous-groupe H est donc le noyau d’un morphisme; les
noyaux sont toujours des sous-groupes distingués, donc H est distingué.

O
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7 Feuille 7

Remarque. On a vu (par exemple au CC1) que pour K, H < G, si H <G, alors HK = K H. Ainsi, dans
la caractérisation du produit semi-direct, 'hypotheése "N H = G" peut étre remplacée par "HN = G",
car on montre toujours que N <1 G. On ne le remarquera plus dans la suite.

Exercice 7.1 (B.A.-BA.). Montrer que &3 s’écrit comme un produit semi-direct de Z/3Z par Z/2Z.

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit semi-direct. On constate que Z/3Z ~ 3 <1 S3.
On peut prendre par exemple Z/2Z ~ {id, (1 2)} < &3. On vérifie alors que Az n{id, (1 2)} = {id} et
As{id, (1 2)} = S3.
{id,(12)} — Aut (3)
Ainsi, 63 ~ A3 x,{id, (1 2)}, ot v : A3 — Az
h — 1
n — hnh

Remarque. La définition de « est incluse avec la caractérisation du produit semi-direct !
O

Exercice 7.2 (B.A.-BA.). Soit T,,(R) le groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles.
Montrer que T, (R) est le produit semi-direct de V,,(R) (matrices triangulaires supérieures avec des 1
sur la diagonale) par D, (R) (matrices diagonales inversibles).

Remarque. Le groupe V,(R) est aussi noté Uy (R) (voir ANUM).

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit semi-direct. On doit vérifier que :

1. Dp(R) < Tp(R), Dp(R) 0V, (R) = {id} (évidents),

2. D,(R)V,(R) = T,,(R),

3. Vo(R) < T, (R).

Soit (M ;) j)ef1,n)? € Tn(R), alors, par définition de Ty, (R), pour tout i € [1,n], (M;;) est inver-
sible, donc Diag(M;;)ic[1,n] € Dn(R) et (M; ;" M; ;)i jjefing2 € Va(R), et il vient :

Diag(Mii)ietn] (M3 Mi ) G jepingz = (Mig) i j)ef1,n]2-

On a donc prouvé 'inclusion ">". L’autre sens est immédiat, ce qui permet de prouver le point 2.
Pour le point 3., on passe par la caractérisation des sous-groupes distingués comme noyaux de
Tn(R) — Dy(R)
A — Diaglar,-- ,ay)
f est un morphisme de groupes et donc Ker(f) = V,,(R) < T, (R).
Ainsi, Tj,(R) est le produit semi-direct de V,,(R) par D, (R). O

morphismes. On considére le morphisme f : ) On peut vérifier que

Exercice 7.3. Montrer que le groupe Qg ne s’écrit pas comme un produit semi-direct non trivial.

Démonstration. Par ’absurde, si Qg est un produit semi-direct, alors, par la caractérisation du produit
semi-direct, il posséde deux sous-groupes @ et N tels que @ N N = {1}.

Or:VQ,N < Qs, Q # {1} # N = {1,—1} € Q@ n N. Ainsi, Qs ne peut pas s’écrire comme un
produit semi-direct non trivial. O

Exercice 7.4. Soient H et N deux groupes et o : H — Aut(N) un morphisme.
1. (B.A.-BA.) Si ¢ € Aut(H), on pose 8 := aop : H— Aut(N). Montrer que les deux groupes
N x4 H et N xg H sont isomorphes.
2. (B.A.-BA.) Si u € Aut(N), on définit v : H — Aut(N) par v(h) = ua(h)u~". Montrer que les
deux groupes N x, H et N x, H sont isomorphes.

3. Montrer qu'’il existe un unique produit semi-direct non trivial de &3 par Z/27Z.

Sous licence |CC BY-NC-SA 4.0@ ® © © 39 Antoine DEQUAY


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

1A Maths, THéorie des GRoupes ENS de Rennes — Université de Rennes, 2024-2025

4. Montrer que les deux groupes &3 xZ/27 et &3 x7Z/27Z sont isomorphes.

Démonstration.
NxyH — NxgH

1. Soit 1 : ! . On vérifie que ¥ définit bien un morphisme de groupe :
v < (n,h) — (np 1<h>>> e v b group

= w(na h) B ¢(n/a h/)

Ce morphisme est clairement bijectif puisque ¢ est un automorphisme, ce qui conclut.
NxqH — Nx,H

2. Soit 1 : ( o J
(n,h)  — (u(n), h)

P((n, ) o (', 1)) = ¥((na(h) (), k) = (u(n)u(a(h)(n')), hh')
= (u(n)(ua(h)u™")(u(n)), hh')
—_——
=7v(h)
= (u(n)7 h) Y (u(n/)> hl)
=1(n, h) P(n', n')

). On vérifie que 1 définit bien un morphisme de groupe :

Ce morphisme est clairement bijectif puisque u est un automorphisme, ce qui conclut.

3. Se donner un produit semi-direct, c’est se donner un morphisme de groupe :
a:7)27 — S3.

On sait que Aut(G3) = Int(S3) ~ &3, Iisomorphisme étant donné par 'action par conjugaison
de &3 sur lui-méme.
L’ordre de 1 dans Z/27Z est 2, donc son image par « est soit l'identité, soit une transposition.
L’identité donne le produit direct. Comme toutes les transpositions sont conjuguées dans &3, par
la question précédente, tous les produits semi-directs non-triviaux sont isomorphes.

4. On se donne un produit semi-direct non-trivial &3 x,Z/27, avec
o 227 —> Aut(S3) = Int(S3)

' 1 — o> TOT

duit direct. On utilise pour cela la caractérisation du produit direct. On doit vérifier :
— (63,0) :={(0,0),0 € 63} < &3 x,Z/2Z,
— {(id, 0), (1, 1)} < &3 x,Z/2Z,
— Pour tout h € {(id, 0), (7,1)}, (0,0) € (&3,0), h - (0,0) = (0,0) - h. En effet, on a :

>, avec T une transposition. Montrons que c¢’est un pro-

(0,0) - (1,1) = (1,1) 4 (0,0) = (o7, 1),

et
(07 0) ‘o (idv 0) = (id70) e (07 O) = (07 O),
— (63,0) n{(id, 0), (7, 1)} = {(id, 0)},
— (63,0){(id,0), (1,1)} = 63 x,Z/27.
Ainsi, on a : 63 x,Z/27 ~ (63,0)) x {(id,0), (1,1)} ~ &3 xZ/27.
OJ

Exercice 7.5 (B.A.-BA.). Soit G un groupe d’ordre mn avec m et n deux entiers premiers entre eux.
On suppose de plus que G admet un unique sous-groupe d’ordre m (noté M) et un unique sous-groupe
d’ordre n (noté N). Montrer que G est isomorphe au produit direct M x N.

Démonstration. On utilise la caractérisation du produit direct.
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— Le sous-groupe M n N est non vide car il contient e. Soit g € M n N, alors, par le théoréme de
LAGRANGE, o(g) | m An =1, et donc g = e. Ainsi, M n N = {e}.

— Comme M est 'unique sous-groupe d’ordre m de G, et que pour tout g € G, gMg™~
sous-groupe d’ordre m, celui-ci est distingué. Il en est de méme pour N. Sin e N et m € M
alors nmn~'m™' € M n N = {e} (reconnaitre de 2 facons différentes un produit d’un élément

L est un

et d’une conjugaison), donc nm = mn.

— Enfin, comme N et M sont des sous-groupes distingués, M N est un sous-groupe de G, et on a
méme M, N < MN < G. Ainsi, m et n divisent le cardinal de M N, qui divise celui de G, donc
|IMN| = |G|, doa MN = G.

Donc par caractérisation du produit direct, on a G ~ M x N. O

Remarque. Les deux caractérisations suivantes du produit direct sont équivalentes :

N MG Vne N,Yme M,nm =mn
NnM={e <= INnM=/{e}
MN =G MN =G
En effet :
— : Pour ne N et me M, on a, par normalité de N et M : n mn 'm™! =nmn™t m™! €
—_—— —— — —_—— ——
eN eN eM eM

N n M = {e}, donc on a bien nm = mn.
< : Pour g € G, comme MN = @G, il existe nm € NM tel que nm = g. Alors il vient :

gNg ' =nmNm ™ n~ ' =nNn=!t = Net gMg™' = nmMm=n~t = nMn=t = M.

Dans les deux cas, on utilise I’hypothése Vn € N,¥m € M,nm = mn et le fait que M ou N soit
un groupe. On a bien prouvé que M et N sont distingués dans G.

Exercice 7.6.

1. (B.A.-BA.) Décrire les structures possibles pour les groupes d’ordre 1225 = 5272 Indication :
montrer que les SYLOW sont distingués et utiliser I’exercice 5. Constater que tous les groupes
d’ordre 1225 sont abéliens.

2. Peut-on conclure la méme chose pour les groupes d’ordre 441 = 32727

Démonstration.

1. Soit G un groupe d’ordre 1225. D’aprés le théoréme de SYLOW, on a ns | 72, donc ns € {1, 7,49}.
De plus n5 =1 mod 5, donc ns = 1. Il y a un unique 5-SYLow. Comme tous les 5-SYLOW sont
conjugués entre eux, celui-ci est distingué.

De méme, ny = 1, et 'unique 7-SYLOW est distingué.

Le groupe G posséde un unique sous-groupe N d’ordre 49 et un unique sous-groupe () d’ordre
25, or 49 A 25 = 1, donc d’aprés 'exercice 5, G est le produit direct de IV et Q.

En particulier, G est abélien.

2. Soit G un groupe d’ordre 441. D’aprés le théoréme de SYLOW, on a ny | 32, donc ny € {1,3,9}.
De plus ny =1 mod 7, donc ny = 1. Ainsi, G posséde un unique 7-SYLOW, qui est distingué.

llau

Par contre, les conditions du théoréme de SYLOW donnent ng | 49 et ng3 = 1 mod 3, donc,
mieux", on a ng € {1,7,49}.

En particulier, soit N = Z/49Z, H = (Z/3Z)?, et

(Z/37)* — Aut(Z/49Z)
o (1,0) T
(0,1) T 2z 18xx
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On a bien un morphisme de groupes car 18% = 1 mod 49. De plus, 182 = 30 mod 49, et on peut
vérifier que N x, H est non abélien :

(17 (07 1)) o (17 (07 2)) = (1 + 04(0, 1)(1)7 (07 0)) = (197 (07 O))v

(17 (07 2)) e (17 (07 1)) = (1 + O‘(O? 2)(1)7 (070)) = (317 (07 0))

Ce n’est donc pas un produit direct.

Exercice 7.7. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.
1. Soit P un p-SYLOW de H. Montrer qu’il existe P, un p-SYLOW de G tel que P = P n H.

2. On suppose que H <1 G, Montrer que si P; est un p-SYLOW de G, alors P n H est un p-SYLOW
de H.

3. Soit G =As et H ={o€WUs,0(5) =5} < G (noter que H ~ 2y).
Montrer que si Py est un p-SYLOW de G alors P| n H n’est pas nécessairement un p-SYLOW de
H. On pourra prendre p = 2.
Démonstration.

1. Comme P un p-sous-groupe de G, d’aprés le premier théoréme de SYLOW, il existe P; un p-
SyLow de G tel que P ¢ P;. Par ailleurs PP n H > Pn H = P. Comme P| n H est un
p-sous-groupe (car sous-groupe de Py), il vient Py n H = P.

2. Soit P; un p-SYLOW de G. Alors P, n H est un p-sous-groupe de H (car sous-groupe de Py). Il
existe donc un p-SYLow P de H tel que P n H < P. Par la question 1), il existe un p-SYLOW
P, de G tel que P = P, n H. Comme tous les p-SYLOW de G sont conjugués, il existe g € G tel
que P; = gPyg~!. Comme H est distingué, on a H = gHg ! et donc :

PinH=gPg'ngHg ' =g(P,nH)g ' =gPg "

Comme gPg~ ! est un p-SyLow de H, on a bien P, n H p-SYLOw de H.

3. On prend P = {(1 2)(3 5),(1 3)(2 5)) qui est un 2-SyLow de G. Mais P n H = {id} n’est pas
2-SyLow de H.

O
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8 Feuille 8 : Structure des groupes simples d’ordre < 60

On montre que tout groupe simple d’ordre < 60 est cyclique d’ordre p premier. Ce
probléme est assez long, sa correction peut occuper une séance compléte de TD.

ARl S

6.

Montrer qu'un groupe d’ordre pg (avec p et g deux entiers premiers distincts) n’est pas simple.
Méme question pour un groupe d’ordre p2q (attention au cas p =2 et ¢ = 3).

De méme pour un groupe d’ordre p?q? (attention au cas p = 2 et ¢ = 3).

Idem pour un groupe d’ordre pgr (avec p > ¢ > r trois entiers premiers).

Montrer que si |G| € {24, 40, 48, 56} alors G n’est pas simple. Indication : Pour |G| € {24, 48},
on pourra faire agir G sur ’ensemble de ses 2-SYLOW.

Conclure.

Démonstration.

1.

On suppose p > ¢. D’aprés le théoréme de SyLOw, le nombre n, de p-SYLOW divise ¢ et est
congru a 1 modulo p. En particulier n, < ¢ < p, et n, = 1[p]. Il vient donc n, = 1. Comme les
P-SYLOW sont conjugués entre eux et qu’il n’y en a qu’un, on en déduit qu’il est distingué, donc
que le groupe n’est pas simple.

On va traiter deux cas :
— Si p > ¢, le méme raisonnement qu’a la question précédente permet de conclure.
— Si g > p, alors ng | p?, donc ng € {1,p, p?}. De plus, ng = 1]q].
— Sing = 1, on peut conclure comme a la question précédente.
— Sing = p alors comme ¢ > p, il vient p = 1[q], ce qui est impossible (car p est premier).
— Sin, = p?, alors p* = 1][g], et donc p = +1[q].
On vient de voir que p = 1[q] est impossible, donc p = —1[¢g]. Comme p < ¢, on a
forcément p = q — 1.
Comme q est premier et que ¢ > p = 2, ¢ est impair, donc p est pair. Le seul cas a traiter
est donclecasp=2et q=3:
On sait que ns|4 et ng = 1[3], donc alors n3 € {1,4}. Si ng = 1, on peut conclure comme
en question 1. Sinon, le groupe contient quatre 3-SYLOW et leur union contient 8 éléments
d’ordre 3 (et 'identité). Il ne reste alors de la place que pour un unique 2-SYLOW, qui est
donc distingué.

Par symétrie, on peut supposer sans perte de généralité que ¢ > p. On reprends un raisonnement

similaire a la question précédente.

On a n, | p?, donc n, € {1, p,p*}. De plus, n, = 1[q].

— Sing = 1, on peut conclure comme en question 1.

— Sing = p alors comme ¢ > p, il vient p = 1[q], ce qui est impossible (car p est premier).

— Sin, = p?, alors p* = 1[g], et donc p = +1[q].
On vient de voir que p = 1[g] est impossible, donc p = —1[¢]. Comme p < ¢, on a forcément
p=q—L
Comme ¢ est premier et que ¢ > p = 2, ¢ est impair, donc p est pair. Le seul cas & traiter est
donclecasp=2etqg=3:
On sait que ng|4 et ng = 1[3], donc alors ng € {1,4}. Si n3 = 1, on peut conclure comme en
question 1. Sinon, comme tous les 3-SYLOW sont conjugués on peut définir une action de G
sur I’ensemble de ses 3-SYLOW. On a donc un morphisme de groupe ¢: G — Sy.
Or # 64 = 24 < 36 = #G, donc ¢ ne peut pas étre injectif et son noyau est un sous-groupe
distingué non trivial.

. Par théoréme de SYLOW, np|gr, donc n, € {1,q,7,qr}. Or, n, = 1[p] et p > ¢ > r, donc

n, ¢ {q,r}. Si 1 € {ny,ng,n,}, on peut conclure comme en question 1. Sinon, on a n, = ¢r
p-SYLOW d’ordre p premier, donc cycliques, et donc deux-a-deux d’intersection triviale (car ici,
tout élément d’'un p-SyLow différent du neutre est générateur de celui-ci).
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Le groupe G contient donc gr(p — 1) éléments d’ordre p. De plus, comme n,|pg et ngy|pr, on a
n,. = q et ng = r, donc G contient au moins ¢(r — 1) éléments d’ordre r et r(¢ — 1) éléments
d’ordre ¢ (car 1a encore, les 7- et ¢-SYLOW sont cycliques).

Ainsi, en comptant le neutre de G, on a :
gr(p—1)+q(r—1)+r(g—1) + 1< |G| = pgr,

soit encore g +r = gqr + 1.
Puisque 2 <r <g,onadonc 2¢g+1<rqg+1<q+r < 2q, ce qui est absurde.

5. (a) Pour #G = 24, si ny = 1, on peut conclure comme en question 1.

Sinon, comme n3|3, on a ny = 3. On fait agir G sur 'ensemble de ses 2-SYLOW. On a donc
un morphisme ¢: G — &3. Ce morphisme n’est pas injectif car # G3 = 6 < 24 = #G. Son
noyau est donc un sous-groupe distingué de G non trivial.

(b) Pour #G = 40 = 23 x 5. Alors n5|8 et n5 = 1[5], ce qui méne a nz = 1.

(¢) On procéde comme pour #G = 24. Pour #G = 48 = 2% x 3, si ny = 1, on peut conclure
comme en question 1.
Sinon, comme n3|3, on a ny = 3. On fait agir G sur 'ensemble de ses 2-SYLOW. On a donc
un morphisme ¢: G — &3. Ce morphisme n’est pas injectif car # &3 = 6 < 48 = #G. Son
noyau est donc un sous-groupe distingué de G non trivial.

(d) Pour #G =56 = 7 x 8, si ny = 1, on peut conclure comme en question 1.
Sinon, n7|8 et ny = 1[7], donc ny = 8. Les 7-SYLOW sont d’ordre 7 premier, donc cycliques,
et donc deux-a-deux d’intersection triviale (car ici, tout élément d'un 7-SYLOW différent du
neutre est générateur de celui-ci).

Le groupe G contient donc 8(7 —1) = 48 éléments d’ordre 7. Il reste donc 56 — 48 = 8 autres
éléments, soit exactement assez de place pour un unique 2-SYLOW qui est donc distingué.

Dans tous les cas, G n’est pas simple.
6. Soit G un groupe d’ordre < 60 non banal (c’est a dire pas un groupe cyclique d’ordre premier).

Si p est premier et o > 1, alors un groupe d’ordre p® n’est pas simple car son centre n’est
pas réduit au neutre (et tout sous-groupe du centre est distingué. Pour le prouver, appliquer la
formule aux classes pour l’action par conjugaison de G sur lui-méme, ou écrivez le a la main!).

Vu les questions précédentes, on a le tableau suivant :

1 92 37471 5 -6 7178717 9
0-| x x |ePleP|p*|eP| pg |eP| p* | p*
1- | pg |eP EP |l pg | pg | p* |€P epP
2- pq | pqg |€P | 24 | p* | pg | p° eP
3 |pgr |€P| p" | pq | pq | pq P | pqg | pq
4-1 40 |eP | pgr | P pq |€P | 48 | p®
5. pq eP| 54| pq 56 pqg | pq |€P

Il reste donc & traiter le cas #G = 54 a traiter. On a ng | 2 et ng = 1[3], donc n3 = 1, et on
peut conclure comme en question 1.

On a couvert toutes les possibilités, donc un groupe G d’ordre |G| < 60 simple est bien cyclique
d’ordre p premier.

O

Remarque. Pourquoi 607 A cause de 5! (seul groupe simple d’ordre 60 & isomorphisme preés)
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9 Feuille 9 (Supplémentaire)

Un groupe G est dit résoluble s’il existe une suite finie Gy, ..., G, de sous-groupes de G telle que

{1} =GocGic---cGy1 G, =G,

avec G; < Gi11 et Gi41/G; abélien. La suite (G;); est alors appelée suite de résolubilité de G.

Quelques propriétés :

Les groupes abéliens sont résolubles.

Tout sous-groupe d’'un groupe résoluble est résoluble.

S’il existe un morphisme surjectif d’un groupe résoluble sur G, alors G est résoluble.

Si H est résoluble et distingué dans G et que G/H est résoluble, alors G est résoluble.

Un groupe simple est résoluble si et seulement s’il est commutatif : en effet, il est alors d’ordre
premier (donc est cyclique).

Attention, les corrections ci-dessous contiennent sans doute des erreurs (correction datée partielle-

ment relue).

Exercice 9.1. Montrer qu'un groupe G d’ordre |G| < 60 est nécessairement résoluble (on pourra

utilise

Démo
1.
2.

r les résultats de la feuille 8).

nstration. On va procéder par récurrence.
Si |G| = p®. On se référera au résultat de l'exercice 2.

Dans le cas général, on procédera par récurrence. Un groupe d’ordre 2 est résoluble. On suppose

savoir démontrer que tout groupe d’ordre 2 < k < n est résoluble.

D’aprés la feuille 8, tout groupe d’ordre < 60 qui n’est pas un p-groupe n’est pas simple. Soit
G un groupe d’ordre n < 60. Si c’est un p-groupe, alors il est résoluble, sinon il posséde un
sous-groupe H distingué non trivial. Alors H est d’ordre < n donc est résoluble par hypothése
de récurrence. De méme, G/H est d’ordre < n donc est résoluble par hypothése de récurrence.
Finalement on en déduit que G est résoluble.

Dans tous les cas, G est résoluble.

On peut aussi reprendre la structure de la feuille 8 :

Démo

nstration. On va montrer que si p et ¢ sont deux nombres premiers alors un groupe d’ordre dans

I’ensemble {p®, pq, p?q, p2q2pqr} est toujours résoluble. Pour couvrir ’ensemble des groupes de cardinal
inférieur a 60, il restera a prouver que les groupes d’ordre {24, 36,40, 48, 54, 56} sont résolubles.

1.
2.

Si |G| = p®. On se référera au résultat de l'exercice 2.

Si |G| = pq. Sans perdre de généralité, on peut supposer que p > ¢, alors soit S un p-Sylow de
G. On a vu (feuille 8, mais c’est corollaire du théoréme de Sylow) que S est distingué. De plus
G/S ~ 7/qZ est cyclique donc abélien, et S est d’ordre p donc abélien. Ainsi {e} << S < G, donc
G est résoluble.

Si |G| = pq.

Si p > q, alors (feuille 8) I'unique p-Sylow S est distingué et G/S est cyclique donc abélien. De
plus S est d’ordre p® donc abélien. Ainsi {e} <1.S < G, donc G est résoluble.
Sig>petps#2q#3,alors (feuille 8) il existe un unique g-Sylow qui est distingué. De plus
G/S est d’ordre p? donc abélien et S est d’ordre ¢ donc cyclique donc abélien. Ainsi {e}<S<@q,
donc G est résoluble.

Sip=2,q=3, alors on a vu que soit un 2-Sylow S est unique et donc distingué , c’est c’est le
cas pour les 3-Sylow. Dans tous les cas, on peut avoir une suite du type {e} << S <G donc G est
résoluble.
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10.

Si |G| = pgr alors (feuille 8), G admet au moins un Sylow distingué H qu’on peut supposer étre
d’ordre p sans perte de généralité. Alors H est résoluble et G/H est résoluble (car d’ordre gr),
donc G est résoluble.

Si |G| = 24, on fait agir G sur I'ensemble de ses 2-Sylow. On sait que n3|3. Supposons que ng = 3.
Cela donne un morphisme ¢: G — &3. Ce morphisme n’est pas injectif car 3! = 6 < 24. Comme
ce morphisme n’est pas 'identité son noyau est un sous-groupe distingué H de G non trivial. En
étudiant les cas selon I'image de ¢ on trouve que |H| € {4,8,12}. Dans tous les cas H et G/H
sont résolubles, donc G est résoluble.

Si |G| = 36, comme tous les 3-Sylow sont conjugués on peut définir une action de G sur ’ensemble
de ses 3-Sylow. On sait que n3|4 et n3 =1 mod (3), alors ng = 1 ou 4. Supposons que nz = 4.
Cela induit un morphisme de groupe ¢: G — &y4. Or 4! = 24 et 24 < 36, donc ¢ ne peut pas
étre injectif et son noyau H est un sous-groupe distingué non trivial. En examinant I'image de G
les différentes possibilités sont |H| € {18,12,9,6,3}. Dans tous les cas H et G/H sont résolubles
sont G est résoluble.

Si |G| = 40, alors (feuille 8) il n’y a qu’un unique 5-Sylow S qui est donc distingué. De plus G/S
est de cardinal 8 donc résoluble, et S est résoluble, donc G est résoluble.

Si |G| = 48, on fait agir G sur I’ensemble de ses 2-Sylow. On sait que n3|3. Supposons que ng = 3.
Cela donne un morphisme ¢: G — G&3. Ce morphisme n’est pas injectif car 3! = 6 < 48. Comme
ce morphisme n’est pas 'identité son noyau est un sous-groupe distingué H de G non trivial. En
étudiant les cardinaux, les seules possibilités pour H sont {8,16,24}. Ainsi H est résoluble et
G/H est résoluble, donc G est résoluble.

Si |G| = 54 = 3% x 2, alors s3 = 1 donc le 3-Sylow S est distingué d’ordre 9 donc résoluble et
G/S est d’ordre 2 donc résoluble. Donc G est résoluble.

Si |G| = 56 = 23 x 3, alors (c.f feuille 8) soit il posséde un 2-Sylow S distingué et alors S et G/S
sont résolubles, soit il posséde un 7-Sylow S’ distingué et alors S’ et G/S’ sont résolubles. Dans
tous les cas, GG est résoluble.

O

Exercice 9.2. Montrer qu'un p-groupe est résoluble.

Démonstration. Si |G| = p®. On va procéder par récurrence sur «. Le résultat est évident si oo = 1.
Sinon le centre d’un p-groupe n’est pas réduit au neutre, donc G/Z(G) est d’ordre p” avec B < . Par
hypothese de récurrence, G/Z(G) est résoluble et Z(G) est résoluble, donc G est résoluble. O

Exercice 9.3. Montrer que le sous-groupe B, (R) < GL,(R) formé des matrices triangulaires supé-
rieures (et inversibles) est résoluble. On pourra considérer le sous-groupe N < B, (R) des matrices avec
des 1 sur la diagonale. On vérifiera que N < B, (R) et que N et B,(R) sont résolubles.

Démonstration.

1.

Montrons que N est distingué et que B, (R)/N est résoluble. Par le morphisme
p: B,(R) - (RY)"
(aij)i<ij<n — (@ii)i<i<n
On vérifie que ¢ est un morphisme de groupe, et que son noyau Ker(p) = N. Puisque le mor-

phisme ¢ est surjectif, on en déduit du premier théoréme d’isomorphisme que B, (R)/N est
isomorphe a (R*)™ qui est résoluble car abélien.

. Montrons que N est résoluble. L’idée est de montrer qu’a chaque fois qu’on calcule un commu-

tateur, on fait "remonter" la diagonale de 0.

Pour tout entier m > 1 (tant que ¢a a du sens), on pose
Ny ={AeN|a;=0s1 0<j—i<m}.

On va voir que D™ (G) < Ny,.
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On considére
Pm+1: Ny — N
(aij) — (aj;)
ovaj; =a;;sij—1i=ketaj i,; = 0 sinon. Alors ¢y, 41 est un morphisme de groupe. En effet

irj
soit A = (ai;) et B = (b; ;) deux éléments de N,,. On note AB = (¢; ;). Alors

1=

Cijitk = @i by itk

I

I
NgE L

@i ubuivk + itk
u=1i+1
n

= > Gibuisk + biiik
u=i+k

= itk T biitk

De plus Ker(¢m+1) = Nmt1. (Se lit facilement sur I’écriture matricielle). On vient donc de
construire une suite de groupe N = Ny > Ny = --- = N, = --- telle que N,,4+1 < Np,, et on
vérifie que Ny, /Np,+1 est abélien (c’est isomorphe a I'image de @p,+1(V,,) dont le calcul déja
effectué justifie que c’est un groupe abélien).
Or puisque Ny, /Ny, 41 est abélien, on en déduit que D(N,,) < Nyp,+1. En particulier D(G) < Ny,
et par récurrence on montre que D"(G) < Ny,.
Finalement comme N, = {id}, on a montré que Dn)(@) = {id}, donc N est résoluble.

Comme N et B,(R)/N sont résolubles alors B, (R) est résoluble. O

Exercice 9.4. Décrire les suites dérivées des groupes 204, Sy, Qg et D,,.

Démonstration. Pour les groupes 24, &4, Qg, on a vu dans l'exercice 1 qu’ils sont résolubles, donc
on sait que D(G) # G pour G € {2d4,84,Qs}. De plus on sait que D(G) est distingué dans G et
D(G) = {e} si et seulement si G est abélien.

1. Le seul sous-groupe distingué non trivial de 2[4 est V' (engendré par les doubles transpositions),
puisque 24 est résoluble non abélien, alors D(2(4) = V. Par contre V est abélien, donc la suite
dérivée est {e} aV < 2y.

2. On a vu que 64 /V ~ &3 n’est pas abélien, donc la suite dérivée de Sy est {e} <V <y < Sy.

3. Dans Qg on remarque que [i : j| = —1. En faisant tous les calculs, on constate que D(Qsg) =
{1,-1}.

4. Soient «, 3,0/, 3" des entiers. On peut supposer a > o

/

[sarﬁ § "MB,] = SQT’BSQ,T’B/ _5S_ar_5/s_o¢

= SOC asarﬁaﬁ 6aasarﬁ/5a/
= Saia 74(71) ﬁrﬁlfﬁsa*alr(fl)& +1ﬁ/
— r(_l)(afo/)[(_1)04’/8_’_/6,_/8]T(_l)<a/+1)ﬁ/

AED= (=) emeD)((—1) e —(—1)2") 3]

Puisque ((—1)® — (=1)(®~%)) ne peut valoir que —2,0,2 alors on a D(D,,) = {(r?).
e Si m est impair alors D(D,,) = {r). On a donc {e} < {r) < D,.
e Si n est pair, alorsD(D,,) = (r?). On a donc {e} <1 (r?) < D,,.

5. (méthode 2 pour 4) On sait que D,,/D(D,) est abélien. Alors r's = sr = rs dans D,,/D(D,,)
(car abélien). Ceci arrive si et seulement si r = 1 dans D,,/D(D,,), soit encore si et seulement
si r2 € D(D,,). Donc (r?) < D(Dy,).

e Sin est impair alors (r2) = {r). De plus D,,/{r) est de cardinal 2 donc abélien. Donc D(D,,) <
{r), soit encore Iégalité : (r) = D(D,,). On a donc la suite dérivée {e} < {(r) < D,,.

e Si n est pair, alorsD(D,,) = (r*). En effet D,,/{(r) est de cardinal 4 donc abélien. On a donc la
suite dérivée {e} <1 (r?) < D,,.
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O

Exercice 9.5. Donner un exemple de groupes G et H non isomorphes mais pour lesquels D(G) ~ D(H)
et G/D(G) ~ H/D(H).

Démonstration. On considére G = Dy et H = Qg. D’aprés exercice précédent, D(Dy) = (r?) ~ 7,/27,
et D(Qg) = {—1,1} ~ Z/27Z. De plus D4/D(D,) est un groupe d’ordre 4 qui contient au moins deux
¢léments d’ordre 2, a savoir r et s, c’est donc Vy = Z/2Z x Z/2Z. Par ailleurs Qg/D(D4) est un

groupe d’ordre 4 qui contient aussi au moins deux éléments d’ordre 2, & savoir ¢ et j, c’est donc
Vi =17/27 x 7.)27. O

Exercice 9.6. On se place dans le groupe GL2(R).

1. Montrer que les matrices de la formes

1 A 1 0 2
<0 1) et (M 1), avec (\, u) € R

2. Montrer que les matrices < (1) 21)\ ) et ( (1) i\ ) sont conjugués dans SLso(R). On pourra

chercher & conjuguer par une matrice diagonale.

engendrent SLa(R).

3. Déduire des questions précédentes la suite dérivée de GLg(RR). Ce groupe est-il résoluble ?

oG-
(e a)(r) = (i )

On part d’une matrice A = <Z Z) . Si b = 0, on multiplie par ((1) i‘) de sorte que leur produit

ait le coefficient en haut a droite non nul.

Démonstration.

1.

o

o

—a
On peut donc supposer sans perdre de généralité que b # 0. On pose alors yu = , alors

FICVRCY
(69

Donc les matrices engendrent bien SLa(R).

Puis A = —b,

2. Conjuguons par P = (a ?), alors

0
P1AP_1_1Q2A
0 1 “\0 1

a

Prendre a = /2 convient.
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3. On remarque que D(GL2(R)) < SLa(R). De plus avec P comme précédemment et a = \/5, on a
1 A (1 =X\ (1 A
(o) o ) =(0)
1 0 11 0y (10
P(M 1>P <—u 1>_<u 1)

Donc D(GL2(R)) = SLa(R), et de méme D(SL2(R)) = SL2(R). En particulier, GL2(R) n’est pas

De méme,

résoluble.
O
Exercice 9.7. On considére le groupe formé des matrices :
L f(z) h(z,y)
G:= 0 1 9(y) | f e R[x], g€ Rly], h € R[z,y]
0 0 1

1. Montrer que G est un groupe.

2. Calculer le commutateur [«, 5] de deux éléments «, 8 € G et montrer que

1 0 h(z,y)
D(G) = 0 1 0 | h e Rlz,y]
0 0 1
3. Montrer cependant que la matrice
1 0 2 +ay+y?
0 1 0
00 1
n’est pas un commutateur.
Démonstration.
1. On a
1 a ¢ 1 d ¢ 1 a+d c+d+Vba
01 ob]{0 1 ¥|=10 1 b+t
0 0 1/\0 O 1 0 0 1
1 d ¢ 1 a c 1 a+d c+cd +db
0 1 V|l0 1 b|=10 1 b+t
0 0 1 0 01 0 0 1
Donc G est stable par la loi du groupe et I'inverse
1 —a ba—c
0 1 -b |e@G
0 O 1
Donc G est un groupe.
2.
1 a ¢\ (1 d d\ /1 —a ba—c\ (1 —d Vd -
01 b|f0 1 V|0 1 —b 0 1 -
0 0 1/\0 0 1 0 O 1 0 0 1
1 a+d c+d+Va\ (1 —a—d —c+ - +ba+ba+bd
=1{0 1 b+ 0 1 —b-U
0 0 1 0 0 1
1 0 ba—adb
=(0 1 0
0 0 1
Sous licence |CC BY-NC-SA 4.0@ ® © © 49 Antoine DEQUAY


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

1A Maths, THéorie des GRoupes ENS de Rennes — Université de Rennes, 2024-2025

Donc un commutateur vérifie f'(z) = 0,4’ (y) = 0 et b (z,y) = f(x)v(y)—u(x)g(y). En particulier

1 0 h(z,y)
D(G) = 0 1 0 | h e R[z,y]
0 0 1

puisque le produit de plusieurs commutateurs vérifie f'(z) = ¢'(y) = 0 et A’ (z,y) ZUZ

3. Si la matrice
1 0 22 +xy+y°
0 1 0
00 1
est un commutateur, alors x? + zy + y* = f(x)v(y) — u(z)g(y).
Posons v(y) = Z vy et g(y) = Z giy'. Alors, en identifiant les coefficients (en voyant ce
polynéme en deux variables comme un polynéme en y a coefficients dans R(z)), on obtient

2® = vo f(x) + u(x)go
z = v f(z) +u(r)g
1 =wvpf(z) + u(r)ge

Donc les polynoémes 1, z, z2 qui sont linéaires indépendants dans R[], sont combinaisons linéaires
de seulement deux polyndémes. C’est absurde.

Donc ce n’est pas un commutateur.

O

Exercice 9.8. Soit G’ un groupe dont on suppose que le centre Z(G) est d’indice fini [G : Z(G)] =
n < +400.

1. Considérons (g;)i=1.., une famille de représentants de G/Z(G). Montrer que tout commutateur
est de la forme [g;, g;] pour certains indices 1 <, j < n. Il y a donc au plus n? commutateurs.

2. Montrer que pour tout (z,y) € G* : [z,y]" ™ = [z,9?] - [yzy L, y]" " .

3. Soit z € D(G) et écrivons z comme un produit de commutateurs = ¢; - - - ¢,. Montrer que si
un commutateur ¢ apparait au moins n + 1 fois dans le produit, alors z = C"H |- c) ol les
¢; sont des commutateurs. En déduire (avec la question précédente) que D(G) est fini avec la
majoration : ,

|D(G)| < n?*™.

Démonstration.

1

1. Soit [z,y] = zyz~'y~! un commutateur. Alors il existe i, € {1,--- ,n} et a,b € Z(G) tels que

z = gia et y = g;b.
[2,y] = giagjba™g; 0" g5 = gigjg; ;" = [9ir 95]

car a,be Z(G). Il y a donc au plus n? commutateurs.

2. On constate que
a[z,yla™ = azyz~ly a7 = [aza™!, aya™!]
En particulier y[z,y]*y~! = [yzy~!,y]F. Comme Z(G) est distingué dans G et d’ordre n alors
[z,y]" = e dans le quotient. Donc [z,y]" € Z(G).

]n+1

[z,y = xy:r‘l[ y] y
Ly

—1
wyw‘ aye o,y ] “ly !
xy:c 1y 2y£x y]"~

= [7y Hymy 7] -
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3. On suppose que ¢ apparait dans I’écriture de x. Montrons que 'on peut faire "avancer" ¢ dans

2 . — / N / —_ .
cette écriture. Or cic = cc 1010 =ccpoucy =c 1010 est un commutateur. Donc on peut faire

avancer n’importe quel ¢ de sorte que z puisse s’écrire sous la forme z = ¢"*!¢} --- ¢} ou les ¢

sont des commutateurs.

Mais ¢! peut s’écrire comme produit de n commutateurs, et il y a au plus n? commutateurs

possibles. Donc z est3 produit d’au plus n® commutateurs et il y a au plus n? commutateurs.
Donc |D(G)| < (n*)™.
O

Exercice 9.9. Dans GL2(R), on considére le sous-groupe

(- (3 )0 (1)

1. Montrer que G est résoluble (on pourra utiliser ’exercice précédent).

2. Montrer que zyz ' = y? et en déduire que le sous-groupe engendré par tous les conjugués de y
est abélien. On note ((y)) ce sous-groupe.

3. Le groupe ((y)) est-il de type fini?

Démonstration.

1. G est un sous-groupe d’un groupe résoluble (cf exercice précédent) donc est résoluble.

2. On a
(2 2
W=\o0 1

()66 0)

Le groupe engendré par les commutateurs de y est engendré pary, zyz ' et 2~ 'yz. Pour montrer
que le groupe engendré par les conjugués de y est abélien, il suffit de vérifier que y commute avec
xyxil et mflyx et que a:yxil et xilyaj commutent entre eux.

Donc zyz~! = 3%

yoayr =yl =ayz Tty

Y- ﬂ:_lyx = x_lxyx_lyx = x_lyny = x_lyxx_lny = x_lyac -y

xyx_l -:L'_lyx = y2 . m_lyx = w_lyac . y2 = x_lyac . xya:_l

. 2 1
T yr = 0 1
2
<2n 1 )
x "yx" = 1
T

Comme z~"yz" n’est pas engendré par z *yz*, pour k < n, alors ((3)) n’est pas de type fini.
O

Donc {{y)) est abélien.

3. On remarque que

Soit encore
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