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Théoréme 1 Soit n € N* et t,, la proportion de paires (z,y) € &2 qui engendre un sous-groupe

transitif de &,,. Alors :
1 1
n n

Preuve.

Lemme 2 Soit n € N*, on a :

Preuve. On considére la décomposition

[[Ln]] = |_|Az

n

avec les A; éventuellement vides. Soit (n;)icpn) € N™ tel que Zm, = n. Commencons par
i=1

calculer le cardinal de

A= {(Ai)ie[[l,n]] ) [[].,’I’L]] = |_|A’UVZ S II]-)n]]) #{Aju #Aj = Z} = nz}
=1

Pour cela, on découpe [[1,n] en n blocs de taille croissante, de sorte qu’on ait exactement

n; blocs de taille ¢ pour tout i € [1,n].

A dire a l'oral en écrivant la formule : Dénombrer A revient & dénombrer le nombre de fagons

de "remplir" ces blocs par les éléments de [1,n], c’est & dire dénombrer des permutations (d’ou
n

le n!) de &,, qui stabilisent chaque bloc (d’ot le H (i!)"") sans ce soucier de leur ordre (d’ou le

i=1
n
H n;!), ce qui donne :
i=1 |
n!
#HA = 57—
(i)™ n,!

i=1

Calculons maintenant le cardinal de :

B={(z,y) €&} Vie [1,n],(A #0 = 3z € (z,y),0orb(z) = 4A;) }

A dire a Uoral en écrivant la formule : Pour chaque ¢ € [1,n], on peut choisir librement

les restrictions x| 4, et y| 4, au sein de leur orbite A;. (x| 4,, y| 4,) est bien un sous-groupe de
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A, agi itiv i 1, av venti =1:
G4, agissant transitivement sur A;, d’ol, avec la convention ¢y = 1

n

#B = H#A' Vg, =] (@) 4)"

=1

On obtient donc, en énumérant I’ensemble des décompositions possibles de [1,n], I’ensemble

des paires de &2 via ce qui précéde, d’ott :

D D e | (CCAORELND DR | &

(ni)ie1,n) EN" H 'l' nln | i=1 (n4)ieq1,n) EN™ =1
S ini=n S ini=n

=1

On peut donc écrire ’égalité entre séries formelles :

+oo . +o00 n ,ltl)n. i 400 th X
SUCLED I B OIS | 2 BEED ST D oD | S e
n=1 n=1 (n4i)icq1,n) EN™ =1 n=1 (ni)ieq1,n) ENT i=1
Zz IZTLZ—TL Z:L lini:n
B zlt xiy l ( >
H Z H exp (it X") = exp Z il X
=1 j=0 ! i=1

Une dérivée formelle permet alors d’avoir :
+o00 +o00
Zn n! X"t Zj jit; X7 Vexp (Zz't X" ) = Zj ~j!th7’IZk!Xk
j=1 k=1
En particulier, I'égalité des coefficients d’ordre n — 1 donne bien :

-1
|Zz it ( n—z'—Z(Z> it;

=1

n—1

-1
n

On pose, pour n € N* r, =n(1 —t,) et ¢, = Z ( ) . On cherche donc & prouver que
i

=1

1
rn=1+0 (—) Par le lemme, on a, pour n € N* fixé :
n

n -1 n—1 -1
rn:n—ntnzz (7;) iti—ntnzz (?) it

=1 =1
n—1 -1 n—1 -1 -1
n . n n
:ZO Z_ZO e () ;
- 1 - (4 - 1
=1 =1 =1

Comme les t; sont des proportions, Vi € N*, t; < 1, et donc 0 < r,, < ¢,,. Etudions (cn)

M1

neN*"*
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Par changement de variables et symétrie des coefficients binomiaux, on a :

B ) )

Ainsi, pour n > 6, on peut écrire :

et
1
cp=1+0 <—>
n
La suite (cy,), o+ €st donc bornée, donc (r,),, .. aussi. Il existe donc M > 0, tel que :
= (n\ " = (n\ " c 1
Z() mSMZ() :2M—”:o(—)
, i : i n n
i=1 i=1
d’ou
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