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Exercice 1.1. Soit X un ensemble de cardinal |X| = 4. Décrire toutes les lois de compo-
sition sur X qui en font un groupe.

Exercice 1.2. 1. L’ensemble {—1,0, 1} est-il un sous-groupe de (Z,+)?

2. Soit p un nombre premier. Montrer que {a + ib,/p | (a,b) € Z} est un sous-groupe
de (C,+) et que {a +ib\/p | (a,b) € Q*} est un sous-groupe de (C*,-)

Exercice 1.3. On considére I'ensemble H = {z +yv/3 | zeN, ye Z, 2 —3y> = 1}.
1. Montrer que H est un sous-ensemble de R .

2. Soient u,v deux éléments de H. Montrer que leur produit uv (au sens du produit
usuel sur R) est dans H.

3. Soit u un élément de H, montrer que % est dans H.

4. En déduire que H est un sous-groupe de (R%, x).

Exercice 1.4. Montrer en exhibant un exemple que la réunion de deux sous-groupes n’est
en général pas un sous-groupe (on peut aussi montrer que si H et K sont deux sous-groupes
d’un groupe G, alors H u K est un sous-groupe si et seulement si K ¢ H ou H c K).

Exercice 1.5 (Groupe libre). Soit X un ensemble. A tout élément z de X, on associe un
symbole 27!, Et I'on note X! I'ensemble des z~! pour z parcourant 2. On va construire
un ensemble G(X) de la maniére suivante : un élément de G(X) est un mot, c’est-a-dire
une suite finie d’éléments de X U X! ne comprenant aucune séquence de deux termes
L ou 2712 pour z € X. On va ajouter une loi de composition
interne sur G(X). On multiplie deux éléments (ou mots) de G(X) en les concaténant puis
en le réduisant, c’est-a-dire en éliminant les séquences zz~' ou 2 'z que l'on rencontre.
On va définir I’élément neutre de G(X) comme étant le mot vide.

consécutifs de la forme zx™

1. Montrer que G(X) avec la loi ainsi définie est un groupe.
2. Soit f: X — G une application ensembliste, montrez que 'on peut définir un mor-
phisme de groupe f: G(X) — G qui vérifie f(z) = f(x) pour tout = € X.

Exercice 1.6. Soit G un groupe. On appelle centre du groupe et I'on note Z(G) := {z €
G | Yy € G,xy = yx}. Montrer que Z(G) est un sous-groupe abélien de G et que si G
posséde un unique élément d’ordre deux, alors cet élément est dans Z(G).

Exercice 1.7. Soit

Montrer que I' muni de la loi de multiplication pour les matrices est un groupe mais que
ce n’est pas un sous-groupe de Gla(R). Vérifier que I' est isomorphe au groupe (R*, ).
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Exercice 2.1. Soit G un groupe qui posséde exactement deux sous-groupes distincts de
G et 1.

1. Montrer que G est un groupe fini en montrant d’abord que tous ses éléments sont
d’ordre finis.

2. Montrer que G est cyclique.

3. En déduire que G est d’ordre pq ou p® avec p # g deux nombres premiers.

Exercice 2.2. Soient G et G’ deux groupes. Soit morphisme de groupe f: G — G'.

(a) On dit que f est un monomorphisme si pour tout groupe I'; la propriété suivante
est vérifiée : pour tous morphismes de groupes u,v: I' —» G, si fou = f owv alors
U= 0.

(b) On dit que f est un épimorphisme si pour tout groupe I', la propriété suivante est
vérifiée : pour tous morphismes de groupes u,v: G’ — TI', siuo f = vo f alors u = v.

Montrer les résultats suivant :
1. f est un morphisme injectif si et seulement si f est un monomorphisme

2. f est un morphisme surjectif si et seulement si f est un épimorphisme
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Exercice 3.1. Soit G un groupe tel que Aut(G) est cyclique.
1. Montrer que G est abélien.

2. Si G est fini, montrer que G est cyclique. On précisera alors les différentes possibilités
pour l'ordre de G.
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Exercice 4.1. On se propose de calculer Aut(G) avec G = Z/4Z x Z/2Z. On note x un
générateur de Z/4Z et y un générateur de Z/2Z. Tout élément de G s’écrit donc nz + my
avec0<n<3etm=0o0ul.

1.
2.

4.

Montrer que pour tout ¢ € Aut(G), ¢(2x) = 2z.

En envisageant les choix possibles pour ¢(z) et ¢(y), justifier que Aut(G) est d’ordre
8.

On pose ¢(z) = 3z + y et p(y) = 2x + y. Montrer que ¢ s’étend en un automor-
phisme d’ordre 4. De méme, montrer que ¢(x) = 3z + y et ¥(y) = y définit un
automorphisme d’ordre 2.

Vérifier que ¢ o po1p = =1 et en déduire que Aut(G) ~ Dj.

Exercice 4.2. Montrer que le groupe Aut(Dy) est isomorphe & D4 (on pourra étudier les
choix possibles pour les images de r et s par un automorphisme). Préciser a quel sous-
groupe correspond Int(Dy) dans cette description.
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Exercice 5.1. On veut montrer que le groupe G := SLy(Z) des matrices entiéres de
déterminant +1 est engendré par deux matrices :

0 -1 11
s (V) e (0.

Pour cela, nous introduisons le demi-plan de Poincaré H := {z € C | &(z) > 0} et notons
I':= (S, T) le sous-groupe de G engendré par S et T.

a b Z‘_az~|—b
c d ez +4d

définit bien une action de SLa(R) sur H. Quel est le noyau de cette action ?

1. Montrer que la formule

2. Exprimer I'action de S, T, ST et T'S sur H et préciser les ordres des transformations
correspondantes.

3. On note D la partie de H suivante :
1
D := {zeH[ IR(2)] < iet]z] > 1}.

Faire un dessin. Montrer que pour z € H il existe g € T" tel que g- z € D.

4. Soient z € D et g € G. Montrer que si g - z € D alors z est sur le bord de D et
préciser la valeur de g (suivant la position de z).

5. Calculer les stabilisateurs de 'action de G' pour un point de D (on prétera une
attention particuliére aux cas z =i, z = j et 2 = —j).

6. Soit zg = 2i. Pour g € GG, on considére z := g - zg. D’aprés la question 3, il existe
un élément v € I' tel que v- z € D. En utilisant la question précédente, montrer que
g =~ ! et conclure.

Exercice 5.2. Soit k < n deux entiers. On note Ej ’ensemble des parties a k éléments

de {0,--- ,n — 1}. On rappelle que Card(E}) = Ck = Wlk)'

Dans toute la suite on suppose que k et n sont premiers entre eux.

1. On fait agir Z/nZ sur Ej, par m * (a1,--- ,ar) = (ag +m,--- ,a; +m). Montrer
que cela définit bien une action.

2. Montrer que le stabilisateur de tout élément est trivial.

3. En déduire que n divise CE.
Exercice 5.3. Soit G un groupe fini qui agit sur un ensemble fini X de maniére transitive.
(C’est-a-~dire que pour tous z,y € X, il existe g € G tel que g-z = y). On note n = Card(X).

1. Pour k < n, on note X8 = {(zy,--- ,wy) | Vi # j,z; # 2;}. Montrer que G agit
naturellement sur X[,

2. On dit que Paction de G sur X est k-transitive si I'action de G sur X [*] est transitive.

Quel est le degré de transitivité de &,, sur X = {1,--- ,n}? Quel est celui de A, ?

3. Montrer que si G est k-transitif alors |G| = n(n—1) --- (n—k+1)|Stab(z1, - -+, xx)]|.

4. On note x(g) = Card({x € X | g-x = x}) Pensemble des points fixes de g dans son
action dans X. Montrer que G est k-transitive si et seulement si

1

@l D@9 = 1) (x(g) —k+1) =1

geG

5. On suppose G transitif sur X. Montrer que G est 2-transitif si et seulement si
2 = 17 Ygec IX(9)*-



Exercice 5.4 (Théoréme de Burnside). Soit G un groupe et X un ensemble. On suppose
que G agit sur X. On note () 'ensemble des orbites de 'action de G sur X. Alors

1 .
’a Z |Fixg|

geG

Nombre d’orbites de I'action = || =

ot Fixg = {z e X| g -2 = z}.

Indication : Dénombrer I'ensemble A = {(g,x) € G x X|g -z = x} par deux méthodes
distinctes.
Exercice 5.5. On garde les notations de ’exercice précédent.

1. Montrer en appliquant la formule de Burnside, que si |X| > 2, on a

> x(9)* = 2|G].

geG

2. On suppose désormais également que G agit transitivement sur X, et on note G
I’ensemble des éléments de G ne fixant aucun point de X. Prouver ’encadrement

Gl < Y (x(9) — Dix(g) — |X]) < IX||Gol
geG

et en déduire que |Go| = |G|/| X]|.

Exercice 5.6. 1. Montrer que si le quotient G/Z(G) est cyclique, alors le groupe G
est en fait abélien.

2. En déduire qu'un groupe d’ordre p? (avec p un nombre premier) est abélien. Montrer
qu’a isomorphisme prés un groupe d’ordre p? est de la forme (Z/pZ)2 ou Z/p*Z.

Exercice 5.7. 1. Soit G un groupe fini et H < G un sous-groupe propre. Montrer
que
|JoHg ' <G
geG

2. Si G = GL,(C), montrer qu'il existe un sous-groupe propre H qui intersecte toutes
les classes de conjugaison.
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Exercice 6.1. En utilisant I'exercice précédent (et votre connaissance des classes de conju-
gaison dans &j), décrire les classes de conjugaison de 205. En déduire une nouvelle démons-
tration du fait que 2A5 est simple.

Exercice 6.2. Si n > 5, montrer que &,, n’admet pas de sous-groupes d’indice k avec
2 <k <n.Si H< G, est un sous-groupe avec [&,,, H| = k, on fera agir &,, sur &,, /H et
on s’intéressera au noyau de &, — &g, /iy ~ Gk

Exercice 6.3. Montrer qu’il existe un morphisme injectif &,, < 2, 2. Peut-on plonger
S, dans A, 17
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Exercice 7.1. On va donner une autre démonstration du premier théoréme de Sylow
(existence d’un p-Sylow).
1. Soient G un groupe admettant un p-Sylow P et H < G un sous-groupe de G.
Montrer qu’il existe g € G tel que gPg~! n H est un p-Sylow de H. Pour cela, on
fera agir H sur G/P et on s’intéressera aux cardinaux des orbites.

2. Soit maintenant G d’ordre |G| = n et p un diviseur de n. Montrer qu'il existe un
plongement de G dans GL,,(Z/pZ) et, en utilisant I’exercice précédent, montrer que
G admet un p-Sylow.
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