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Dans toute la suite, Fq dénote le corps fini à q éléments.

1. Soit n P N et E un espace vectoriel sur Fq de dimension n. Pour tout un entier m avec
0 ď m ď n, on note Xm l’ensemble des m-uplets px1, . . . , xmq P Em formés de m vecteurs
linéaires indépendants.
(a) Calculer CardpXmq. En déduire CardpGLnpFqqq.
(b) Quel est le cardinal de l’espace projectif PpEq, c’est à dire combien y-a-t-il de droites

vectorielles dans E ?
2. Soit n ě 2 un entier. Soit µnpFqq le groupe des racines n-ièmes de l’unité dans Fq. Montrer

que CardpµnpFqqq “ pgcdpn, q ´ 1q. En déduire le cardinal de PSLnpFqq.
Indication : Soit d “ pgcdpn, q ´ 1q. Pour x P F˚

q , montrer que xd “ 1 si et seulement si x P µnpFqq. Combien
de racines possède le polynôme Xd ´ 1 dans F˚

q ?

3. Montrer que GL2pF2q est isomorphe au groupe symétrique S3.
Indication : Faire opérer GL2pF2q sur F2

2.

4. Soit E “ F2
3.

(a) Construire, au moyen des 4 droites vectorielles D1, . . . , D4 des E un homomorphisme
surjectif ε : GL2pF3q ÞÑ S4.

(b) Montrer que ε induit un isomorphisme entre PSL2pF3q et le groupe alterné A4.
(c) En déduire que SL2pF3q n’est pas parfait. (Un groupe G est parfait s’il coïncide avec le

sous-groupe rG,Gs engendré par les commutateurs)
5. Montrer que PSL2pF4q est isomorphe à A5. Indication : PSL2pF4q opère sur l’ensemble X des droites

vectorielles de F2
4. Quel est le cardinal de PSL2pF4q ?

6. Montrer que PGL2pF5q est isomorphe à S5 et que PSL2pF5q est isomorphe à A5.
7. Soit n P N et E un espace vectoriel sur Fq de dimension n.

Pour un entier m avec 0 ď m ď n, soit Gn,m l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E de
dimension m. Trouver une formule pour CardpGn,mq. Indication : GLnpFqq opère transitivement
sur Gn,m.

8. Pour K “ R ou C, on munit MnpKq – Kn2

de la topologie standard.
(a) Montrer que GLnpQq est dense dans GLnpRq et que SLnpQq est dense dans SLnpRq.
(b) Montrer que GLnpCq, SLnpCq et SLnpRq sont connexes par arcs et que GLnpRq n’est

pas connexe.
9. Soit n ě 1 un entier et Γ “ SLnpZq. Pour un nombre premier p, on considère l’homo-

morphisme φp : Γ ÞÑ SLnpZ{pZq induit par la réduction modulo p, i.e. φpppaijq1ďi,jďnq “

paijq1ďi,jďn, où a désigne la classe de a P Z dans Z{pZ.
(a) Montrer que φp est surjectif.
(b) On note Γp le noyau de φp. Quel est l’indice de Γp dans Γ ?
(c) On suppose que p ě 3. Montrer que Γp ne possède pas d’éléments d’ordre fini distinct

de l’identité.*
(d) En déduire que Γ ne possède, à isomorphisme près, qu’un nombre fini de sous-groupes

finis.
10. Soit n ě 2, et soit a “ pa1, . . . , anqt P Zn. Montrer que les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :
(a) Il existe une matrice A P SLnpZq dont la première colonne est a.
(b) pgcdpa1, . . . , anq “ 1.
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