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0 Exercices Supplémentaires THGR

0.1 Feuille 1

Exercice 0.1. Soit G un groupe qui posséde exactement deux sous-groupes distincts de G et {1}.
1. Montrer que tout élément de G est d’ordre fini. En déduire que G est d’ordre fini.
2. Montrer que G est cyclique.

3. Montrer que G est d’ordre pg ou p* avec p # ¢ deux nombres premiers.

Démonstration.

1. Montrons que tout élément de G est d’ordre fini. Soit € G. Supposons par I’absurde que z soit

d’ordre infini. Alors le sous-groupe de G engendré par x est infini et isomorphe & Z. Or Z posséde
une infinité de sous-groupes (les nZ), donc G posséde aussi une infinité de sous-groupes, ce qui
est absurde. Donc x est d’ordre fini.
Montrons maintenant que G est d’ordre fini. Supposons par ’absurde que G soit infini. Soit
x # 1, on note H = (x). Alors H est fini, donc il n’est pas égal & G. Soit y ¢ H. Alors K = (y)
est un sous-groupe fini de G différent de G, H et {1}. Comme G est infini, on peut trouver un
élement z ¢ H U K. Le sous-groupe engendré par z est alors différent de G, H, K et {1}. Or c’est
absurde car G posséde exactement deux sous-groupes distincts de G et {1}. Donc G est fini.

2. Soit  # 1 un élément de G. On note H le sous-groupe engendré par z. On sait que H # {1}.
Si H = @ alors on aura prouvé que G est cyclique. Sinon H # G et il existe y € G\H. On note
K le sous-groupe engendré par y. Comme précédemment K # {1}. De plus K # H. Si K = G
alors G est cyclique. Supposons que K # G. Alors il existe z ¢ H u K. Le sous-groupe engendré
par z n’est ni {1}, ni H ni K. C’est donc nécessairement G. Donc G est cyclique.

3. Comme G est un groupe cyclique, il est donc isomorphe & Z/nZ pour un certain entier n > 1. Or
le groupe Z/nZ posséde un sous-groupe d’ordre d pour tout d diviseur de n. Puisque le groupe
G posséde exactement deux sous-groupes distincts de G et 1, alors G est d’ordre pg ou p* avec
p # q deux nombres premiers.

O

Exercice 0.2. Soient G et G’ deux groupes. Soit morphisme de groupe f: G — G’.

(a) On dit que f est un monomorphisme si pour tout groupe I', la propriété suivante est vérifiée :
pour tous morphismes de groupes u,v: I' > G, si fou = fowv alors u = v.

(b) On dit que f est un épimorphisme si pour tout groupe I, la propriété suivante est vérifiée : pour
tous morphismes de groupes u,v: G' — I',siuo f =vo f alors u = v.

Montrer les résultats suivant :
1. f est un morphisme injectif si et seulement si f est un monomorphisme.

2. f est un morphisme surjectif si et seulement si f est un épimorphisme. Indication : Pour le sens
réciproque, on pourra considérer l'ensemble : E = G'/f(G) u {0} et T = Gp.

Démonstration.

1. Supposons que f soit injective, soient alors I' un groupe et u,v: I' — G deux morphismes de
groupes tels que fou = fowv. Soit x € ', alors par hypothése f(u(x)) = f(v(z)), donc u(x) = v(x)
car f est injective. Donc u = v et f est un monomorphisme.
Réciproquement, si f est un monomorphisme, prenons z,y € G tels que f(x) = f(y) et considé-
rons les morphismes de groupes u: Z — G,n — z" et v: Z — G,n — y". Alors il est clair que
fou= fowv, donc u = v puisque f est un monomorphisme. En particulier, cela implique que
x =y et donc f est injective.

2. Supposons que f soit surjective, et soit un groupe I' ainsi que u,v: G’ — I' deux morphismes de

groupes tels que uo f = vo f. Soit z € G', alors comme f est surjective, il existe z € G tel que
f(z) = z. Alors u(z) = u(f(z)) = v(f(x)) = v(z), donc u = v.
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Réciproquement, supposons que f soit un épimorphisme. Supposons par ’absurde que f ne soit
pas surjective, alors f(G) = H # G’. On pose E = G'/f(G) u {0} 'ensemble quotient de G’ par
f(G) union un point. Pour g € G’ on définit

04: EFE - K
?’H — g2'G

o = O

Soit 7 la transposition de E qui échange H et co. Alors soit u: G' — E,g — o4 et v: G —
E,g+— 1oogz07. On vérifie que uo f = vo f. Puisque f est un épimorphisme alors cela implique
que u = v. Soit z ¢ H, alors 0,(00) = o0 et

Too,o071(0) =7(0.(H)) =7(2H) =zH

Ce qui est absurde.

Exercice 0.3. On montre ici que le groupe G := SLy(Z) est engendré par deux matrices :

0 —1 1 1
s (0 ) e (1),

Pour cela, on introduit le demi-plan de Poincaré H := {z € C | ¥(z) > 0} et on note I' := (S, T) le
sous-groupe de G engendré par S et T

a b y e B +b

c d " ez td

définit bien une action de SLy(R) sur H. Quel est le noyau de cette action ?

1. Montrer que la formule

2. Exprimer 'action de S, T, ST et T'S sur H et préciser 'ordre de ces transformations.

3. On note D la partie de H suivante :
1
D= {Z€H| IR(2)| < 5et|z| > 1}.

Faire un dessin. Montrer que pour z € H il existe g € T" tel que g- z € D.

4. Soient z € D et g € G\{Id}. Montrer que si g - z € D alors z est sur le bord de D et préciser la
valeur de g (suivant la position de z).

5. Calculer les stabilisateurs de I'action de G pour un point de D (on traitera soigneusement les cas
z=1,2=7jetz=—j).

6. Soit zg = 2i. Pour g € G, on considére z := g - zg. D’aprés la question 3, il existe un élément
v eT tel que -z € D. En utilisant la question précédente, montrer que g = v~ ! et conclure.

Démonstration.
z+b

cz+d

1. On vérifie dans un premier temps que € H (on multiplie par le conjugué du dénominateur

en haut et en bas) :

S ((az + b)(cz + d)) = S(ac|z|* + adz + bez + bd) = (ad — be)I(2).

b
Comme <CCL Z) € SLa(Z), on a ad — bc = 1 et finalement @ro . H, car z € H.

cz+d
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On vérifie par ailleurs que Is - z = z et que :

a b a b ~f(a b\ dz+V
c d ¢ d) 7)) T \e d cdz+d
a’z+b
_ c’zid’ + b
a’'z+b
CC’Zid/ + d
~ (ad" +bc)z + (ab" + bd')
~ (ca' +dc)z + (cbf + dd")
_ f(ad +bc ab + bd
" \ed +dd b + dd

(D5 0)-

Donc la formule donnée définit bien une action.
On cherche a calculer le noyau de I’action vue comme application de SLg(7Z) dans &p. On cherche

a

N

donc les éléments de (i b> € SLy(Z) tels que pour tout z € H :

d
a b z_az+b_2
c d Ccz+d 7

, donc le noyau de 'action est Z <1 O>.

a
On trouve le systéme : {

—c= 0 1
. Ona: )
S.y=_—
z
T -z=2+1
-1
ST -z =
z+1
-1
TS z= z
z
De plus (& chaque fois, les puissance plus petites agissent non trivialement) :
— 8% = —I, agit trivialement donc I’ordre de la transformation est 2,

— T" -z =z +n, donc son ordre est infini,
— (ST)? = —I, donc son ordre est 3,
— (T'S)? = —I, donc son ordre est 3.

3. On a la figure suivante :
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S(z b .

On commence par remarquer que (g - z) = ¢ avec g = @ . Puisque ¢ et d sont des
lcz + d|? c d

entiers, on peut choisir g tel que (g - z) soit maximale (En effet, on cherche & minimiser |cz + d.

Voir ci-dessous pourquoi on choisit un tel g).

On va maintenant"recentrer" le point. Par la question 2, on voit que, pour z € H, si on pose

k= [?R(g-z)%—;J,onaiR(Tk~g-z)=§R(g-z)—k:e[—1/2,1/2].

Assurons-nous que ce point n’est pas dans le disque unité ouvert. Si ¢’est le cas, alors |[S - T % . g - 2| >

1. Mais alors, on voit que (S -T7%.g-2) > (T *.g-2) = (g 2), ce qui est absurde par
définition de g. Donc T% - g- 2z € D.

C\
Il reste a vérifier que g € I'. C’est bien le cas, car par la formule J(g - 2) = |\$(—|—ZZZ|2’ pour
cz
maximiser §(g-z), on doit prendre (¢, d) € {(0,1), (1,0)}, et donc on peut prendre g € {Idy, S} = T
respectivement.
4. On pose g = a b .On avuque S(g-2) = & Quitte & considérer (;\49) =(g-2,9 Y
C d |CZ + d|2 ) ) ’

on peut supposer que (g - z) = I(2) (ie |ez + d* < 1). Nécessairement, on || < 2 : on va

distinguer plusieurs cas :

— Si ¢ =0, alors d = %1 et l'action de g est la translation par £b. Comme R(z) et R(g - 2)
sont dans [—1/2,1/2], il vient b = 0et g = +Io oub = +1 (et g = £7) et N(2),RN(g - 2) €
{—1/2,1/2},

— Sic=1,alors |z +d| <1donc d=0sauf si z=j (respectivement z = —j), et dans ce cas,

d e {0,1} (resp. d € {0, —1}).
— Lecasd=0donne b =1 et |z] <1, donc |z| = 1. Il vient alors g -z = a + —, et comme
z

précédemment, il vient a = 0, sauf si R(z) = £1/2. Dans ce cas, z = j ou z = —j, et alors
a€{0,—1} ouac {0,1}. B
aj+a—1 aj+1

— Siz=jetd=1,alorsa—b=1etg-j= _ = —~—— =a+jdoncac{0,1}.
_ j+1 J
— De méme pour le cas z = —j.
— Si ¢ = —1, le raisonnement est similaire au cas ¢ = 1 en inversant les signes de a, b, ¢ et d.

Dans tous les cas, z est bien sur le bord de D.

5. Par ce qui précéde, si g # 15 est dans le stabilisateur de z € D, z est sur le bord de D. Par
contraposée, tout élément qui n’est pas sur le bord de D posséde un stabilisateur trivial.

— Par ce qui précéde, si z € D est tel que que z # j,—j et R(z) = £1/2, alors g- 2z € D si et
seulement ’action est une translation. En particulier g ne stabilise pas D, donc le stabilisateur
de z est réduit a l'identité.

— Si|z|=1et g-2€D,on adenouveau ¢ = 1 et d = 0, donc si on suppose z ¢ {j, —j}, alors

g-z=—1/z.
Le seul z stabilisé par un tel g est z = 2. Donc Stab(i) = {I3, S}.
— 1l ne reste qu’a traiter le cas o z = p ou z = —p. Dans ces cas, (a l'aide la discussion

précédente, et en testant les divers cas) on montre que Stab(j) = (ST et Stab(j) = (T'S).

6. On a (vg) - z0 = v+ 2z € D. Comme 2y € D et que zy n’est pas sur le bord de D, on a, par la
question précédente, vg = +I5. Donc g =~y ' e, etona Gc T, dou G =T.

O

Exercice 0.4 (Groupe libre, théorie de la présentation). Soit X un ensemble. A tout élément = de X,
on associe un symbole 1. Et Pon note X ~! I'ensemble des ™! pour z parcourant z. On va construire
un ensemble G(X) de la maniére suivante : un élément de G(X) est un mot, c’est-a-dire une suite finie
d’éléments de X U X ~'ne comprenant aucune séquence de deux termes consécutifs de la forme zz ! ou
2~z pour z € X. On va ajouter une loi de composition interne sur G (X). On multiplie deux éléments
(ou mots) de G(X) en les concaténant puis en le réduisant, c’est-a-dire en éliminant les séquences zz

ou z~'2 que 'on rencontre. On va définir I'élément neutre de G(X) comme étant le mot vide.
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1. Montrer que G(X) avec la loi ainsi définie est un groupe.
2. Soit f: X — G une application ensembliste, montrez que l'on peut définir un morphisme de
groupe f : G(X) — G qui vérifie f(x) = f(x) pour tout =z € X.

3. Soit R un ensemble de relations entre les éléments de X. Construire un groupe sur X (le plus
gros possible) dans lequel ces relations sont vérifiees. On note (X | R) ce groupe (c’est une
présentation!).

Remarque. Ce groupe est caractérisé par la propriété universelle suivante :

VH e GrpVf: X - H,(3'F:G— H\Vxe X, F(x) = f(z))

< (2!

cxpre R= f(x)™ ... f(xy)™ =1).

n

4. Trouver une présentation pour Z, Z/nZ, &,, le groupe modulaire PSLs(Z), et le groupe de tresse
By, (comparer a la présentation de &,,).

Une fois fait, venez parler présentation (absolue) avec moi.
Exercice 0.5 (Groupes topologiques). On va chercher a montrer qu’il existe une infinité de puissances
de 2 commencgant par un 9.
1. Montrer que tout sous groupe de R est soit monogéne, soit dense. Indication : pensez aux sous-
groupes de 7, !
2. Que se passe-t-il pour un sous-groupe H de la forme Z + aZ?
3. Application : montrer que cos(N) est dense dans [—1,1].
4. Que se passe-t-il pour un sous-groupe H de la forme Z** + aZ™*, pour a e R"\Q?
(a) Montrer que pour tout ¢ € R™* il existe une infinité de n € Z tels qu'il existe m € Z vérifiant
O0<n+am<e.
(b) Reprendre la question précédente en supposant n € N, puis conclure. On pourra s’intéresser
a(n+aZ)nRY*
5. Conclure.

Une fois fait, venez parler groupes topologiques avec moi.

Exercice 0.6 (Help!). Prouver que Sp,(Z/nZ) est engendré par les matrices By(A) = (64 t291>
9

pour A € GL4(Z/nZ), S4(C) = <1C€ (1]g> pour C € M,(Z/nZ) symétrique et Hy = <Of (1)9>,
g —tg Yg
ot Spy(Z/nZ) = May(Z/nZ) est 'ensemble des matrices M vérifiant '!MH,M = H,. Donner un
algorithme permettant de décomposer un élément de Sp,(Z/nZ) en produit d’¢léments de la forme
ci-dessous.
Une fois fait, venez m’aider !

Exercice 0.7 (Topologie algébrique). Plantez n piquets alignés dans le sol, et prenez une corde.
Trouvez une fagon d’enrouler la corde autour des piquets de sorte a ce que, si vous faites un noeud
avec les bouts de la corde, elle soit retenue par ces piquets, mais que si vous enlevez n’importe quel
piquet du sol, la corde ne soit plus attachée a rien...

Une fois fait, venez parler groupe fondamental avec moi.

Exercice 0.8 (Décomposition polaire et applications).

1. On va montrer que p : O(n,R) x 7T (R) = GL,(R), ou .7, "(R) désigne I'ensemble des
matrices symétriques définies positives :

(a) Pour M € GL,(R), cherchez & construire une (la?) racine carrée de "M M (pensez a diago-
naliser!).

(b) Explicitez S et O en fonction de M. Qu’avez-vous prouvé sur p?
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(c) Pour linjectivité de p, exprimez S en fonction de 52 grace a un polynome bien choisi, et
pensez a la diagonalisation simultanée.

(d) Pour la continuité, on cherche montrer celle de p~ 1. On admettra la compacité de O(n,R).
2. Calculer la norme triple (pour la norme |.|2) d’une matrice de GL,(R).
3. Montrer que tout sous-groupe compact de GL, (R) qui contient O(n,R) lui est égal.

Uk + u;l

4. En s’inspirant de la suite convergente (vers 1) ug4q = pour ug > 0, donner une méthode

numérique permettant d’approcher la décomposition polaire.

Exercice 0.9 (Exponentielle symétrique). Montrer que exp : .7 (R) — 7" (R) est un homéo-
morphisme. (On pourra utiliser 'exercice précédent, et au passage comprendre la dénomination de
décomposition polaire...)
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0.2 Feuille 2

Exercice 0.10. Soit G un groupe qui posséde exactement deux sous-groupes distincts de G et {1}.
Montrer que G est d’ordre pg ou p* avec p # ¢ deux nombres premiers.
Indication : Il se trouve que G est abélien...

Démonstration. Montrons que tout élément de G est d’ordre fini. Soit = € G. Supposons par ’absurde
que x soit d’ordre infini. Alors le sous-groupe de GG engendré par x est infini et isomorphe a Z. Or Z
posséde une infinité de sous-groupes (les nZ), donc G posséde aussi une infinité de sous-groupes, ce
qui est absurde. Donc x est d’ordre fini.

Montrons maintenant que G est d’ordre fini. Supposons par ’absurde que G soit infini. Soit = # 1,
on note H = {(x). Alors H est fini, donc il n’est pas égal & G. Soit y ¢ H. Alors K = (y) est un sous-
groupe fini de G différent de G, H et {1}. Comme G est infini, on peut trouver un élément z ¢ H U K.
Le sous-groupe engendré par z est alors différent de G, H, K et {1}. Or c’est absurde car G posséde
exactement deux sous-groupes distincts de G et {1}. Donc G est fini.

Montrons que G est cyclique. Soit & # 1 un élément de GG. On note H le sous-groupe engendré par
x. On sait que H # {1}. Si H = G alors on aura prouvé que G est cyclique. Sinon H # G et il existe
y € G\H. On note K le sous-groupe engendré par y. Comme précédemment K # {1}. De plus K # H.
Si K = G alors G est cyclique. Supposons que K # G. Alors il existe z ¢ H u K. Le sous-groupe
engendré par z n’est ni {1}, ni H ni K. C’est donc nécessairement G. Donc G est cyclique.

Comme G est un groupe cyclique, il est donc isomorphe & Z/nZ pour un certain entier n > 1.
Or le groupe Z/nZ posséde un sous-groupe d’ordre d pour tout d diviseur de n. Puisque le groupe G
posséde exactement deux sous-groupes distincts de G et 1, alors G est d’ordre pg ou p* avec p # ¢
deux nombres premiers. O

Exercice 0.11. Soient G et G’ deux groupes. Soit morphisme de groupe f: G — G.

(a) On dit que f est un monomorphisme si pour tout groupe I', la propriété suivante est vérifiée :
pour tous morphismes de groupes u,v: I' > G, si fou = fowv alors u = v.

(b) On dit que f est un épimorphisme si pour tout groupe I', la propriété suivante est vérifiée : pour
tous morphismes de groupes u,v: G' - TI',siuo f=wvo f alors u = v.

Montrer les résultats suivant :
1. f est un morphisme injectif si et seulement si f est un monomorphisme

2. f est un morphisme surjectif si et seulement si f est un épimorphisme

Démonstration.

1. Supposons que f soit injective, soient alors I' un groupe et u,v: I' - G deux morphismes de

groupes tels que fou = fow. Soit x € I, alors par hypothése f(u(x)) = f(v(z)), donc u(x) = v(x)
car f est injective. Donc u = v et f est un monomorphisme.
Réciproquement, si f est un monomorphisme, prenons z,y € G tels que f(z) = f(y) et considé-
rons les morphismes de groupes u: Z — G,n — z" et v: Z — G,n — y". Alors il est clair que
fou= fow, donc u = v puisque f est un monomorphisme. En particulier, cela implique que
x =y et donc f est injective.

2. Supposons que f soit surjective, et soit un groupe I' ainsi que u,v: G’ — I deux morphismes de
groupes tels que uo f = vo f. Soit z € G’, alors comme f est surjective, il existe z € G tel que
f(x) = z. Alors u(z) = u(f(x)) = v(f(x)) = v(z), donc u = v.

Réciproquement, supposons que f soit un épimorphisme. Supposons par ’absurde que f ne soit
pas surjective, alors f(G) = H # G'. On pose E = G'/f(G) U {00} I'ensemble quotient de G’ par
f(G) union un point. Pour g € G’ on définit

0g: EFE —- FE
7H — g2'G
0 =
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Soit 7 la transposition de E qui échange H et co. Alors soit u: G' — E,g — o4 et v: G —
E,g+— 1oogzo7. On vérifie que uo f = vo f. Puisque f est un épimorphisme alors cela implique
que u = v. Soit z ¢ H, alors 0,(0) = o0 et

Too,o7(0) =71(0,(H)) =7(zH) = zH

Ce qui est absurde.

Exercice 0.12. On montre ici que le groupe G := SLy(Z) est engendré par deux matrices :

0 —1 1 1
s (V) e (1),

Pour cela, on introduit le demi-plan de Poincaré H := {z € C | J(z) > 0} et on note I' := (S, T) le

sous-groupe de G engendré par S et T
a b az +b
czi= —
c d cz+d

définit bien une action de SLa(R) sur H. Quel est le noyau de cette action ?

2. Exprimer l'action de S, T, ST et T'S sur H et préciser 'ordre de ces transformations.

1. Montrer que la formule

3. On note D la partie de H suivante :
1
D:= {Z€H| IR(2)| < 5et|z| > 1}.

Faire un dessin. Montrer que pour z € H il existe g € I tel que g - z € D.

4. Soient z € D et g € G\{Id}. Montrer que si g - z € D alors z est sur le bord de D et préciser la
valeur de ¢ (suivant la position de z).

5. Calculer les stabilisateurs de I'action de G pour un point de D (on traitera soigneusement les cas
z=1,z=7jet z=—j).

6. Soit zg = 2i. Pour g € G, on considére z := g - z5. D’aprés la question 3, il existe un élément
v eT tel que v - z € D. En utilisant la question précédente, montrer que g = 4! et conclure.

Démonstration.
az+b

d € H (on multiplie par le conjugué du dénominateur
cz

1. On vérifie dans un premier temps que

en haut et en bas) :

S ((az + b)(cz + d)) = S(ac|z|* + adz + bez + bd) = (ad — be)I(2).

b
Comme (a b) € SLy(Z), on a ad — bc = 1 et finalement az + € H, car z € H.
c d cz+d

On vérifie par ailleurs que I - z = z et que :

a b a b fa b\ dz+V

c d)’ ¢ d) 7)) T \e a a4 d
a' z+b
aczid’—i_b

= e 'z4b
Ce 2 +d' +d

~ (ad' +bc)z + (ab' + bd')
~ (cd +dc)z + (b + dd')
aa’ +bc  ab + bd'
ca' +dd cb'—I—dd’) '

3t
SR
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Donc la formule donnée définit bien une action.
On cherche & calculer le noyau de 'action vue comme application de SLa(Z) dans Sp. On cherche

2) € SLy(Z) tels que pour tout z € H :
a b Z_az—i—b_z
c d Ccz4d

, donc le noyau de 'action est Z <1 0>.

donc les éléments de <CCL

On trouve le systéme : {

2. On a:
-1
S.z=_——
z
T -z=z+1
ST -z =
“ z+1
1
TS-z—z
z

De plus (& chaque fois, les puissance plus petites agissent non trivialement) :
— 82 = —I, agit trivialement donc I’ordre de la transformation est 2,

— T" .z = z +n, donc son ordre est infini,

— (ST)? = —I, donc son ordre est 3,

— (T'S)? = —I,, donc son ordre est 3.

3. On a la figure suivante :

1 0 1
2 2
N I(2) a b .
On commence par remarquer que (g - 2) = ———— avec g = . Puisque ¢ et d sont des
lez + dJ? c d

entiers, on peut choisir g tel que (g z) soit maximale (En effet, on cherche & minimiser |cz + d.
Voir ci-dessous pourquoi on choisit un tel g).
On va maintenant"recentrer" le point. Par la question 2, on voit que, pour z € H, si on pose

k= [%(g-z)+;J,onaﬂ%(T_k~g-z)=§R(g-z)—k¢e[—1/2,1/2].

Assurons-nous que ce point n’est pas dans le disque unité ouvert. Si ¢’est le cas, alors |S - T7% . ¢ - 2| >

1. Mais alors, on voit que (S -T7%.g-2) > (T *.g-2) = S(g- 2), ce qui est absurde par
définition de g. Donc T%-¢-z € D.
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(\/
Il reste a vérifier que g € T'. C’est bien le cas, car par la formule (g - 2) = |\S(—i—221]2’ pour
cz
maximiser §(g-z), on doit prendre (¢, d) € {(0,1), (1,0)}, et donc on peut prendre g € {Ids, S} < T’
respectivement.
C\l T——
4. On pose g = (CCL Z) On a vu que (g - z) = |c,;(+2)cl|2 Quitte a considérer (z,9) = (g- 2,97 ),

on peut supposer que (g - z) = I(2) (ie |ez + d* < 1). Nécessairement, on |c¢| < 2 : on va

distinguer plusieurs cas :

— Sic = 0, alors d = +1 et l'action de g est la translation par +b. Comme R(z) et R(g - 2)
sont dans [—1/2,1/2], il vient b = 0 et g = tlr oub = £1 (et g = £7T) et R(2),R(g- 2) €
(—1/2,1/2},

— Sic=1,alors |z + d| < 1 donc d = 0 sauf si z = j (respectivement z = —j), et dans ce cas,
d e {0,1} (resp. d € {0,—1}).

— Lecasd =0 donne b =1 et |z| <1, donc |z| = 1. Il vient alors g -z = a + —, et comme
z

précédemment, il vient a = 0, sauf si R(z) = +£1/2. Dans ce cas, z = j ou z = —j, et alors
a€{0,—1} ouac {0,1}.

j -1 j+1

—Siz=jetd=1,alorsa—b=1etg-j=ajd,l—fl =a‘7j =a+ j donc a € {0, 1}.
_ J

— De méme pour le cas z = —j.

— Si ¢ = —1, le raisonnement est similaire au cas ¢ = 1 en inversant les signes de a, b, c et d.

Dans tous les cas, z est bien sur le bord de D.

5. Par ce qui précéde, si g # 15 est dans le stabilisateur de z € D, z est sur le bord de D. Par
contraposée, tout élément qui n’est pas sur le bord de D posséde un stabilisateur trivial.

— Par ce qui précéde, si z € D est tel que que z # j,—j et R(2) = £1/2, alors g- 2z € D si et
seulement ’action est une translation. En particulier g ne stabilise pas D, donc le stabilisateur
de z est réduit a l'identité.

— Si|z|=1et g-2z€D,onadenouveau ¢ = 1 et d = 0, donc si on suppose z ¢ {j, —j}, alors

g-z=—1/z
Le seul z stabilisé par un tel g est z = 1. Donc Stab(i) = {I3, S}.
— Il ne reste qu’a traiter le cas ot z = p ou z = —p. Dans ces cas, (a laide la discussion

précédente, et en testant les divers cas) on montre que Stab(j) = (ST et Stab(j) = (T'S).

6. On a (yg) - 20 = 7+ 2z € D. Comme zy € D et que 2y n’est pas sur le bord de D, on a, par la
question précédente, vg = +15. Donc g =~ ' el etona Gc T, dou G =T.

O

Exercice 0.13 (Groupe libre, théorie de la présentation). Soit X un ensemble. A tout élément = de X,
on associe un symbole 1. Et I'on note X ~! 'ensemble des ! pour z parcourant z. On va construire
un ensemble G(X) de la maniére suivante : un élément de G(X) est un mot, c’est-a-dire une suite finie
d’éléments de X U X ~!ne comprenant aucune séquence de deux termes consécutifs de la forme zz ! ou
2712 pour z € X. On va ajouter une loi de composition interne sur G(X). On multiplie deux éléments
(ou mots) de G(X) en les concaténant puis en le réduisant, c’est-a-dire en éliminant les séquences zz !

ou z~ 'z que l'on rencontre. On va définir 'élément neutre de G(X) comme étant le mot vide.
1. Montrer que G(X) avec la loi ainsi définie est un groupe.

2. Soit f: X — G une application ensembliste, montrez que I'on peut définir un morphisme de
groupe f : G(X) — G qui vérifie f(x) = f(x) pour tout z € X.

3. Soit R un ensemble de relations entre les éléments de X. Construire un groupe sur X (le plus
gros possible) dans lequel ces relations sont vérifiees. On note (X | R) ce groupe (c’est une
présentation!).

Remarque. Ce groupe est caractérisé par la propriété universelle suivante :

VHVf: X > H (3F:G— HVYreX,F(z) = f(z)) & (z{*...zp" e R= f(x1)™ ... f(zy)™ =1).

n
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4. Trouver une présentation pour Z, Z/nZ, &,, le groupe modulaire PSLs(Z), et le groupe de tresse
B, (comparer a la présentation de &,,).

Une fois fait, venez parler présentation (absolue) avec moi.

Exercice 0.14 (Groupes topologiques). Montrer qu’il existe une infinité de puissances de 2 commen-
cant par un 9.
Une fois fait, venez parler groupes topologiques avec moi.

Exercice 0.15 (Help!). Prouver que Spy(Z/nZ) est engendré par les matrices By(A) = (A O )

0, 'A°L
1, 04 P 0y 1

pour A € GLy(Z/nZ), S4(C) = o 1) pour C € My(Z/nZ) symétrique et Hy = Lo )
g g Yy

ot Sp,(Z/nZ) < May(Z/nZ) est I'ensemble des matrices M vérifiant 'MH,M = H,. Donner un
algorithme permettant de décomposer un élément de Spg(Z/nZ) en produit d’éléments de la forme
ci-dessous.

Une fois fait, venez m’aider !

Exercice 0.16 (Topologie algébrique). Plantez n piquets alignés dans le sol, et prenez une corde.
Trouvez une fagon d’enrouler la corde autour des piquets de sorte & ce que, si vous faites un noeud
avec les bouts de la corde, elle soit retenue par ces piquets, mais que si vous enlevez n’importe quel
piquet du sol, la corde ne soit plus attachée a rien...

Une fois fait, venez parler groupe fondamental avec moi.

Exercice 0.17 (Théoréme de FROBENIUS-ZOLOTAREV). On va prouver le théoréme suivant : Soient
p € N premier impair et n € N*. Alors on a :

Vu € GLy(F,), e(u) = <det(“>> .

p

On rappelle que :
— ¢(u) est la signature de u, vue comme permutation de Fy,

0 sia=0][p]
) a
— le symbole de LEGENDRE est désigné par () =<1 si a est un carré dans [, .
—1 sinon

1. Soit K un corps et M un groupe abélien. On suppose que K # Fo ou n # 2. Montrer que tout
morphisme de groupes ¢ : GL,,(K) — M se factorise par le déterminant.

2. Soit p € N premier impair. Le symbole de LEGENDRE est I'unique morphisme de groupes non-
trivial de F; dans {+1}.
Exercice 0.18 (Décomposition polaire et applications).

1. Montrer que O(n,R) x %, *(R) = GL,(R), ou ., *(R) désigne 'ensemble des matrices symé-
triques définies positives.

2. Calculer la norme triple (pour la norme |.|2) d’une matrice de GL,(R).
3. Montrer que tout sous-groupe compact de GL,(R) qui contient O(n,R) lui est égal.
4. Donner une méthode numérique permettant d’approcher la décomposition polaire.
Exercice 0.19 (Exponentielle symétrique). Montrer que exp : ., (R) — " (R) est un homéo-

morphisme. (On pourra utiliser 'exercice précédent, et au passage comprendre la dénomination de
décomposition polaire...)

Exercice 0.20 (Etude de O(p,q)). Montrer que, pour p,q # 0, on a un homéomorphisme :
O(p,q) = O(p,R) x O(¢q,R) x R,

ot O(p, q) désigne le sous-groupe de GL,14(R) formé des isométries de la forme quadratique standard
de signature (p, q). (On pourra utiliser I’exercice précédent, et celui d’avant)
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0.3 Feuille 3

Dans toute la suite, F, dénote le corps fini a ¢ éléments. Quelques rappels :

— Pour F un espace vectoriel, 'espace projectif P(F) est I'espace des droites vectorielles de E.

— Faire opérer un groupe G sur un ensemble E signifie qu’on s’intéresse & un morphisme de groupe
¢ : G —> Sp (on dit que ¢ est une action de groupe). On note classiquement, :

G — Sg
E = E>

e —> g-e

g +— ‘109:<

1. Soit n € N et E un espace vectoriel sur F, de dimension n. Pour tout un entier m avec 0 <
m < n, on note X,, 'ensemble des m-uplets (z1,...,x,,) € E™ formés de m vecteurs linéaires
indépendants.

(a) Calculer Card(X,,). En déduire Card(GLy,(Fy)).
(b) Quel est le cardinal de l'espace projectif P(E) ?

2. Soit n > 2 un entier. Soit pu,(Fy) le groupe des racines n-iémes de I'unité dans F,. Montrer que
Card(pn(Fy)) = pged(n, g — 1). En déduire le cardinal de PSL, (F,).
Indication : Soit d = pged(n,q — 1). Pour x € IF;‘, montrer que 2 = 1 si et seulement si
x € pin(Fy). Combien de racines posséde le polynome X% —1 dans IF;"?
3. Montrer que GLy(F3) est isomorphe au groupe symétrique &g.
Indication : Faire opérer GLgy(Fy) sur F3.
4. Soit E = T3.
(a) Construire, au moyen des 4 droites vectorielles D1, ..., Dy de E un homomorphisme surjectif
[N GLQ(Fg) I 64.
(b) Montrer que € induit un isomorphisme entre PSLy(F3) et le groupe alterné 204.
(¢) En déduire que SLy(F3) n’est pas parfait. (Un groupe G est parfait s’il coincide avec le
sous-groupe [G, G| engendré par les commutateurs)

5. Montrer que PSLy(Fy) est isomorphe a 5. Indication : PSLy(F4) opére sur l’ensemble X des
droites vectorielles de F%. Quel est le cardinal de PSLy(Fy) ?

6. Montrer que PGLy(F5) est isomorphe a &5 et que PSLy(F5) est isomorphe a 2As.
7. Soit n € N et E un espace vectoriel sur [F, de dimension n.
Pour un entier m avec 0 < m < n, soit G, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de
dimension m. Trouver une formule pour Card(Gy, ). Indication : GL,(Fy) opére transitivement
sur G m.
8. Pour K = R ou C, on munit M, (K) =~ K" de la topologie standard.
(a) Montrer que GL,(Q) est dense dans GL,(R) et que SL,(Q) est dense dans SLy, (R).

(b) Montrer que GL,(C), SL,(C) et SL,(R) sont connexes par arcs et que GL,(R) n’est pas
connexe.

9. Soit n = 1 un entier et I' = SL,(Z). Pour un nombre premier p, on considére ’homomorphisme
¢p : I' — SLy(Z/pZ) induit par la réduction modulo p.

(a) Montrer que ¢, est surjectif.
(b) On note I', le noyau de ¢,. Quel est I'indice de I',, dans I"'?
(c) On suppose que p > 3. Montrer que I', ne posséde pas d’éléments d’ordre fini distinct de
I’identité.
(d) En déduire que I' ne posséde, & isomorphisme prés, qu'un nombre fini de sous-groupes finis.
10. Soit n > 2, et soit a = (ay,...,a,)" € Z". Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe une matrice A € SL(Z) dont la premiére colonne est a.
(b) ngd(ah s 7an) =L
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0.4 Feuille 9 (Supplémentaire)

Un groupe G est dit résoluble s’il existe une suite finie Gy, ..., G, de sous-groupes de G telle que
{1} =GocGic---cGp1 <G, =G,

avec G < Gt et Gi+1/G; abélien. La suite (G;); est alors appelée suite de résolubilité de G.

Quelques propriétés :

— Les groupes abéliens sont résolubles.

— Tout sous-groupe d’un groupe résoluble est résoluble.

— S’il existe un morphisme surjectif d’un groupe résoluble sur G, alors G est résoluble.

— Si H est résoluble et distingué dans G et que G/H est résoluble, alors G est résoluble.

— Un groupe simple est résoluble si et seulement s’il est commutatif : en effet, il est alors d’ordre
premier (donc est cyclique).

Exercice 0.21. Montrer qu'un groupe G d’ordre |G| < 60 est nécessairement résoluble (on pourra
utiliser les résultats de la feuille 8).

Exercice 0.22. Montrer qu’un p-groupe est résoluble.

Exercice 0.23. Montrer que le sous-groupe B,(R) < GL,(R) formé des matrices triangulaires supé-
rieures (et inversibles) est résoluble. On pourra considérer le sous-groupe N < B, (R) des matrices avec
des 1 sur la diagonale. On vérifiera que N < B,,(R) et que N et B, (R) sont résolubles.

Exercice 0.24. Décrire les suites dérivées des groupes 24, G4, Qg et D,,.

Exercice 0.25. Donner un exemple de groupes G et H non isomorphes mais pour lesquels D(G) ~
D(H) et G/D(G) ~ H/D(H).

Exercice 0.26. On se place dans le groupe GL2(R).

1. Montrer que les matrices de la formes

1 A 1 0 9
(O 1) et <M 1), avec (\, 1) € R

1 2 1
2. Montrer que les matrices < A ) et ( A ) sont conjugués dans SLg(R). On pourra

engendrent SLa(R).

0 1 0 1
chercher & conjuguer par une matrice diagonale.

3. Déduire des questions précédentes la suite dérivée de GLo(RR). Ce groupe est-il résoluble ?

Exercice 0.27. On considére le groupe formé des matrices :

1 f(z) h(z,y)
G:= 0 1 g( ) \feR[x],geR[y],heR[m,y]
0 o0 1

1. Montrer que G est un groupe.

2. Calculer le commutateur [«, 3] de deux éléments «, 8 € G et montrer que
h(z,y)

10
D(G) = 0 1 0 | h e R[z,y]
0 0 1
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3. Montrer cependant que la matrice

n’est pas un commutateur.

Exercice 0.28. Soit G un groupe dont on suppose que le centre Z(G) est d’indice fini [G : Z(G)] =
n < +00.

1. Considérons (g;)i=1..n une famille de représentants de G/Z(G). Montrer que tout commutateur
est de la forme [g;, g;] pour certains indices 1 <, j < n. Il y a donc au plus n? commutateurs.

n—1

2. Montrer que pour tout (z,y) € G* : [z,y]"™! = [z,%*] - [yzy ', ]

3. Soit z € D(G) et écrivons x comme un produit de commutateurs = ¢; - - - ¢,. Montrer que si

un commutateur ¢ apparait au moins n + 1 fois dans le produit, alors z = c"“c’l -+-c) ol les

c; sont des commutateurs. En déduire (avec la question précédente) que D(G) est fini avec la
majoration :

ID(G)| < n*".

Exercice 0.29. Dans GLy(R), on considére le sous-groupe

(-3 ) (3 1))

1. Montrer que G est résoluble (on pourra utiliser ’exercice précédent).

2. Montrer que zyz 1 = y? et en déduire que le sous-groupe engendré par tous les conjugués de y
est abélien. On note ((y)) ce sous-groupe.

3. Le groupe {({y)) est-il de type fini?

Sous licence |CC BY-NC-SA 4.0@ ® © © 15 Antoine DEQUAY


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

	Exercices Supplémentaires THGR
	Feuille 1
	Feuille 2
	Feuille 3
	Feuille 9 (Supplémentaire)


