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Introduction

> Intérét : le théorie des groupes est compliquée, alors que lalgébre linéaire est
simple.

> But de l'exposé :
m Ce que Cest.
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Introduction

> Intérét : le théorie des groupes est compliquée, alors que lalgébre linéaire est
simple.

> But de l'exposé :
m Ce que Cest.

m Lemme de Schur et application a la décomposition en facteurs irréductibles
(existence et unicité) : simplifie 'étude des représentations.

Antoine MEpoc & Téofil AbAMSKI Rudiments de représentations des groupes finis



Introduction

> Intérét : le théorie des groupes est compliquée, alors que lalgébre linéaire est
simple.

> But de l'exposé :

m Ce que Cest.

m Lemme de Schur et application a la décomposition en facteurs irréductibles
(existence et unicité) : simplifie 'étude des représentations.

m Exemple : recherche des représentations irréductibles du groupe symétrique S;
(non abélien) et des groupes abéliens (comme &3 ou Gy).
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Introduction

> Intérét : le théorie des groupes est compliquée, alors que lalgébre linéaire est
simple.

> But de l'exposé :
m Ce que Cest.

m Lemme de Schur et application a la décomposition en facteurs irréductibles
(existence et unicité) : simplifie 'étude des représentations.

m Exemple : recherche des représentations irréductibles du groupe symétrique S;
(non abélien) et des groupes abéliens (comme &3 ou Gy).

» Référence :

William Fulton & Joe Harris, Representation Theory, A First Course, Lecture 1.
Springer-Verlag (1991).
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Partie 1

Qu'est-ce qu'une représentation de groupe?
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J e e g
I) efll'l LtLO n 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

Définition — représentation linéaire d'un groupe fini

Une représentation linéaire d'un groupe fint G est la donnée d'un C-espace
vectoriel V' de dimension fini et d'un morphisme de groupes p: G — GL(V).
On dit alors que l'espace vectoriel V' est un G-module.
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J e e g
I) efll'l LtLO n 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

Définition — représentation linéaire d'un groupe fini

Une représentation linéaire d'un groupe fint G est la donnée d'un C-espace
vectoriel V' de dimension fini et d'un morphisme de groupes p: G — GL(V).
On dit alors que l'espace vectoriel V' est un G-module.

Notation
Quand la représentation (V, p) est sous-entendue, on note g - v := p(g)(v) pour
tousge GetveV.
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EX@ITI Ij l.eS 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

» Soit G un groupe fini. Alors l'espace vectoriel C muni du morphisme de groupes

G —s GL(C) ~ C¥,

g+— ld¢

est une représentation de G, appelée représentation triviale.
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EX@ITI Ij l.eS 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

» Soit G un groupe fini. Alors l'espace vectoriel C muni du morphisme de groupes
G — GL(C) ~ C~,
g+— ld¢

est une représentation de G, appelée représentation triviale.

» Soient n € N* et V un C-espace vectoriel de dimension n. Soit f € GL(V) tel
que f" =Idy. Alors l'espace vectoriel V muni du morphisme de groupes

ZInZ — GL(V),

p: k—s £k

est une représentation de Z/nZ.
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CO I']Stl' U CtiO n d ere I) I'éS@ I']tat.lO ns 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

Soient (V, p) et (W, p) deux représentations de G.

> L'espace vectoriel V ®c W est une représentation de G par le morphisme
|G — GL(V &c W),
& plg) ®c Plg)-
De méme pour V& W, A"V et Sym” V.
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CO n Stl’ U CflO n d ere IJ I’éS@ I']tat.lO ns 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

Soient (V, p) et (W, p) deux représentations de G.

> L'espace vectoriel V ®c W est une représentation de G par le morphisme
G — GL(V ®c W),

g+— plg) ®c p'(8)-

De méme pour V& W, A"V et Sym” V.

> Le dual algébrique V* := Hom¢(V, C) est une représentation de G par le
morphisme
G — GL(V7),

-1
g—'plg™).
Idée : Pour tous g € G, v € V et v* € V¥ on veut avoir

(P (&)(v"), pg)(v)) = (v, v).
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CO I']Stl' U CtiO n d ere I) I'éS@ I']tat.lO ns (S u lteS) 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

> Les C-espaces vectoriels Hom¢(V, W) et V* ®@c W sont isomorphes : l'app.

V*x W — Home(V, W),

(f, w) — [v —> f(v)w].

est bilinéaire et, par propriété universelle, on peut considérer 'isomorphisme

V*®c W — Hom¢(V, W),

f ®cwi— [v— f(v)w]
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CO n Stl’ U CflO n d ere IJ I’éS@ I']tat.lO ns (S u i.teS) 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

> Les C-espaces vectoriels Hom¢(V, W) et V* ®@c W sont isomorphes : l'app.

V*x W — Home(V, W),

(f, w) — [v —> f(v)w].

est bilinéaire et, par propriété universelle, on peut considérer 'isomorphisme

V*®c W — Hom¢(V, W),

f ®cwi— [v— f(v)w]

Elle est injective (f =0ouw =0 = f®c w =0) et

dim(V* ®c W) = dim V* x dim W
=dimV x dim W

= dim Hom¢(V, W).

> Utile : induit une structure de G-module sur Hom¢(V, W).
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MO rl:) h .lS me CI e rel:) I'éSG I'ltat'LO ns 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

Définition — morphisme de représentations

Soit G un groupe fini. Un morphisme de représentations (ou de G-modules) entre
deux représentations (V, p) et (W, p’) de G est une application ¢ € Hom¢(V, W)

telle que le diagramme
v . w
p(g)l P'(g)
vV L N w

commute pour tout élément g € G. On qualifiera cette application de G-linéaire.
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MO rl:) h .lS me CI e rel:) I'éSG I'ltat'LO ns 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

Notation
On note Homg(V, W) le C-espace vectoriel des applications G-linéaires V — W.

Pour toute applications G-linéaires ¢ € Homg(V, W), on définit

KerogCcV et ImecCW.
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MO rl:) h .lS me CI e rel:) I'éSG I'ltat'LO ns 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

Notation
On note Homg(V, W) le C-espace vectoriel des applications G-linéaires V — W.

Pour toute applications G-linéaires ¢ € Homg(V, W), on définit
KerogCcV et ImecCW.

Ce sont des G-modules en utilisant la commutativité dans le diagramme de la
définition des applications G-linéaire.
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1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

Sous-représentations et irréductibilité

Définition — sous-représentation
Une sous-représentation d’'une représentation (V, p) de G est un sous-espace
vectoriel W C V qui est stable par toutes les applications p(g) avec g € G, i. e.

vérifiant
Vge G, g-VcCV.
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1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

Sous-représentations et irréductibilité

Définition — sous-représentation
Une sous-représentation d’'une représentation (V, p) de G est un sous-espace
vectoriel W C V qui est stable par toutes les applications p(g) avec g € G, i. e.

vérifiant
Vge G, g-VcCV.

Dans ce cas, l'espace W est une représentation de G par le morphisme
w. |G — GLW),

P
g+— plg)|lw.

Rudiments de représentations des groupes finis

Antoine MEpoc & Téofil AbAmMSKI



SO us-re p I'ése ITtatiO ns et il’l’éd u Ct.ll:)i.l.i.té 1. Qu'est-ce qu'une représentation de groupe ?

Définition — sous-représentation
Une sous-représentation d’'une représentation (V, p) de G est un sous-espace
vectoriel W C V qui est stable par toutes les applications p(g) avec g € G, i. e.
vérifiant

Vge G, g-VCV.
Dans ce cas, l'espace W est une représentation de G par le morphisme
w. |G — GLW),

P
g+— plg)|lw.

Définition — irréductibilité
Une représentation (V, p) de G est irréductible si toute sous-représentation est
égale a {0} ou V.
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Partie 2

Le lemme de Schur
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Sous-représentation supplémentaire 2 o o S

Proposition
Soient V une représentation de G et W C V une sous-représentation. Alors il
existe W’ C V une sous-représentation telle que

V=wWeW.
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Sous-représentation supplémentaire 2 o o S

Proposition
Soient V une représentation de G et W C V une sous-représentation. Alors il
existe W’ C V une sous-représentation telle que

V=wWeW.

Idée de la preuve
Utilisation d'un projecteur bien choisi.
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Sous-représentation supplémentaire 2 o o S

Proposition
Soient V une représentation de G et W C V une sous-représentation. Alors il
existe W’ C V une sous-représentation telle que

V=WeW.
Idée de la preuve
Utilisation d'un projecteur bien choisi.

Corollaire
Toute représentation est une somme directe de représentations irréductibles.
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Sous-représentation supplémentaire 2 o o S

Proposition
Soient V une représentation de G et W C V une sous-représentation. Alors il
existe W’ C V une sous-représentation telle que

V=WeW.
Idée de la preuve
Utilisation d'un projecteur bien choisi.

Corollaire
Toute représentation est une somme directe de représentations irréductibles.

Preuve
Par récurrence initialisée a dim V =1, la proposition donne 'hérédité.
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSiflOﬂ 2. Le lemme de Schur

» |l existe Wy C V un supplémentaire de W. On note p: V — W la projection
sur W parallélement a Wo. On considere alors l'application

PG = |G| >_plglopoplg)™V—V.
geiG
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSiflOﬂ 2. Le lemme de Schur

» |l existe Wy C V un supplémentaire de W. On note p: V — W la projection
sur W parallélement a Wo. On considere alors l'application

> _plglopople) iV —V.
geiG

PG =
IGI

> Celle-ci est G-linéaire et c'est une projection sur W. On a alors

V=Imps®Kerpg avec Impg=W.
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSiflOﬂ 2. Le lemme de Schur

» |l existe Wy C V un supplémentaire de W. On note p: V — W la projection
sur W parallélement a Wo. On considere alors l'application

> _plglopople) iV —V.
geiG

PG =
IGI

> Celle-ci est G-linéaire et c'est une projection sur W. On a alors

V=Imps®Kerpg avec Impg=W.

» |l suffit de poser W’ := Ker pg.
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I_elTl me CI e SCh ur 2. Le lemme de Schur

Lemme de Schur
Soient V et W deux représentations irréductibles de G et ¢ € Homg(V, W).

> Le morphisme ¢ est un isomorphisme ou le morphisme trivial;
> Si V=W, alors il existe A € C tel que

@ =Aldy.
i. e. Homg(V, V) = Vecte{ldv }.
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ID reuve CI Ul l.e mme Cl e SCh ur 2. Le lemme de Schur

> Premiére affirmation. Les sous-espaces vectoriels Kergp C Vet Imep C W
sont des sous-représentations de V et W qui sont irréductibles, donc

Imp € {{0}, W} et Kerge {{0},V}

donc
(Ker ¢, Img) = ({0}, W) ou (Kere¢, Ime)=(V,{0}),

donc le morphisme ¢ est un isomorphisme ou le morphisme trivial.
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ID reuve CI Ul l.e mme Cl e SCh ur 2. Le lemme de Schur

> Premiére affirmation. Les sous-espaces vectoriels Kergp C Vet Imep C W
sont des sous-représentations de V et W qui sont irréductibles, donc

Imp € {{0}, W} et Kerge {{0},V},

donc
(Ker ¢, Img) = ({0}, W) ou (Kere¢, Ime)=(V,{0}),

donc le morphisme ¢ est un isomorphisme ou le morphisme trivial.

» Deuxiéme affirmation. Supposons V = W. Ce sont des C-espaces vectoriels,
donc lapplication C-linéaire ¢ admet une valeur propre A € C, c'est-a-dire

Ker(¢ — Aldy) # {0}.
Donc ¢ — Aldy = 0.
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|3 lla n 2. Le lemme de Schur

Proposition
Soit V' une représentation non nulle de G.
> Alors il existe des sous-représentations irréductibles Vi, ..., Vx C V non
nulles et deux a deux distinctes et des entiers ay, ..., ax € N* tels que
V: V]-eaa]'@...@vlfaak_

ou les représentations V; ne sont pas deux a deux isomorphes.

> Soit V = WfBbl @ ® WS une autre telle décomposition de V. Alors k = ¢
et il existe une permutation o € &y telle que

Vi ~¢ Wy pour tout i € [1, k].
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ID reuve Cle la IJ |'O|:)OSiflOﬂ 2. Le lemme de Schur

» Existence. Par le corollaire précédent, en « regroupant les termes isomorphes
de la somme ».
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSiflOﬂ 2. Le lemme de Schur

» Existence. Par le corollaire précédent, en « regroupant les termes isomorphes
de la somme ».

> Unicité. On suppose V = VP @ ... @ V2% = Wehr g .. e WY
1. Soit X # {0} une représentatlon irréductible telle que X ~¢ V' C V.
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSiflOﬂ 2. Le lemme de Schur

» Existence. Par le corollaire précédent, en « regroupant les termes isomorphes
de la somme ».

> Unicité. On suppose V = VP @ ... @ V2% = Wehr g .. e WY
1. Soit X # {0} une représentatlon irréductible telle que X ~¢ V' C V.
2. Alors il existe une injection G-linéaire ¢: X — V.
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSiflOﬂ 2. Le lemme de Schur

» Existence. Par le corollaire précédent, en « regroupant les termes isomorphes
de la somme ».

> Unicité. On suppose V = VP @ ... @ V2% = Wehr g .. e WY
1. Soit X # {0} une représentatlon irréductible telle que X ~¢ V' C V.
2. Alors il existe une injection G-linéaire ¢: X — V.
3. Pour i € [1, k], on note p;: V — V; la projection sur V;.
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ID reuve Cle la I:) I'OpOS.lt.lOI'] 2. Le lemme de Schur

» Existence. Par le corollaire précédent, en « regroupant les termes isomorphes
de la somme ».

> Unicité. On suppose V = VP @ ... @ V2% = Wehr g .. e WY
1. Soit X # {0} une représentatlon irréductible telle que X ~¢ V' C V.
2. Alors il existe une injection G-linéaire ¢: X — V.
3. Pour i € [1, k], on note p;: V — V; la projection sur V;.
4. Il existe i € [1, k] tel que la composée p; o @ ne soit pas nulle (par labsurde).
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ID reuve Cle la I:) I'OpOS.lt.lOI'] 2. Le lemme de Schur

» Existence. Par le corollaire précédent, en « regroupant les termes isomorphes
de la somme ».

> Unicité. On suppose V = VP @ ... @ V2% = Wehr g .. e WY
1. Soit X # {0} une représentatlon irréductible telle que X ~¢ V' C V.
Alors il existe une injection G-linéaire ¢: X — V.
Pour i € [1, k], on note p;: V — V; la projection sur V;.
Il existe 7 € [[1, k] tel que la composée p; o ¢ ne soit pas nulle (par Uabsurde).
Or pjo ¢ € Homg(X, Vi), donc Schur assure qu'elle est bijective, i. e. X ~¢ V.

2.
3.
4.
5.
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ID reuve Cle la I:) I'OpOS.lt.lOI'] 2. Le lemme de Schur

» Existence. Par le corollaire précédent, en « regroupant les termes isomorphes
de la somme ».

> Unicité. On suppose V = VP @ ... @ V2% = Wehr g .. e WY

1. Soit X # {0} une représentatlon irréductible telle que X ~¢ V' C V.
Alors il existe une injection G-linéaire ¢: X — V.
Pour i € [1, k], on note p;: V — V; la projection sur V;.
Il existe 7 € [[1, k] tel que la composée p; o ¢ ne soit pas nulle (par Uabsurde).
Or pjo ¢ € Homg(X, Vi), donc Schur assure qu'elle est bijective, i. e. X ~¢ V.
De méme, il existe j € [1, ¢] tel que X ~¢ W,.

2.
3.
4.
5.
6.
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSlflOl'] 2. Le lemme de Schur

» Existence. Par le corollaire précédent, en « regroupant les termes isomorphes
de la somme ».

> Unicité. On suppose V = VP @ ... @ V2% = Wehr g .. e WY
1. Soit X # {0} une représentation irréductible telle que X ~¢ V' C V.
Alors il existe une injection G-linéaire ¢: X — V.
Pour i € [1, k], on note p;: V — V; la projection sur V;.
Il existe 7 € [[1, k] tel que la composée p; o ¢ ne soit pas nulle (par Uabsurde).
Or pjo ¢ € Homg(X, Vi), donc Schur assure qu'elle est bijective, i. e. X ~¢ V.
De méme, il existe j € [1, ¢] tel que X ~¢ W,.
On en déduit alors V; ~¢ W,.

No Ok wWN
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSlflOl'] 2. Le lemme de Schur

» Existence. Par le corollaire précédent, en « regroupant les termes isomorphes
de la somme ».

> Unicité. On suppose V = VP @ ... @ V2% = Wehr g .. e WY
1. Soit X # {0} une représentation irréductible telle que X ~¢ V' C V.
Alors il existe une injection G-linéaire ¢: X — V.
Pour i € [1, k], on note p;: V — V; la projection sur V;.
Il existe 7 € [[1, k] tel que la composée p; o ¢ ne soit pas nulle (par Uabsurde).
Or pjo ¢ € Homg(X, Vi), donc Schur assure qu'elle est bijective, i. e. X ~¢ V.
De méme, il existe j € [1, ¢] tel que X ~¢ W,.
On en déduit alors V; ~¢ W,.
Sommes directes + réc. = k = ¢ et il existe une telle permutation o € &.

N O WN
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ID reuve CI e la I:) |'O|:)OSiflO n 2. Le lemme de Schur

» Existence. Par le corollaire précédent, en « regroupant les termes isomorphes
de la somme ».

> Unicité. On suppose V = VP @ ... @ V2% = Wehr g .. e WY

1. Soit X # {0} une représentation irréductible telle que X ~¢ V' C V.
Alors il existe une injection G-linéaire ¢: X — V.
Pour i € [1, k], on note p;: V — V; la projection sur V;.
Il existe 7 € [[1, k] tel que la composée p; o ¢ ne soit pas nulle (par Uabsurde).
Or pjo ¢ € Homg(X, Vi), donc Schur assure qu'elle est bijective, i. e. X ~¢ V.
De méme, il existe j € [1, ¢] tel que X ~¢ W,.
On en déduit alors V; ~¢ W,.
Sommes directes + réc. = k = ¢ et il existe une telle permutation o € &.
De plus, on obtient a; = by(;) pour tout i € [1, k].

©CONOo O WN
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CO m Ij I.é men tS 2. Le lemme de Schur

» Possible de montrer qu'un groupe fini admet un nombre fini de représentations
irréductibles a isomorphisme preés.

Intéressant de les trouver (décomposition).
» Trouver une méthode pour décomposer une représentation et calculer les a;?

> Décrire une décomposition donnée par des opérations classiques d'algébre
linéaire (x, @, ®, /\k, SLJmk, ...) appliquées a des représentations déja
décomposées?

— Pas notre sujet.
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Partie 3

Exemple du groupe Gs
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Représentation de groupes abéliens finis ) b G Es

> Soit V une représentation de G. Alors pour tout g € G, on a
Yhe G, Vv eV, g(hv):(gh)v:(hg)vzh(gv)

ce qui montre que le morphisme p(g) est G-linéaire.
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Représentation de groupes abéliens finis ) b G Es

> Soit V une représentation de G. Alors pour tout g € G, on a
Vhe G,VWwveV, g-(h-v)=(gh)-v=(hg)-v=nh-(g-V)
ce qui montre que le morphisme p(g) est G-linéaire.
> Supposons que V est irréductible. Pour g € G, le morphisme p(g): V — V
est une homothétie par le lemme de Schur, i. e.
dA; €C, VveV, g-v=2Av.

donc tout sous-espace vectoriel W C V est stable par p(g), i. e. est une
sous-représentation. Or V est irréductible, donc W = V ou W = {0}. D'oti

dimV < 1.
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Réprésentation de groupes abéliens finis ) b G Es

> Le cas abélien est « simple » : les représentations irréductibles (V/, p) avec
dim V > 0 sont les morphismes de groupes

p: G — GL(C) ~ C*.
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Réprésentation de groupes abéliens finis ) b G Es

> Le cas abélien est « simple » : les représentations irréductibles (V/, p) avec
dim V > 0 sont les morphismes de groupes

p: G— GL(C) ~ C*.
> Les groupes &3 ~ {0} et &, ~ Z/2Z sont abéliens.

» On considére &3, le plus petit groupe non abélien.
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I_eS g rou I)es 6,7 3. Exemple du groupe &3

Cas général. Soit n € N*. Il y a la représentation triviale Uy (dim 1)

S, — GL(C) —C~%,

g+ ldc — 1

Ptri:
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I_eS g rou I:)eS 6” 3. Exemple du groupe &3

Cas général. Soit n € N*. Il y a la représentation triviale Uy (dim 1)

S, — GL(C) —C~%,

g+ ldc — 1

Ptri:

et la représentation alternative U, (dim 1)

&, —> GL(C)

Palt: gr— v g(g).v]

Elles sont irréductibles.
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U ne a thl’e I'ep I’ésentat.lon sur I.e g rou Ije 63 3. Exemple du groupe &3

» On note (ey, &, e3) la base canonique de C3. Soit la représentation donnée par
8 € = €g(i)
i. e. pour g € Gz et (21,22, z3) € C3,

g (z1,22,23) = g - (z1€1 + 2262 + Z36€3)
= Z1€g(1) + 226g(2) + Z3€4(3)

= (2g-101): Zg1(2) Zg13))-
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U ne a thl’e I'ep I’ésentat.lon sur I.e g rou Ije 63 3. Exemple du groupe &3

» On note (ey, &, e3) la base canonique de C3. Soit la représentation donnée par
8 € = €g(i)
i. e. pour g € Gz et (21,22, z3) € C3,

g (z1,22,23) = g - (z1€1 + 2262 + Z36€3)
= Z1€g(1) + 226g(2) + Z3€4(3)

= (2g-101): Zg1(2) Zg13))-

> Elle n'est pas irréductible car la droite Vectc{(1,1,1)} est invariante
(remarque : isomorphe a Uy).
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U ne a thl’e I'ep I’ésentat.lon Cl u g rou pe 63 (S U .lte) 3. Exemple du groupe &3

Un supplémentaire
V= {(21,22,23) € c3 | Z1+ 2o +23 = 0} C c3

est une représentation irréductible pour cette action, appelée représentation
standard de Gs.

Antoine MEpoc & Téofil AbAMSKI Rudiments de représentations des groupes finis



U ne a thl’e I'ep I’ésentat.lon Cl u g rou pe 63 (S U .lte) 3. Exemple du groupe &3

Un supplémentaire
V= {(21,22,23) € c3 | Z1+ 2o +23 = 0} C c3

est une représentation irréductible pour cette action, appelée représentation
standard de Gs.

Il est clairement stable. Soit D C V une droite. Avec d = (A1, A2, A3) € V'\ {0}, on a
D = Veth;{d} et A3 = —A1 — As.
Ona A1 =4 =0=d=(0,0,0). Donc deux cas :
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U ne a thl’e re |3 I’ése ntat.lO N Cl u g rou pe 63 (S U .lte) 3. Exemple du groupe &3

Un supplémentaire
Vi={(z1,2,5)€C|zi+m+23=0} cC
est une représentation irréductible pour cette action, appelée représentation
standard de Gs.
Il est clairement stable. Soit D C V une droite. Avec d = (A1, A2, A3) € V'\ {0}, on a
D = Vectc{d} et A3=—-XA1— A

Ona A1 =4 =0=d=(0,0,0). Donc deux cas :
> A1 # 0. Deux sous-cas :
m si Ay = Ay, alors A3 = —2A; # A3, donc pas stable par g = (1 3).
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U ne a thl’e re |3 I’ése ntat.lO N Cl u g rou pe 63 (S U .lte) 3. Exemple du groupe &3

Un supplémentaire
Vi={(z1,2,5)€C|zi+m+23=0} cC
est une représentation irréductible pour cette action, appelée représentation
standard de Gs.
Il est clairement stable. Soit D C V une droite. Avec d = (A1, A2, A3) € V'\ {0}, on a
D = Vectc{d} et A3=—-XA1— A

Ona A1 =4 =0=d=(0,0,0). Donc deux cas :
> A1 # 0. Deux sous-cas :

m si Ay = Ay, alors A3 = —2A; # A3, donc pas stable par g = (1 3).
m si Ay # Ay, alors pas stable par g = (1 2).
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U ne a thl'e re I3 I’ése ntat.lO N Cl u g rou pe 63 (S U .lte) 3. Exemple du groupe &3

Un supplémentaire
Vi={(z1,2,5)€C|zi+m+23=0} cC
est une représentation irréductible pour cette action, appelée représentation
standard de Gs.
Il est clairement stable. Soit D C V une droite. Avec d = (A1, A2, A3) € V'\ {0}, on a
D = Vectc{d} et A3=—-XA1— A

Ona A1 =4 =0=d=(0,0,0). Donc deux cas :
> A1 # 0. Deux sous-cas :

m si Ay = Ay, alors A3 = —2A; # A3, donc pas stable par g = (1 3).
m si Ay # Ay, alors pas stable par g = (1 2).

> Ay #0: idem.
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FOI’Iﬂe CIeS I’epl'(%sentaflons Cle 63 3. Exemple du groupe &3

Proposition
Une représentation non nulle W de &3 est de la forme

W=US@US e Vv®, abceN.

— Facon classique de le montrer : théorie des caractéres. Pas fait ici (trop
générale).
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FOI’Iﬂe CI@S I’e|3l'ése|1tati0|15 Cle 63 3. Exemple du groupe &3

Proposition
Une représentation non nulle W de &3 est de la forme

W=US@US e Vv®, abceN.

— Facon classique de le montrer : théorie des caractéres. Pas fait ici (trop
générale).

Remarque

Par les résultats précédents, cela revient a montrer que les seules représentations
irréductibles de &3 sont Uy, Uait et V (a isomorphisme prés).
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSiflOﬂ 3. Exemple du groupe &3

> Soit W représentation de &3. Comme 23 C &3, on peut voir W comme une
représentation de 2s.

> Intéressant : comme 2A3 ~ Z/3Z est abélien (cas bien plus simple déja traité),
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSiflOﬂ 3. Exemple du groupe &3

> Soit W représentation de &3. Comme 23 C &3, on peut voir W comme une
représentation de 2s.

> Intéressant : comme 2A3 ~ Z/3Z est abélien (cas bien plus simple déja traité),
on a une décomposition
N
— Da,
w=@vee
n=1

avec V,, C W une représentation de 203 de dim 1, notée V,, = Vectc{vn}.

Antoine MEpoc & Téofil AbAMSKI 4 Rudiments de représentations des groupes finis



ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSlflOl'] 3. Exemple du groupe &3

> Soit W représentation de &3. Comme 23 C &3, on peut voir W comme une
représentation de 23.

> Intéressant : comme Az ~ Z/3Z est abélien (cas bhien plus simple déja traité),
on a une décomposition

N
W= ve
n=1

avec V,, C W une représentation de 203 de dim 1, notée V,, = Vectc{vn}.

> Pour la suite, avec des sous-représentations de 23, on va essayer de se
ramener a des représentations simples de &3, quitte a les « agrandir », et
montrer que ce sont celles qui nous intéressent.
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ID reuve Cle la IJ |'O|:)OSiflOﬂ 3. Exemple du groupe &3

> Soit 0 € G3 un 3-cycle. Alors 23 = (o). Comme o € GL(V) et V, stable par o,
on a
Jdr e, U|Vn=)\|c|vn.
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSiflOﬂ 3. Exemple du groupe &3

> Soit 0 € G3 un 3-cycle. Alors 23 = (o). Comme o € GL(V) et V, stable par o,
ona

Jdr e, U|Vn=)\|c|vn.
Or ‘73|Vn = Idy,, donc B =1 doncre {1, w, wz} avec w = e2i7l3,

> |l existe T € &3 une transposition telle que Tt = 2. De plus, Lagrange
donne

63 = (0, T).
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ID reuve Cle la I:) I'OpOS.lt.lOI'] 3. Exemple du groupe &3

> Soit 0 € G3 un 3-cycle. Alors 23 = (o). Comme o € GL(V) et V, stable par o,
on a
Jdr e, U|Vn=)\|c|vn.

Or 03|Vn = Idy,, donc B =1 doncre {1, w, wz} avec w = e2i7l3,

> |l existe T € &3 une transposition telle que Tt = 2. De plus, Lagrange

donne
63 = (0, T).

> A ce stade, on a deux permutations qui engendrent G3, on va étudier leurs
effets sur V,, pour un entier n € [1, N] donné : on essaiera alors de se ramener
a une des actions simples que l'on connatlt.
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ID reuve Cle la I:) |'O|:)OSlflOl'] 3. Exemple du groupe &3

> Soit 0 € G3 un 3-cycle. Alors 23 = (o). Comme o € GL(V) et V, stable par o,
on a
Jdr e, U|Vn=)\|c|vn.

Or 03|Vn = Idy,, donc B =1 doncre {1, w, wz} avec w = e2i7l3,

> |l existe T € &3 une transposition telle que Tt = 2. De plus, Lagrange
donne
63 = (0, T).

> A ce stade, on a deux permutations qui engendrent G3, on va étudier leurs
effets sur V,, pour un entier n € [1, N] donné : on essaiera alors de se ramener

a une des actions simples que l'on connatlt.

> Soit v = v,. Il existe k € {0,1,2} tel que 0 - v = wkv.
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Ce CI U’O N Va fa il’e 3. Exemple du groupe &3

W rep. de &3 = (0o, 1)
sur Az - W = @ VSan

k
V= 14
P (0} w

w;él/ wk=1

V,CcV
(v, T-v) libre

w‘/) lie

Vn - Utri @ Ualt

Vn o~ Utri V ~ alt

Ficure 1 — Récapitulatif des cas

Antoine MEpoc & Téofil AbAMSKI Rudiments de représentations des groupes finis



Preuve de la proposition — Cas k # 0 (w* # 1) 5 B e G

> Alors
o-(t-v)=10% v=r1- 0¥ 2k

— Le vecteur T - v est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre w?*.

> Les vecteurs v et - v engendrent un C-espace vectoriel V’ de dimension 2
(car w* # w?f) qui est une sous-représentation car

o-v=wveV, (1)
o (t-v)=wkxt-veV, (2)
Tov=t-veV, (3)
T-(t-v)=veV. (4)
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Preuve de la proposition — Cas k # 0 (w* # 1) 3 b g Gy

> Alors
o-(t-v)=10% v=r1- 0¥ 2k

— Le vecteur T - v est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre w?*.

> Les vecteurs v et - v engendrent un C-espace vectoriel V’ de dimension 2
(car w* # w?f) qui est une sous-représentation car

o-v=wveV, (1)
o (t-v)=wkxt-veV, (2)
Tov=t-veV, (3)
T (t-v)=veV. (4)

— Ces relations sont importantes, mettons-les en paralléles avec des relations
sur V pour montrer que ces deux représentations sont en fait les mémes.
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Preuve de la proposition — Cas k # 0 (w* # 1) 5 B e G

> Retrouvons des relations semblables avec V. Avec 0 := (12 3) et 7:= (1 2), les
vecteurs a := (w, 1, w?) € V et B:= (1, w, w?) € V forment une base de V avec

o-o0=wa (a),
o-B=wB (),
T-a=p (c),
T-B=«a (d).
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Preuve de la proposition — Cas k # 0 (w* # 1) 5 et R e

og-v=wkveV (1) g-a=wa€eV, (a)
og-(t-v)=wxT-veV, (2) oc-B=w*BeV, (b)
tov=t-veV, (3) Tra=BeV, (¢)
T (t-v)=veV, (4) T-B=aeV. (d)

Antoine MEpoc & Téofil AbAmMSKI Rudiments de représentations des groupes finis



Preuve de la proposition — Cas k # 0 (w* # 1) 5 B e G

og-v=wkveV (1) g-a=wa€eV, (a)
og-(t-v)=wxT-veV, (2) oc-B=w*BeV, (b)
tov=t-veV, (3) Tra=BeV, (¢)
T (t-v)=veV, (4) T-B=aeV. (d)

» Pour k =1, on définit ¢ € Home(V, V') par
pla)=v et @B)=r1-v
et on a les correspondances (1) < (a), (2) <> (b), (3) <> (¢c), (4) < (d).

Antoine MEpoc & Téofil AbAmMSKI Rudiments de représentations des groupes finis



Preuve de la proposition — Cas k # 0 (w* # 1) 3 b g Gy

og-v=wkveV (1) g-a=wa€eV, (a)
og-(t-v)=wxT-veV, (2) oc-B=w*BeV, (b)
tov=t-veV, (3) Tra=BeV, (¢)
T (t-v)=veV, (4) T-B=aeV. (d)

» Pour k =1, on définit ¢ € Home(V, V') par
pla)=v et @B)=1-v

et on a les correspondances (1) < (a), (2) <> (b), (3) <> (¢c), (4) < (d).

» Pour k =2, on définit ¢ € Home(V, V') par
pla)=1-v et @(B)=v

et on a les correspondances (1) « (a), (2) < (b), (3) < (d), (4) < (¢).
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Preuve de la proposition — Cas k # 0 (w* # 1) 3 b g Gy

og-v=wkveV (1) g-a=wa€eV, (a)
og-(t-v)=wxT-veV, (2) oc-B=w*BeV, (b)
tov=t-veV, (3) Tra=BeV, (¢)
T (t-v)=veV, (4) T-B=aeV. (d)

» Pour k =1, on définit ¢ € Home(V, V') par
pla)=v et @B)=1-v
et on a les correspondances (1) « (a), (2) < (b), (3) < (c), (4) & (d).
» Pour k =2, on définit ¢ € Home(V, V') par
pla)=T1-v et @(B)=v

et on a les correspondances (1) « (a), (2) < (b), (3) < (d), (4) < (¢).

» Dans les deux cas, on a un isomorphisme G-linéaire, donc V' ~¢ V.
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Preuve de la proposition — Cas k = 0 (w* = 1) 5 et R e

> A ce stade, on a traité le cas k = 1 ou 2 et montré qu’on retrouve un facteur
irréductible V' (connu).
— Traitons le dernier cas : k = 0.
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Preuve de la proposition — Cas k = 0 (w* = 1) 5 B e G

> A ce stade, on a traité le cas k = 1 ou 2 et montré qu’on retrouve un facteur
irréductible V' (connu).
— Traitons le dernier cas : k = 0.

> 1° sous-cas : v et T- v sont linéairement dépendants. Alors il existe y € C tel
que T-v = pv. Or
V=T -v=T-(T-V)=T-pv=put-v = v.

Dot p = 1.
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Preuve de la proposition — Cas k = 0 (w* = 1) 3 b g Gy

> A ce stade, on a traité le cas k = 1 ou 2 et montré qu’on retrouve un facteur
irréductible V' (connu).
— Traitons le dernier cas : k = 0.

> 1° sous-cas : v et T- v sont linéairement dépendants. Alors il existe y € C tel
que T-v = pv. Or
V:T2‘V:T'(T‘V):T'/JV:/,IT‘V:/J V.

Dol p = £1.

m Sous-sous-cas 1a: y = 1. Soit g € &3. Alors g est produit de o et de T
(attention : ne commutent pas).
Oro-v=vett-v=vdoncg-v=vdoncVveV,g V=7
Finalement, on a V, ~¢ Uy (facteur connu, gagné).
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Preuve de la proposition — Cas k = 0 (w* = 1) 5 B e G

> 1° sous-cas (suite) : il existe y € C tel que 7-v = pv.

m Sous-sous-cas 1b : = —1. Soit g € G3 : g est produit de o et de T.
La signature € est un morphisme de groupes avec €(g) =1 et g(7) = —1, donc
S(g) _ (_1)n0mbre de 7 dans le produit

Antoine MEpoc & Téofil AbAMSKI Rudiments de représentations des groupes finis



Preuve de la proposition — Cas k = 0 (w* = 1)

3. Exemple du groupe &3

> 1° sous-cas (suite) : il existe y € C tel que 7-v = pv.
m Sous-sous-cas 1b : = —1. Soit g € G3 : g est produit de o et de T.
La signature € est un morphisme de groupes avec €(g) =1 et g(7) = —1, donc
s(g) _ (_1)n0mbre de 7 dans le produit
Oro-v=vett-v=—vdonc

g v= (_1)nombre de 7 dans le produitv _ s(g)v.

— Méme conclusion avec (v) base de V,, donc V,, ~¢ U,.
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Preuve de la proposition — Cas k = 0 (w* = 1) 5 et R e

» 2" sous-cas : v et T- v sont linédairement indépendants. Alors
v+T-v#0, v—T1-v#0.
= Soit V| = Vectc{v + - v}. Comme

o-(v+T1-Vv)=0-V

T-(v+T-V)=T-V

Donc Vi ~¢ Ui
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Preuve de la proposition — Cas k = 0 (w* = 1) 5 B e G

» 2" sous-cas : v et T- v sont linédairement indépendants. Alors
v+T-v#0, v—T1-v#0.
= Soit V| = Vectc{v + - v}. Comme

o-(v+T1-Vv)=0-V

+
T-(v+T V)=T-V+T - Vv="T"
Donc Vi ~¢ Ui

m Soit V/ = Vectc{v — 7 v}. De méme, on a V' ~¢ Uq.
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COI']CI.LIS'LOI'] Cle I.a Ij reuve 3. Exemple du groupe &3

» Supposons que W est représentation irréductible de G3. On a montré qu'il
existe une sous-représentation irréductible U C W de &3 qui soit isomorphe a
Ui, Uait ou V. Comme W est irréductible, on a W = U.
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COI']CI.LIS'LOI'] Cle I.a Ij reuve 3. Exemple du groupe &3

» Supposons que W est représentation irréductible de G3. On a montré qu'il
existe une sous-représentation irréductible U C W de &3 qui soit isomorphe a
Ui, Uait ou V. Comme W est irréductible, on a W = U.

> Finalement, tout représentation W de &3 s'écrit sous la forme

W=U8@USe Vv®, abceN.
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COITCI.LIS'LOI'] Cle I.a I:) reuve 3. Exemple du groupe &3

» Supposons que W est représentation irréductible de G3. On a montré qu'il
existe une sous-représentation irréductible U C W de &3 qui soit isomorphe a
Uiri, Uair ou V. Comme W est irréductible, ona W = U.

> Finalement, tout représentation W de &3 s'écrit sous la forme

W=U2e US® Ve, abceN.
» On a distingué certains cas pour obtenir une conclusion bonus :
m c est la multiplicité la valeurs propre w de o;
® a+ c est la multiplicité de la valeur propre 1 de t;
m b+ c est la multiplicité de la valeur propre —1 de 7;
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COITCI.LIS'lOI'] Cle I.a I:) reuve 3. Exemple du groupe &3

» Supposons que W est représentation irréductible de G3. On a montré qu'il
existe une sous-représentation irréductible U C W de &3 qui soit isomorphe a
Uiri, Uair ou V. Comme W est irréductible, ona W = U.

> Finalement, tout représentation W de &3 s'écrit sous la forme

W=U2e US® Ve, abceN.
» On a distingué certains cas pour obtenir une conclusion bonus :

m c est la multiplicité la valeurs propre w de o;
® a+ c est la multiplicité de la valeur propre 1 de t;
m b+ c est la multiplicité de la valeur propre —1 de 7;

> On a donc toutes les représentations irréductibles de &3 a isomorphisme prés,
on a la proposition voulue en appliquant la propriété de décomposition en
facteurs irréductibles.
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Partie 4

Conclusion de l'exposé
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CO I']CI.LIS'LO N CI e I.,eXIJOSé 4. Conclusion de l'exposé

> Les représentations linéaires des groupes finis facilitent leur compréhension.
La décomposition en facteurs irréductibles simplifie encore cette forme.

Antoine MEpoc & Téofil AbAMSKI < Rudiments de représentations des groupes finis



CO I']CI.LIS'LO N CI e I.,eXI:)OSé 4. Conclusion de l'exposé

> Les représentations linéaires des groupes finis facilitent leur compréhension.
La décomposition en facteurs irréductibles simplifie encore cette forme.

» On a vu les facteurs irréductibles des groupes abéliens (lemme de Schur) et
ceux de B3 sans utiliser les caractéres.
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CO I']CI.LIS'LO N CI e I.,eXI:)OSé 4. Conclusion de l'exposé

> Les représentations linéaires des groupes finis facilitent leur compréhension.
La décomposition en facteurs irréductibles simplifie encore cette forme.

» On a vu les facteurs irréductibles des groupes abéliens (lemme de Schur) et
ceux de B3 sans utiliser les caractéres.

> Cas &, trivial, laissé en exercice au lecteur.
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