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Ce sujet s’appuie sur 1’étude des premiers chapitres de 'ouvrage « Mathematical Concepts of
Quantum Mechanics » de S. J. GUSTAFSON et de I. M. SIGAL [1]

Résumé : L’insuffisance de la description classique conduit au XX¢ siecle au développement
de la mécanique quantique en On s’intéresse, dans ce rapport, a certains des outils mathé-
matiques utiles dans ce cadre de la mécanique quantique et a leur manipulation dans des cas
simples.

Dans la partie [t} on commence & présenter le formalisme mathématique utilisé dans la suite,
notamment 1'équation de SCHRODINGER en 1.3} et le probléme de CAUCHY associé, dont la
résolution constitue notre probléeme central.

Dans la partie[2], on débute avec I’étude de la conservation de la probabilité pour ensuite
donner des conditions suffisantes pour que 'opérateur de SCHRODINGER soit auto-adjoint en
[2.2] critére essentiel pour montrer 'existence et 'unicité de la solution du probleme de
CAUCHY & 'aide du théoréme ([2.7)). On termine par la résolution explicite de ce probléme dans
le cas de la particule libre.

Dans la partie [3, on s’intéresse a la notion d’observable, qui fait le lien entre grandeurs
physiques classiques comme la position et la quantité de mouvement en [3.1] et opérateurs auto-
adjoints. On regarde ensuite la conservation de celles-ci en[3.3]et on mentionne enfin I'exemple
du spin, propre a la mécanique quantique en [3.5]

Dans la partie [} on introduit le principe d’incertitude de HEISENBERG en et un
principe d’incertitude affiné en[4.4] On applique ce dernier a I’étude de la stabilité des atomes

en .

En partie [5| on étudie le spectre de l'opérateur de SCHRODINGER et on voit deux
exemples non exhaustifs de spectres associés a deux types de potentiels en en distinguant
spectre essentiel et spectre discret.

Finalement, dans la partie[6] on donne quelques annexes utiles et des outils nous permettant
de travailler avec des applications linéaires en dimension infinie en[6.1} On fait aussi une petite
étude de leur spectre en et on introduit la définition de leur exponentielle en [6.3] On y
trouve également une définition de la transformation de FOURIER adaptée a la mécanique
quantique en[6.4] On se réfere a cette partie pour les définitions, notations et propriétés utilisées
des la partie [2]
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1 Introduction physique et mise en place du probleme

1.1 Insuffisance de la description classique

La mécanique quantique est une branche de la physique théorique qui étudie les phénomenes
qui ont lieu aux échelles atomique et subatomique. Elle s’est développée au XX¢ siecle afin de
pallier & certaines lacunes de la physique dite classique (théories développées avant le XIX®
siecle). Cette derniére n’arrive pas a expliquer l'existence de raies spectrales, le rayonnement du
corps noir ou encore ’effet photo-électrique. C’est la résolution par M. PLANCK du probléme du
corps noir en 1901 qui marque le début de la mécanique quantique. Il a supposé que 1’énergie
a l’échelle atomique était quantifiée dans son expérience. A. EINSTEIN reprit cette idée de
quantification pour expliquer l'effet photoélectrique en 1905.

On choisit ici de s’intéresser a la résolution de I’équation de SCHRODINGER.

1.2 Fonction d’onde

DEFINITION 1.1.  Un espace d’état, & un instant ¢t donné, est 'espace de tous les états possibles
d’une particule.

L’espace d’état d’une particule est ’espace de HILBERT suivant
L2(R?) = {¢ B C| [ [p@)fde< oo},
R
muni du produit scalaire hermitien usuel (., .) défini par

(Y, ) = / U(z)p(x) de.

R3

DEFINITION 1.2.  On appelle fonction d’onde une fonction ¢ : R3xR — C prenant en argument
un couple (z,t) € R? x R avec z la position dans I'espace et t le temps telle que

vVt eR, (-,t) € LA(R?).

Elle permet de décrire I’état d’une particule : la probabilité que cette particule soit dans la région
Q € B(R3) a l'instant t est P(Q) = [ [1(z,t)]* dz. Ceci requiere la condition de normalisation

vt € R, / b, )2 da = 1.
R
On dit alors que la probabilité est conservée.

Pour les besoins de certaines preuves dans les parties suivantes, on va introduire des nota-
tions plus commodes.

DEFINITION 1.3. On définit FO par le C-espace vectoriel suivant
FO:={¢: R x R—>C|VteR, ¢(-,t) € L’(R)}
et, pour ¢ € FO, application Z(¢) par
VieR, I(W)(t) = /R ()] da.

En particulier, si ¢ est une fonction d’onde alors ¥ € FO et pour tout t € R, Z(v)(t) = 1.



1.3

Equation de SCHRODINGER

En 1925, le physicien autrichien E. SCHRODINGER développe 'une des équations fondamen-
tales de la mécanique quantique, celle-ci jouant le méme role que la relation fondamentale de
la dynamique en mécanique classique. Elle décrit le mouvement d’une particule massique non
relativiste. Elle doit respecter trois propriétés :

1.

2.

Principe de causalité : L'état ¢( -, tg) doit déterminer I'état (- ,t) pour t > tg

Principe de superposition : Si (-, t) et ¢(-,t) décrivent deux évolutions d’états alors
pour tous «, 8 dans C, ap(-,t) 4+ Be( -, t) doit aussi décrire I’évolution d'un état.

. Principe de correspondance : La mécanique quantique doit étre « proche » de la méca-

nique classique.

Une fonction d’onde 9 vérifie I’équation de SCHRODINGER, équation aux dérivées partielles
linéaire, si, pour tout (z,t) € R? x R,

z‘h?;f(a:,t) = —QHmA@/}(% t)+ V(x)y(z,t) (1.1)

ou h = % ~ 1,055 x 10734J s désigne la constante de PLANCK réduite, m est la masse de la
particule dont ¢ est la fonction d’onde et V' est le potentiel auquel la particule est soumise.

> EXEMPLES. On donne ici quelques exemples de potentiels

1.

2.

5.

. Puits de potentiel infini : V(z) = {

Particule libre : V = 0.
0 siz<0

Ve siz >0 (défini sur R).
0 =

Marche de potentiel : V (z) = {
0 silz]<a
oo silz|>=a
1

. Oscillateur harmonique : V(x) = 2mw?|z|* ot m désigne la masse de la particule et w est

2
une pulsation, appelée « pulsation propre du systeme ». Ce potentiel quadratique peut

étre obtenu en premiére approximation d’un potentiel au voisinage d’'un minimum (qui
correspond & une position d’équilibre stable).

Potentiel de CouLOMB : V(x) = ﬁ caractéristique de 'atome d’hydrogene.

DEFINITION 1.4. On appelle opérateur de SCHRODINGER 1'opérateur linéaire

—h?
H.=—A+V(x).
5 At V()
Ainsi, I’équation peut se réécrire
ihgw = Hy (1.2)
ot '

. _ K2
o REMARQUE. Dans la suite, on note Hy = = A,

2m



2 Résolution de I’équation de SCHRODINGER
Le but de cette partie est de montrer 'existence et 1'unicité du probleme de CAUCHY suivant

W% = Hy
{ ¢|t:0 :¢0 . <2.1)

2.1 Conservation de la probabilité

Dans cette sous-partie, on ne va pas considérer seulement les fonctions d’onde mais toutes
les fonctions de FO. De plus, pour A un opérateur sur L?(R3), on considére I’équation suivante
d’inconnue ¢ € FO

59V

8t

THEOREME 2.1. A est symétrique si et seulement si pour toute solution 1 de , I’application
Z(v) est constante.

= A. (2.2)

Preuve Tout d’abord, supposons que H symétrique. Soit 1/} solution de . On a pourt € R

) ) - <‘3;f< ) > <¢ >>
= (A0 )+ (00, - AV (1)
1

= (W0, 0), Av (-, 1)) = (AP(-, ) ( t))] = 0.

D’ou, par connexité de R, Z (1)) est constante.
Supposons maintenant que pour toute solution v de , Z(v) est constante. Donc

Vi € D(A), (Ap,¢) = (o, Ap)
(car on peut prendre ¢ = ). Soit (p,1) € D(A)% On a

(p, AY) = (p, Ap) + (p, A — Ap)
= (p, Ap) + (¢ — w, A — Ap) + (¢, Ap — Ag)
= (p, Ap) + (o — 1, A(p — 9)) + (¥, A) — (¥, Ap)
= (Ap,p) — (A <w 90) Y — ) + (A, ) — (1, Ap) .

Donc

(i, Ap) — (Ap, ) = (Ap, p) — (A(Y) — 0),9 — @) + (AP — ©),¥) — (¥, Ap)
= (Ap, p) + (A(Y — 0, b=+ ) — (¥, Ap)

= (Al + ¢ — g ) — (¥, Ap)

= (A, p) — (¥, Ap)

=

o, Ap) — (Ap, ).

On en déduit

V(¢,1) € D(A)*, (o, Av) — (Ap,¥) €R.
On cherche enfin & montrer que cette quantité est nulle. Soit (¢, 1) € D(A)?. On a i) € D(A)
done (p, AY) — (Ap,¥) € R et (p, AW)) — (Ap, 1)) € R, ie (p, AY) — (Ap,9) € R et
i({p, A(Y)) — (Ap, 1)) € Rie (p, AY) — (Ap, 1) = 0. On en déduit

(e, ¥) € D(A)?, (g, AY) = (Ap, )

c’est-a-dire A symétrique. O



2.2 Conditions suffisantes pour que H soit auto-adjoint

Le caracteére auto-adjoint de 'opérateur de SCHRODINGER va étre crucial pour la suite. On
verra en derniere sous-partie que cette condition est nécessaire et suffisante pour avoir existence
et unicité de la solution du probleme de CAUCHY .

THEOREME 2.2. Hj est un opérateur auto-adjoint hermitien sur H*(R?).

Preuve En utilisant la continuité de la transformation de FOURIER, on montre que H, est
fermé. Ainsi, d’apres la proposition ([6.10)), il faut et il suffit de montrer que Hy est symétrique
et Im(Hy £ ild) = L?(R3).

Tout d’abord, comme D(R3) C D(H,) C L*(R?) et en utilisant la densité de D(R?) dans
L%(R?), il suffit de montrer la symétrie pour ¥, p € D(R?). On considere ¢, ¢ € D(R?).

() = [ Bi(@)e(r) de
= [ Eo@)e(@) e+ [ Fi@)p(a)de+ [ Fie)p(a)dr.

Donc par double intégration par parties par rapport a z; et comme ¢ et ¥ sont a support
compact, on obtient

[Ty de = [ B@)oke() da

De méme sur les deux autres intégrales. On obtient (A, @) = (¢, Ag), d’ott la symétrie de Hy.

Ensuite, montrons que Im(Hy + ild) = L?*{R3). On montrera dans le méme temps que
D(H,) C H?(R?). L’autre inclusion est immédiate du fait de la définition du Laplacien. Soit
f € L%(R?). On cherche donc a résoudre

h2
— A+ = f
2m

qui, en utilisant la transformation de FOURIER, est équivalent a (% + z) (k) = f(k). D’une
part, en passant au module dans cette expression, on observe que

K2\ :
U (8 ol = 1w e 12w
Donc par la proposition ([6.25)), ¥ € H?(R3).

D’autre part, en utilisant la formule d’inversion de FOURIER, la fonction suivante convient
L[ e JB)

V2mh Jr3 |k|2 41

On fait de méme pour montrer que Im(Hy — iId) = L*(R?).
Enfin, montrons le caractére hermitien. Soit ¢ € D(R?). On a

(~2v.v) = = [ Fo@))de - [ o)) de— [ Fblapi(a) de.

En intégrant par parties la premiere intégrale par rapport a 1, comme 1 est a support compact,
on obtient

P(x) =

/RS R () () de = —/Rs O ()0 (x) do = — /}R3 Ov(2) 2 da.

En faisant de méme sur les deux autres intégrales, on obtient

(~aw.v) = [ (ow@)P et [ |ow@)Pdet [ o) de >0

On conclut ensuite par densité. O



¢ REMARQUE. Les opérateurs de multiplication sont clairement fermés. Donc, H est fermé.

THEOREME 2.3. SiV est une fonction potentielle réelle bornée alors D(H) = D(H,) et H est
auto-adjoint.

Preuve L’égalité des domaines est évidente car V' est borné. Le caractere symétrique de H
est évident car Hy l'est et on rajoute une multiplication par V(z) qui est aussi symétrique.
Dong, il faut et il suffit de montrer que Im(H 4 ild) = L%(R?). D’aprés le premier point de la
proposition , comme H est symétrique, il suffit de montrer qu’il existe A non nul tel que
pour tout f € L?(R3), '’équation suivante a une solution

(H +iMld)y = f. (2.3)

Par le deuxieme point de la proposition :6.11i7 comme Hj est auto-adjoint, pour tout A € R*,
Hy + tA\Id est inversible et ||(Hy + iAd) ™| < ||, Donc I'équation (2.3)) est équivalente a
b+ FNY =g

ot F'(\) = (Hy +iMd)"'V(z) et g = (Hy +iMId)~L f. Ainsi, pour [N > ||[V]leo, [F(N)]] < 1 et
par la proposition (6.3)), Id + F'(A) est inversible. Donc I’équation précédente est équivalente a,
pour [A] > [[V][e,

Y= (Id+F\)g
ce qui conclut. O

Ce théoreme ne s’applique que dans le cas des potentiels bornés. Cependant, dans le cas des
potentiels non bornés, on peut étendre le théoréme précédent en rajoutant une hypothese sur
la fonction potentielle :

THEOREME 2.4. S'il existe a < 1 et b € R tel que pour tout 1y € D(Hp)

IV (@)l < all Hoo|| + bl| |

alors D(H) = D(H,) et H est auto-adjoint.

Preuve L’égalité des domaines vient directement de 'inégalité supposée. Pour le reste, cette
preuve suit le méme parcours que la preuve du théoreme . Il suffit juste de montrer qu’il
existe A € R* tel que ||(Hy + iAId) "'V (z)|| < 1. Comme l'opérateur est une multiplication par
V(x), ceci est équivalent & montrer qu'il existe A € R* tel que ||V (z)(Hy + iAld) || < 1.

Soit ¢ € D(H). Par hypothese, on a

1V (@) (Ho +iMd) "' < al| Ho(Ho + iNId) " || + ]| (Ho + iAId) ™ ¢]|.

[Hoy +idp||* = ([ Howo|* + [AP[[9]* + 2 Re((Hoy, id))
= | Hot||* + NP ||¥||* car (Hy, ) >0 et X € R
> || How||>.

Donc ||Ho(Ho + iAd) 2| < ||¥||. De plus, ||(Ho + iXd) = || < |A7Y|¥||. Ainsi,
1V (2)(Ho +iAd) "' < (a+ [AI7'0)[[9]]

Donc, comme a < 1, on peut choisir A tel que a + |[A\|7'b < 1, ce qui termine la preuve. O



[e]

> EXEMPLE. Application au potentiel de COULOMB V() = Tl
On éerit V = Vi+Vs avec Vi = VI y € L2(R3) et Vo = VIj1 oo € L(R?). Soit ¢ € D(H).

Tout d’abord ||[Va(z)|| < ||Va|leol|?]|. Ensuite, pour majorer ||Vi(x)v||, il faut faire une étude
spectrale assez longue de Hy que 'on va admettre ici : on obtient que pour tout € > 0, il existe

n > 0 tel que [|[Va(z)y| < e]|AY|| + enl|y||, ce qui conclut. [2]

THEOREME 2.5. Si V est une fonction coercive (c’est-a-dire ||V (z)|| = +oo quand |z| — +00),
continue et positive sur R? alors H est un opérateur auto-adjoint.

Preuve On va également admettre ce théoreme ici car la preuve est assez technique. Elle
demande une étude poussée et des outils comme 'inégalité de KaTo [2]. U

> EXEMPLE. Application a l'oscillateur harmonique :
Le potentiel V(z) = 2mw?|z|* est bien positif, ccercif et continu. Donc H := J-A + Im|z|?
est auto-adjoint.

2.3 Existence et unicité de la solution du probléeme de CAUCHY

DEFINITION 2.6. On dit que la dynamique existe si pour tout vy € L?(R?), le probléme de
CAUCHY admet une unique solution.

THEOREME 2.7. La dynamique existe si et seulement si H est auto-adjoint.
Ce théoreme est extrémement important et constitue le cceur de notre probleme. On ne

montrera que 'implication réciproque, qui donne donc une condition suffisante d’existence d’une
unique solution, conséquence immédiate du théoreme suivant. On peut trouver I'implication

directe dans [4].

THEOREME 2.8. Si H est un opérateur auto-adjoint alors il existe une unique famille (U (t));er
d’opérateurs bornés ayant les propriétés suivantes :

1.Vt € R, z‘h%[t](t) = HU(t)=U(t)H.
2. U(0) = 1Id.
3.V(t,s) € R?, UM)U(s) = U(t + s).

4.Vt eR, U = |||

Cette famille est donnée par, pour tout ¢t € R, U(t) := exp(—itH/h).

¢ REMARQUES. — La famille d’opérateurs (U(t));cr est appelée propagateur ou opérateur

d’évolution de [’équation de SCHRODINGER.

— La propriété 3 est une propriété de groupe, la 4 une propriété d’isométrie. Ainsi, pour
tout t € R, U(t) est inversible et est méme unitaire. La famille (U(t));cr est un groupe
unitaire a un parametre généré par I'opérateur linéaire —iH /h.

— Ce théoreme nous donne bien I'implication qui nous intéresse. En effet, ¢ (t) = U(t)y
est 'unique solution du probleme de CAUCHY ([2.1)) et conserve la probabilité. L'unicité
provient de I’égalité suivante :

vt € R, /R [z, 1)]? do = /]R o (2)[? d.

En effet, si v et ¢ sont deux solutions de méme condition initiale 1y alors ¢ — ¢ est
également solution de I’équation de SCHRODINGER et de condition initiale 0. Donc pour

tout t € R, ||(-, t) — (-, )] =0 et P = .

8



Preuve Tout d’abord, supposons que H est borné. Pour ¢t € R, on pose U(t) := exp(—itH/h).
Comme H est borné, on va utiliser le développement en série entiere de U(t)

0= (4

n!
—n!

1. Soit t € R.
ih

ou i 1 (—z’tH
o = (n-1) h
car on peut dériver sous le signe Y par convergence uniforme sur tout compact et H
commute avec H*.

2. Clairement, U(0) = Id
3. Soient t,s € R.

)n_l _ HU(t) = U()H

k=0 1=0
B i 1( th)k (—st)l
=0k RIEN R h
= (1HN\" thst & iHN" 1 & (n\ g o
— _— _— = —_— t n—
,%(h) o R nZO(h) nlkzo<k>
< 1 (iH(t+s)\"
=Y — = U(t+s).
n;on! < - > U(t+ s)

Le produit de CAUCHY est bien définie car la famille indexée par (k,l) € N? est bien
sommable.

4. Soient t € Ret p € D(H). On a

IU@)WI* = (U (), U0Y) = (0, UL T(t)) .

Or comme H est auto-adjoint donc

=S () =S (5 =

D’ou, d’apres les deux énoncés précédents, U(t)*U(t) = Id. Ainsi, [|U(t)y]] = ||¢]|-
On va maintenant revenir au cas général. D’apres la proposition ((6.20]), il existe (A,) suite
d’opérateurs auto-adjoints bornés telle que pour tous ¢ € D(H) et t € R, A, T> H et

exp(—itA,/h)yY i exp(—itH/h)y. On pose, pour t € R et n € N, U(t) := exp(—itH/h)
et Up(t) := exp(—itA,/h).
1. Soient 1y, ¢ € D(H). Soit n € N. D’apres ce qui précede, on sait que

(102 O ) = b, AT ) = (. Ue)i)-

Or
— Ao ——— Hop,

n — +o0o

— Pour tout t € R, U, ()1 = U(t)o,

— Pour toust € Ret n € N, ||A,U, (t)1o|| = || Anptbol|| par le point 4 dans le cas borné
et la fonction A, est intégrable sur R? car A, ¢ et 1y sont dans L?(R3).



Donc par convergence dominée,

(Anip, Un(t)tpo) ——— (Hop, U(t)t0) = (@, HU(t)¢0) .

n— +0oo
De méme,
U, 9
(it t0n) = ih 3 G, Uty
et
(@, Un(t)to) P (0, U(t)¥o) -
D’ou 5 o
gy (o, Ua)n) = (.05 (000 = (o HU(O))

De plus, comme D(H) est dense dans L%(R?), cette derniére égalité est valable pour tout
¢ € L%(R?). Ainsi, on a

vt € R, m%[tj(t) = HU(1).

De méme, on obtient
ViR, m%g(w — UW)H.

2. Comme pour tout n € N U, (0) = Id, pour tout ¢y € D(H), U(0)1hg = 1hg et U(0) = Id.
3. Soient ¢, 1» € D(H) et t,s € R. On sait que pour tout n € N

(0, Un(t + 8)p) = (, Un(t)Un(s)p) = (Un(t)"9), Un(s)) -

Or U,(t)y = U,(—t)y = U(—t)y = U(t)*y par unicité de la limite. Donc, en
utilisant le méme genre d’argument que dans le point 1, on a U(t + s) = U(t)U(s).

4. Soient ¢ € D(H) et t € R. On sait que pour tout n € N, ||U,(t)| = ||1]]. Donc, en
faisant tendre n vers 'infini, on obtient ||U(t)u|| = ||¢||.

On a donc montré I'existence de cette famille. Lunicité provient du lemme suivant avec comme
générateur —iH /h. O

LEMME 2.9. SiU(t) et V(t) sont deux groupes de méme générateur A alors U(t) = V(). [3]

Preuve Soient t € R et ¢ € D(A). On considere f : x € [0,1] — U(xt)V((1 — x)t)y. D’apres
ce qui précede, f est dérivable sur [0, 1] et pour tout = € [0, 1],

F(z) = tAU (at)V (1 — 2)t) — tAU (zt)V((1 — 2)t) = 0

Ainsi, f est constante sur [0,1] et f(0) = f(1), c’est-a-dire V(t) = U(t). O

2.4 Propagation libre

Nous terminons cette partie par la recherche des propagateurs libres (U (t)),cr = (e7H04/")cp,
ie les propagateurs pour 1’équation de SCHRODINGER en absence de potentiel V.

Ici, Hy = —%A est défini sur I'espace vectoriel L?(R?). Nous utiliserons dans cette partie
la transformation de FOURIER F, outil défini dans la section (on y rappelle également
quelques propriétés de F).
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2.4.1 Calcul de 'opérateur

Soit a € C* tel que Re(a) > 0. On considére la gaussienne g : k € R? — e 9 /2 ¢ C et
I'opérateur p = —ihV. On a g bornée donc, pour toute ¢ € L2(R?), g¢» € L2(IR?). On peut donc
définir 'opérateur g(p) par ([6.23)). Soit ¥y € L*(R?). Pour tout = € R,

o _ ==yl
(9(p)o) @) = (2mah®) ™2 [ e 5 () dy
Or on a |p|*> = —h2A donc Pégalité ci-dessus donne
|z —y|?
Vo € RS, (eA%) (x) = (2mah?) /2 / e () dy.
R
Ainsi, pour t € R% et en prenant a = %, on a a € tR* et on déduit de 1'égalité ci-dessus
I'expression suivante, pour I'opérateur d’évolution de SCHRODINGER e 1 avec Hy = —%A
I’hamiltonien d’une particule libre :
N\ —3/2
. 7 2 ht im|z—y|2
Vo e B, () (@) = ( = ) L e 5 vy ay. (2.4)
m R

2.4.2 Domination des solutions de condition initiale intégrable

Un passage au module dans la relation ((2.4)) et I'inégalité triangulaire donnent, pour toute
Yo € L2(R3) N LY(IR3) et pour tous z € R® et ¢ > 0

(¢ 40) (@) (T)M [, o)l dy.

REMARQUE. Le membre de droite tend vers 0 avec t — +o00. Physiquement, le paquet d’onde
« s’écrase ».

N

2.4.3 Connexion entre la mécanique quantique et la mécanique classique

Une autre conséquence de l’expression est une connexion possible entre 1’évolution
d’une particule donnée par I’équation de SCHRODINGER libre et celle donnée par la mécanique
classique.

Soit ¥ € L*(R?). En utilisant la relation Vz,y € R? |z — y|* = |z|* — 2z -y + |y|? et, en
sortant de l'intégrale les constantes par rapport a y, on obtient pour tous z € R3 et ¢t > 0

iHt 2miht —3/2 im|a|2 i ( ma imly|®
()= () L () a
R

m

Pour t > 0 et € R?, on reconnait dans la relation ci-dessus la transformation de FOURIER

im 2
¢valuée en 7z de la fonction vy : y € R3 s 5 o(y) € C (on rappelle qlle la constante
devant l'intégrale de la transformation de FOURIER en dimension 3 est (27h)"2) :

()= ()5 (1)

REMARQUE. On peut montrer que (on ne le fera pas ici) si @//J\O(k:) est localisée au voisinage de
po € R3, pour ¢ > 0 suffisamment grand, z/ﬂ\t (k) est localisé au voisinage de ce méme vecteur py.

Or [¢|* donne la localisation de la quantité de mouvement dans R?® de la particule (cf
remarque suivant la proposition (3.5))). Pour une telle quantité de mouvement py, le second
membre de 'équation est localisé au voisinage de la position zo = vot olt vy = 2 c’est-a-dire
au voisinage de la trajectoire classique d’une particule libre de quantité de mouvement py.
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3 Observable

DEFINITION 3.1. Une observable est ’équivalent en mécanique quantique d’une grandeur phy-
sique en mécanique classique comme la position, le moment, I’énergie, le spin... Mathématique-
ment, 'observable prend la forme d’un opérateur auto-adjoint sur L?(IR?).

3.1 Position et quantité de mouvement

DEFINITION 3.2. Pour j € {1,2,3}, on définit deux opérateurs : z;, la multiplication par la
coordonnée x;, et p; := —ihd;. On notera par la suite V; := 0;. Ils correspondent respectivement
a la position et a la quantité de mouvement selon la j¢ coordonnée.

PrROPOSITION 3.3. Ces deux opérateurs sont auto-adjoints. De plus,
D(z;) = {¢ € L*(R’) | ;9 € L*(R®)} et D(p;) = {4 € L*(R%) | V;v € L*(R?)}.

Preuve Pour montrer le caractere auto-adjoint de ces deux opérateurs, on va utiliser la pro-
priété (6.10]). Ces deux opérateurs sont fermés (en utilisant la transformation de FOURIER pour
p;). Tout d’abord, z; est clairement symétrique car pour ¢, € D(x;),

(pov) = [ o@asp@)de = [ wye(ehb@) e = (ojp. ).

Et pour ¢, 1 € D(R?),

(o) = [ P@ (=AY ,)(x) da
— —ih [l (@)] " +ih [ Vipl@w(r) da
= /R3 —ihVjp(x)¢(z) dz = (pj, ¥) .

car 1 et o sont a support compact. On conclut ensuite par densité de D(R?) dans L%(R?) et
par U'inclusion D(R?) C D(p;) C L*(R?).

Ensuite, il faut montrer que z; + iId et p; + iId sont surjectives. Soit ¢ € L*(R?). Pour le
premier, cela revient a chercher ¢ € D(x;) tel que x;1+iy = . En passant au module au carré,
on observe que (z7 4 1)[¢|* € LY(R?), ce qui conduit & D(xz;) = {¢ € L*(R?) | 2;00 € L*(R?)}
et comme x; € R — x; + i ne s’annule pas, pour tout @ € R?,

()
P(r) = Y

Pour le second, cela revient a chercher ¢ € D(p;) tel que —ihV ;¢)+it) = ¢ donc on en déduit
directement que D(pj) ={ye L2(R®) | V1 € L2(R*)}. De plus, en utilisant la transformation
de FOURIER, on a (k; + 2)1/1 ¢ et en passant a I'inverse de FOURIER, pour tout x € R3,

itz P(K)
R dk.
Vi) = V2rh wo k; 4+
De méme, on obtient Im(z; — iId) = Im(p; — iId) = L*(R?). O

REMARQUES. Pour A un opérateur linéaire et ¢ € D(A), on note (A),, := (¢, AY) et corres-
pond moralement a la valeur moyenne de A si v correspond & une mesure a densité.
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PROPOSITION 3.4. Soient A une observable et i solution de I’équation de SCHRODINGER.

Pour tout t € R,
d<14>¢(. D) )
— I (H=(=-[H, A
00 = (511, 4))

ou [H, Al := HA — AH est le commutant de H et de A.

1/’('7t)

Preuve 11 suffit de calculer.

d(Azqu(.,t)():<%f(.’t)’A¢(.7t)>+<¢(-,t),Aégf(.7t)>
:<z'171Hw(’t)’Aw("t) <w(-,t),;iAH¢(-,t)>
— <¢( 1), ;HAzp(-, t)> —~ <w(-, t),%AHw(» t)>
:<;[H,A]>w(.7t).

O

A partir de cette relation, on peut en déduire deux autres qui ont des équivalents connus
en mécanique classique.

PROPOSITION 3.5. Soit 9 solution de ’équation de SCHRODINGER.

d <$j>¢(. t) d <pj>¢(. t)
m—u = <pj>¢(~,t) et T a <_vjv($)>w(-,t)'

Prewve 11 suffit de calculer [H,z;] et [H, p;]. Soit ¢ solution de I’équation de SCHRODINGER.
Tout d’abord,

[Hoa ) = Ha o — ay H = 510 Ao) + Ve — 2,00 — 2T
= _mhgvjz/} car A(z;¢) = x;Av + 2V ;9.
Ainsi, ‘ '
%[H, ;] = _:,Zvj = ;pj-
Ensuite,

2

h
[H, p;] = —%[A,pjw + [V, i)

= —ithV (z)V;1p +ihV;(V (2))
= 1hV,;V(x)y
car A et V; commutent. On en déduit
1
ﬁ[HJ)j] = —V,;V ().
O

¢ REMARQUE. Soit ¢ une solution de I'’équation de SCHRODINGER. La valeur moyenne de z;

a l'instant ¢ est donnée par (xj)w(. » et celle de p; par (pj>¢(. » qui est égal a <kj>1;(.,t)- Ceci

montre que WA)|2 est une distribution de probabilité pour la quantité de mouvement.
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3.2 Représentation de HEISENBERG

Dans les parties précédentes, on utilisait la représentation de SCHRODINGER. Chronologi-
quement, la mécanique quantique a d’abord été formulée avec la représentation de HEISENBERG,
équivalente a la représentation de SCHRODINGER, que 1'on définit maintenant.

DEFINITION 3.6. Soit A une observable. On définit

itH _itH

A(t):=enr Ae” h.

Cette notation est tres pratique et permet de condenser les formules précédentes. Soit 1
solution de I’équation de SCHRODINGER de condition initiale 1. Alors pour tout t € R,
(A)y(..oy = (A(t))y,- On en déduit I'équation de HEISENBERG de I'évolution temporelle de

I'observable A
dA, = 1

—(1

dt ®) h
En prenant = et p a la place de A, on obtient la forme équivalente des équations de la mécanique
classique

[H, A(t)]-

mi;(t) = p;(t) et p;(t) = —V;V(x(t)).

3.3 Lois de conservation

La conservation des grandeurs rencontrées, et notamment 1’énergie, est un probléme récur-
rent et fondamental en physique et nécessite que I'on s’y intéresse ici.

DEFINITION 3.7. On dit qu'une observable A (ou plus précisément la quantité physique re-
présentée par cette observable) est conservée si sa moyenne est indépendante du temps pour
n’importe quel état d’évolution, c’est-a-dire

(A yi.n = (AlE))y, = (A)y,
ol 1 est solution de I’équation de SCHRODINGER de condition initiale .

Ainsi, une observable A est conservée si et seulement si ¢t € R — A(t) est constante, ce qui
est équivalent a [H, A] = 0, c’est-a-dire H et A commutent.

PROPOSITION 3.8. On peut regarder la conservation de quatre grandeurs physiques tres im-
portantes. Celles-ci proviennent de symétries du systéme quantique.

1. S'il y a invariance par translation temporelle (V indépendant de t) alors 1'énergie est
conservée (grandeur caractérisée par H)

2. S'il y a invariance par translation spatiale (V indépendant de z) alors la quantité de
mouvement est conservée (grandeur caractérisée par p = —ihV)

3. S’il y a invariance par rotation spatiale (V invariant par rotation) alors le moment ciné-
tique est conservée (grandeur caractérisée par L := x X p)

4. S'il y a invariance de jauge (invariance de 'équation par la transformation ¢ — 1))
alors la probabilité (ou plutdt la densité de probabilité) est conservée (grandeur caracté-
risée par p = [¢|?)

On peut enfin montrer que chaque symétrie est associée a un groupe d’opérateurs unitaires
(comme dans la résolution de I’équation de SCHRODINGER). Pour l'invariance de jauge ou par
translation temporelle, ce groupe est a un parametre et pour l'invariance par translation ou
rotation spatiale, ce groupe est a trois parametres du fait des dimensions de temps et d’espace.
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3.4 Courant de probabilité

DEFINITION 3.9. Soit ¢ une fonction d’onde. On définit le courant de probabilité j(1)) par

J) = 2 @V,

PROPOSITION 3.10. Soit ¢ une fonction d’onde. j(v) satisfait I’équation de continuité

ot
ot +div(j(¢)) = 0.

Cette équation traduit la conservation locale de la probabilité. Celle-ci est analogue a ’équation
que 'on peut observer pour la conservation locale de la charge en électromagnétisme ou pour la
conservation locale de la masse en mécanique des fluides.

Preuve Calculons

> oy 1 —1
o~ o TRty
iho i ih— i
= —5 AUy +W+ o OO — S Vk iy
ih — —
= %(—A@Wﬂ + P AY)
En observant que —Ay + Ay = div(y Vi — V1)), on en déduit alors le résultat. O

Enfin, si on écrit ¢ une fonction d’onde sous la forme ¥ = ae't ot a et S sont des fonctions
a valeurs réelles (S étant homogene & une énergie), dans la limite &7 — 0 (limite classique), on
peut montrer que j = pv ol p := a? est la densité de probabilité et v = %S la vitesse de la

particule. On obtient aussi, avec 3—? = (0 + v - V)v la dérivée particulaire, m% =-VV.

3.5 Spin

En mécanique quantique, les particules possedent des degrés de libertés supplémentaires
qui n’apparaissent pas en mécanique quantique dont 'un d’entre eux est le spin. Expérimen-
talement, on peut scinder les particules en deux groupes : les fermions, particules de spin
demi-entier, et les bosons, particules de spin entier. En particulier, les électrons, protons et
neutrons sont des fermions de spin % et les photons sont des bosons de spin 1.

L’espace des phases d'une particule de spin r est L?(R3, C?*"™!). Les observables du spin S,
Sy, S5 vérifient la relation suivante :

[Sk, S[] = ih&klmsm

ot €M™ est le symbole de LEVI-CIVITA qui peut prendre trois valeurs différentes : —1, 0 et 1.
I vaut 0 s’il y a deux indices égaux. Sinon, il vaut la signature de la permutation (k[ m).
Dans le cas r = %, on peut écrire S; = goj ou o1, 0y et o3 sont les matrices de PAULI

(01 (0 —i (10
=1 0)2 7\ 0 0 1)

De plus, (i0})jef1,2,33 forme une base du groupe spécial linéaire complexe SU(2). En notant
s = +3 et, pour ¥ € L2(R® C* ), (z,s) = (¢(z,1),¢(x,—3)), on obtient les relations
suivantes :

Sﬂﬁ(%’a S) = h‘SW(l’, _5>7 Szw(% S) = —’ihé‘w(ﬂ% _3)7 53?/1(917, S) = h5w<x7 S)'
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4 Principe d’incertitude et stabilité

Le principe d’incertitude est fondamental en mécanique quantique. Il précise qu’il existe une
limite fondamentale sur la précision en dessous de laquelle on ne peut pas mesurer deux quan-
tités dites « complémentaires », comme la position et la quantité de mouvement ou 'énergie
et le temps, contrairement a la mécanique classique. Ce principe a été énoncé pour la pre-
miere fois pour la position et la quantité de mouvement en 1927 par le physicien allemand W.
HEISENBERG.

4.1 Principe d’incertitude de HEISENBERG

DEFINITION 4.1.  Soit ¢ € D(z;) N D(p;). Les écarts types de z; et de p; dans I'état ¢ sont
respectivement

(Az;)? i <(xj — <“’j>w>2>¢ et (Apy)? = <(pj - (pj>w)2>

THEOREME 4.2. Principe d’incertitude de HEISENBERG : Pour tout ¢ € D(z;) N D(p;),

. .

Do | St

LEMME 4.3. Soient A, B deux opérateurs auto-adjoints. Pour tout ¢» € D(A) N D(B),

(i[A, B]), = —2Tm (A¢, By).

Preuve

(i[A, B]),, = (¥, i(AB — BA)))
= (¢, iABY) — (¢,iBAY) = i((AY, By) — (B, Ay))
= —2Tm (Ay, By) .

Preuve Preuve du théoreme (4.2))
Soit 1) € D(x;) N D(p;). Montrons tout d’abord que £ [p;, x|ty = 0;30.

1

ﬁ[pj’ zplp = —ihV(xp)) + iha, V4
= —ihd ) —iher VP + iha 7P
= —ihj.

D’ou le résultat. Sans perte de généralité, on peut supposer que <xj>w = (pj>¢ = 0. Ainsi,
comme |[¢|| =1, on a

1=(ld), = <;[pj’xj]>w = —21111 (P, T)
2

2
< %| (pjb, ) | < lpslll|zs20]] = h(Apj)(Al"j)-
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Regardons maintenant le cas d’égalité. On cherche donc les états qui minimisent le principe
d’incertitude de HEISENBERG. D’apres le calcul précédent, cela est équivalent a chercher v telle
que pour tout j € {1,2,3}, —Im (p;1, z;4) = ||p;¢||||z;4] ce qui est équivaut au fait que pour
tout j € {1,2,3}, il existe p; > 0 tel que

P = ipya). (4.1)

Cherchons v a variables séparées c’est-a-dire pour tout z € R?, ¥(x) = 9y (z1)h2(22)13(x3). En
supposant que ¢ est non nul, on obtient alors que pour tout j € {1, 2, 3},

dT:jCTj) = == ().
Ainsi, pour tout j € {1,2,3},

2
P‘ij

() = Ciem 7.

mh
en notant ¢, la fonction d’onde qui donne la condition d’égalité (4.1) pour tout j € {1, 2, 3},

[ Bpapaps : 13 2
%bu(f) = (W’) exXp (%;Mﬂj) .

De plus, en translatant cet état en coordonnée et en quantité de mouvement, on obtient tous les
états 1, 4.4, — centré en y pour la position, en g pour la quantité de mouvement, possédant une
phase ¢ et dépendant de p comme précédemment — qui minimisent le principe d’incertitude,
qu’on appelle états cohérents

1
Pour obtenir C}, on utilise la condition de normalisation sur 1; et on obtient C; = (Qﬂ) *. Donc,

[ Bpapaps 2 §Lrte 1 g 2
Qﬁy,q,u,@(x)—( (wh)? e noexp 2hjzz:1/h(x] i) -

. . . . 3 =l?
On obtient tous ces états en translatant et en dilatant la gaussienne ¢(x) = (wh) " ie” 2 en
appliquant I'opérateur T}, := ™7 et en multipliant ensuite par e/?¥t¥) On peut montrer

avec quelques lignes de calculs les résultats suivants

<¢y,q7u7<pa lepy,q,u,w) = Yj; <¢y,q7u7<pvpjwy,q,#,so> = 4qj,

] Iy
<¢y,q7u,so’ (xj - yj)2¢y,q,u,w> = ﬁu <¢y,q7mw (pj - Qj)2¢y,q,mao> = %

4.2 Principe d’incertitude affiné

REMARQUE. On rappelle que pour deux opérateurs A et B, on écrit A > 0 si pour tout
Y € D(A), (Y, AY) >0et A>Bsi A—B>0.

THEOREME 4.4. Sur L2(R?),

-A> ! .
L

Preuve On va démontrer ce résultat en prenant 1 € D(R?). On conclura ensuite par densité
de D(R?Y) dans D(—A) N D(ﬁ) et en prenant d = 3.

17



Soit 1 € D(RY) de norme 1. D’apreés le lemme et le calcul de la preuve du théoréme (4.2)),

el 7 = (ol-#), = (1ol Sl al )

Jj=1 b

d d
<Zzux\1pj|wrl, > = —2Im Y (|| pjla| M, 250
P

j=1 7j=1

Or pj|x|~ U=z~ 1p] + [pj, ||~ 11, on rappelle que |z| = (22 + -+ + 333)% et

[pj, |2| o = —ihV;(|z| ") + ihlz| 'V = ‘ ’3¢
Donc
d d
a1 = 213 (ol 2) =2 g<|xr lin |3w,xjw>
d
— _2Tm Z<p]w, >+2ImZzh<| ‘41/1,x]w>
=1 j=1
Or
d
ImZz<’|4w,x]w> Imzz<‘ ¥ |x|2w>
=1
J ; 2
> \xr”H Z/Rs i@l de
e Tz PW( 2)|? dz = |||z
Donc

d
hd = 2)[| 22 = —2m 3 <pjw, : |2w>
j=1

Or par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

d d d
T,  x
> (ot )| €S ot [ (0 0 ) < TP TR,
=i =1 =i
en faisant un calcul similaire & ce qui précede. Ainsi, comme |[p|*> = p? + ---p? = —h2A,
R?(d —2)*(|z|7%),, < 4(—A), et avec d = 3, on obtient le résultat. O

4.3 Application : stabilité des atomes

En mécanique classique, les atomes et les molécules ne sont pas stables : en effet, les électrons
« orbitent » autour du noyau et donc selon la théorie classique, les électrons rayonnent, perdent
de I'énergie et s’effondrent sur le noyau. La mécanique quantique permet de prouver que les
atomes et les molécules sont stables, ce qui est exprimé par le fait que I'hamiltonien H (et donc
I'énergie) est minoré.
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4.3.1 Cas de 'atome d’hydrogeéne

L’opérateur de SCHRODINGER qui agit sur L?(R?) s’écrit dans ce cas

h? e?
Hpyg=——A——
hd 2m ||
ol m est la masse de 1'électron et e est la charge réduite telle que e? = 4;1; avec ¢, la charge
€0

de I'électron et gy la permittivité du vide. Ainsi, d’apres le théoreme (4.4)), Hpyq > ﬁ — %

En faisant une étude d’équivalent en 0 et en 400, on observe que le terme de droite admet un
2

minimum atteint en ry et en dérivant, on obtient rq = 4”}: (qui correspond a quatre fois le

rayon de BOHR ou le rayon pour le nombre quantique n = 2) et

Hyyqg =2 —

4.3.2 Cas général de ’atome ou de ’ion

On considere un atome ou un ion de numéro atomique Z et possédant N électrons. Ainsi,
'opérateur de SCHRODINGER qui agit sur L?(R3Y) s’écrit

N h2 2Z 1 2
=5 (g 1) 2 5

iZi\ 2m |51 j#k |wj — |

ot z; est le vecteur de R?® qui correspond aux coordonnées de I'électron j. Le dernier terme
correspond aux interactions de COULOMB répulsives électron-électron et le deuxieme aux in-
teractions de COULOMB attractives électron-noyau.

En omettant dans un premier temps que les électrons sont des fermions, on peut faire une

minoration assez grossiere
N h? 2
ez
Hy>Y (-, -22).
|71

Ainsi, de méme que pour 'atome d’hydrogene,

2m(e*Z)?

Hat > _N h2

REMARQUE. Dans ce qui suit, les aspects théoriques sont abordés dans d’autres chapitres que
ceux étudiés. On énonce cependant certains résultats car ils relevent d’aspects importants de
la mécanique quantique.

On peut améliorer cette minoration en considérant les électrons comme des fermions de spin

%. On peut montrer, en faisant une étude spectrale plus poussée, que, dans le cas ou N est pair

(le cas N impair demande quelques modifications) 1’énergie du niveau fondamental du systeme
N

est donnée par 2 2 . ou E1 ..., En correspondent aux N niveaux d’énergie le plus bas.
j=1" ) 9
2

2
D’ou
N 2 2
RN B
‘ 2m J ‘iL'j|

N
ou les énergies E; sont de 'ordre de _m(2622Z > ]% Il est assez difficile d’évaluer 232, E;. Cela

nécessite une étude poussée et des inégalités comme celle de LIEB-THIRRING, qui demande une
étude spectrale approfondie de 'opérateur de SCHRODINGER.

E.

J

NgEE

1

J
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5 Spectre et dynamique

5.1 Introduction et motivation

Pour une observable quantique A, on cherche les valeurs que A peut prendre pour les
différents états du systeme. On utilisera ici 'annexe [6.1 Nous avons vu en remarque dans la
partie I'interprétation de (1, Ai)) comme valeur moyenne de l'observable A dans 'état 1)
(interprétation validée par I'expérience). Celle-ci nous meéne aux valeurs recherchées : il s’agit
du spectre de 'opérateur A.

L’observable « la plus importante » est I’énergie, donc 'opérateur de SCHRODINGER H
d’un systeme. En effet, les valeurs propres de H nous donnent les différents niveaux d’énergie
atteignables par la particule.

Dans ce chapitre, on présentera quelques techniques non exhaustives pour déterminer le
spectre d'un opérateur de SCHRODINGER (défini sur un espace vectoriel de dimension infinie),
au travers des exemples des potentiels convergeant vers 0 pour |z| — 400 et des potentiels
coercifs.

EXEMPLES. Le potentiel de I'oscillateur harmonique V : z € R* — smw?|z|? est ceercif.
Le potentiel nul est réel, continu et converge vers 0 en +oc.

5.2 Spectre de 'opérateur de SCHRODINGER

Dans cette partie, nous cherchons a caractériser le spectre essentiel d’opérateurs auto-
adjoints au travers de I'exemple des opérateurs de SCHRODINGER. Ici on aura d € N*.
On commence par définir une notion importante pour la suite.

DEFINITION 5.1.  Soit A un opérateur sur L?(R?). Une suite (¢,), .y est appelée suite d’étale-
ment pour A et A € C si elle vérifie

1. Vn e N, ||¢,| =1,

2. Pour tout ensemble borné B C R?, il existe N € N tel que Vn > N, supp(¥,) N B = 0,

3 (A= M)y ———0.

REMARQUE. Une suite constante égale a 1 vecteur propre de A associé a A\ vérifie les hypo-
theses 1 et 3 des suites d’étalement pour A et \.

Cette notion trouve une application pour le résultat important suivant.

THEOREME 5.2. (Admis) Si H = —2A 4+ V est un opérateur de SCHRODINGER avec V :

2m
R3? — R un potentiel réel continu et minoré, on a

Oess(H) = {\ € C | il existe une suite d’étalement pour H et A}.

On cherche a présent a décrire le spectre o(H) de l'opérateur de SCHRODINGER H =
—%A + V. Nous avons vu des théorémes permettant de montrer que H est auto-adjoint pour
différentes fonctions V' dans la partie [2.2]

Voyons un premier résultat dans le cas ou le potentiel V' tend vers 0 en +00. On a vu dans
le théoréme que H est alors auto-adjoint.

PROPOSITION 5.3. Soit V : R? — R continu et tendant vers 0 en I'infini. On a oe(H) = R
En particulier, H ne peut avoir que des valeurs propres isolées négatives (qui pourraient
posséder un point d’accumulation en 0).
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Preuve Soit (¢y,),cy une suite d’étalement pour H et A € C. Par inégalité triangulaire,

h2
i €N, [(H = )l — [Vin] < H(—QmA - Md) bl < 10 = MYl + [Vl

Montrons que (||[V4y]|),cy tend vers 0 en n — +oo.

Soit € > 0. Comme V tend vers 0 en I'infini, il existe R > 0 tel que pour tout x € R4\ B(0, R),
|V (z)|| < e. Or par I'hypothese 2 de la définition (j5.1)), il existe N € N tel que pour tout
n > N,supp(v¥,) N B(0, R) = (). Ainsi, pour n > N et pour x € R% si x ¢ supp(¢,,) alors
(V) (x) = 0 et si z € supp(¢,) alors « ¢ B(0, R) et |V (z)| < e. Donc pour tout n > N,

Vil = [, V(@)@ do

R4

- V(@) x [dn(a)]? da

supp(¥n)

< 52/ [ (2) |2 dae
supp(¢n)

<2 [ [n(@)Pde < e car [l = 1,
R

On en déduit la convergence vers 0 de (||Viby|),cn- Ainsi (¢n),,cn €st une suite d’étalement

pour —%A par l'inégalité de début de preuve.
h

Soit (¥n),,cn une suite d’étalement pour —5-A et A € C. De méme, par I'inégalité suivante

également obtenue par inégalité triangulaire pour tout n € N,

2
<—hA - AId) b
2m

on montre que (¢,),y est d’étalement pour H et A. Ainsi H et —5~A ont les mémes suites
d’étalements.
Comme V est continue et que V(r) ——— 0, elle est en particulier minorée. Donc, par le

I(H = Ald)¢on || = V]| < S ICH = Md)hn| + Vb -

|[;— +o0
théoreme (|5.2]), ces deux opérateurs ont le méme spectre essentiel. Or ges(—A) = [0, +00] et,
comme % > 0, Oess (—%A) = Oess(—A). Ainsi oe(H) = [0, +00]. d

REMARQUE. La borne inférieure 0 de oe(H) est appelée seuil d’ionisation : au dessus de
cette énergie, la particule n’est plus localisée et se déplace librement.
On voit ici un intérét physique a distinguer o.ss(H) et op).

La proposition suivante traite du cas des potentiels de norme divergente vers 400 avec |z|.
On a vu avec le théoreme (|2.5)) que H est alors auto-adjoint.

PROPOSITION 5.4. Soit V : RY — R, une fonction continue réelle positive et coercive sur RY.
Le spectre o(H) est constituée de valeurs propres isolées (donc dénombrables), notées (A, )nen-
Cette famille de réels n’est pas bornée.

Preuve Sans perte de généralité, pour simplifier les notations, on peut supposer % =1. On
a donc H = —A + V. On détaillera dans cette preuve la vacuité du spectre essentiel de H.
Tout d’abord, montrons que o (H) = (). Supposons qu'il existe A € ge(H). Il existe alors

(¥n) ey une suite d’étalement pour H et A. On a, par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

Vn € N, [ (¢, (H = Md)yn) | < [9nll[|(H = Ald)ihn[| < [[(H = Ald)thn| ——— 0.
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Or, dans la preuve du théoreme (2.2]), on a vu par intégration par parties successives qu’en
dimension 3, pour 1) € D(R?),

W, =Av) = [ @) de+ [ (0@t e+ [ 0se)fde = [ Ve
ce qui peut s’étendre a la dimension d qui nous intéresse ici. On a donc

Vi € N, (n, (H = X)) = (thn, —Atn) + (tn, Viba) — Masell
= [V + [ VIl = A
R R

>0+< infw)V(y)>M—/\

y€Esupp(

Montrons que infcqupp(w,) V (¥) m oo.

Soit M > 0. Par ceercivité de V, il existe B > 0 tel que pour tout z € R\ B(0, R),
V(z) > M. Or (¢n)nen est d’étalement donc il existe N € N tel que pour tout n > N,
supp(¢,) N B(0, R) = ). Donc pour tous n = N, y € supp(¢,),V(y) = M c’est-a-dire pour
tout n > N, infycqupp(e) V(y) = M. On en déduit que infyegupp(p,) V (¥) — o T

Finalement on a montré que

(s (H = Ald)ihy) ———— 0t (¢n, (H = Ald)¢hn) ~——— 400

ce qui est absurde. On en déduit que oe(H) = 0.

Il reste donc & montrer que H admet une infinité de valeurs propres de multiplicité finie qui
divergent vers +o0o. En supposant que H n’admet qu’un nombre fini de telles valeurs propres
(Ak)kepin) deux a deux distinctes, on peut définir

F = Ker(H — \1d) P Ker(H — \Id) P - P Ker(H — A, 1d).

qui se trouve étre de dimension finie (donc fermé) par hypothese et, par le théoréeme du sup-
plémentaire orthogonal dans un HILBERT, on a L?(R?) = F @ F*. Ainsi comme L?(RY) est de
dimension infinie, F* # {0} et il existe f € L?(R?) non nulle et orthogonale & tous les vecteurs
propres associés aux valeurs propres. On en déduit pour tout z € C l'unicité dans F* de la
solution de I'équation (H — zId)y, = f d’inconnue 1), .

Or la proposition (6.11)) nous donne l'inégalité ||(H — zId)~!f]| < meH pour z € C tel
que Im(z) # 0. L’analyse complexe nous permet de conclure (H — 2Id)~!f = 0 ce qui est une
contradiction. On ne détaille pas ici cette étape de la preuve.

Finalement, o(H) est constitué d’une infinité de valeurs propres isolées de multiplicité finie.
Comme o(H) est fermé (propriété (6.14])), s’il est borné, il est compact dans C et, comme il est
discret, il est alors fini (ce qui n’est pas le cas). Donc o(H) n’est pas borné. O

REMARQUE. 1l existe d’autres descriptions des spectres des opérateurs de SCHRODINGER
associés par exemple & des potentiels continus sur un cube de R? ou des potentiels avec certaines
propriétés de périodicité. Nous ne les mentionnons pas ici.
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6 Annexes

6.1 Quelques propriétés des opérateurs linéaires

Dans les trois sous-parties suivantes, H désigne un espace de HILBERT muni de la norme
| - || et de la topologie induite par cette norme. On considére A un opérateur linéaire sur H.

DEFINITION 6.1. Le domaine de A est

D(A) :={y e H|AY € H}.

DEFINITION 6.2. On dit que A est borné si

IA]l = sup [[A¢[| < oo.
l[¥ll=1
PROPOSITION 6.3. Si A est un opérateur borné avec ||A|| < 1 alors I; + A admet un inverse
borné.
Preuve  On considere la série 32;-(—A)F. Cette série est bien définie car ||A|| < 1 donc la série
>0 I|AlI¥ converge dans R. Ainsi, comme H est complet et que la série 3;o(—A)* converge
absolument (car || - || est une norme d’algebre), elle converge. Ainsi,

n

vneN, (Id+ A) > (—A)F =1d+ (—1)"A™.

k=0
D’ou,
(1d + A) S (~A4)* = Jim (1d + 4) 3 (~A)* = 1d.
k=0 k=0
Par conséquent, Id + A est inversible et ||(Id + A) 7] < m. O

COROLLAIRE 6.4. Si A est un opérateur inversible et B est un opérateur tels que || BA™|| < 1
alors A+ B, définie sur D(A+ B) = D(A), est un opérateur inversible. Ceci provient de I’égalité
A+ B=(Id+ BA™)A.

DEFINITION 6.5. On dit que A est fermé si son graphe I'(A) := {(z, Az) € HxH | x € D(A)}
est fermé dans H x H. [2]

DEFINITION 6.6. On dit que A est symétrique si pour tous ¥, p € D(A),

(AY, ) = (1, Ap) .
PROPOSITION 6.7. Si A est fermé et symétrique alors Im(A + iId) est fermé. [2]
Preuve Soit ¢ € Im(A +41d). Il existe (¢),) suite de D(A) tel que

Or A est symétrique donc pour tout n € N,
1(A £ idd)epn|* = (At & itpn, Aty £ i)
= [ A%all® + 1all? + (An, £ithn) + (£ithn, Athy)
= | A¢nll” + [0l £ i (At — (orATR)) = [|AYl1” + [[¥0l]”.

Et A est fermé donc il existe ) € H tel que ¥, i Y et Ay, e A donc

|(A £ 4ld)ey, || — |(A+dld)y| et (A=£ild)y, — (A £ild)e.
D'ou (A £ ild)y, —— (A £ ild)% et par unicité de la limite, (A £ ild)y = ¢. O

n — +o0o
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DEFINITION 6.8. L’adjoint de A est Uopérateur A* défini par (A*, p) = (¢, Ap) pour tous
v € D(A) et ¢ dans le domaine

D(A") :={¢ e H|3Cy € Ry, Vo € D(A) [ (¥, Ap) [ < Cylloll} -

¢ REMARQUE. Le théoréme de Riesz assure 'existence et I'unicité de 'opérateur linéaire A*.

DEFINITION 6.9. On dit que A est auto-adjoint si A = A*, ¢’est-a-dire si A est symétrique et
D(A*) = D(A).

PROPOSITION 6.10. Si A est un opérateur fermé alors les deux propositions suivantes sont
équivalentes : [2]

1. A est auto-adjoint

2. A est symétrique et Im(A £ ild) = H.

Preuve Tout d’abord, si A est auto-adjoint alors D(A*) = D(A) et A est symétrique. Montrons
que A + ild est surjective. Comme A est auto-adjoint, par la proposition , les valeurs
propres de A sont réelles. Donc Ker(A + ild) = {0} et Im(A +ild) = H par un corollaire du
théoreme du supplémentaire orthogonal. Or par la proposition , Im(A +£ild) est fermé.
Donc Im(A £ ild) = H.

Réciproquement, supposons que A est symétrique et A + iId est surjective, il suffit de
démontrer que D(A*) = D(A) . Comme A est symétrique, D(A) C D(A*). Soit ¢ € D(A*). On
pose ¢ = (A* + ild)y. Par hypothese, il existe ¢/ € D(A) tel que ¢ = (A + ild)y. De plus,
comme A est symétrique, Ay’ = A*)’. Donc (A*+ild)y = (A*+ild)y’ et (A*+ild)(¢p—¢') = 0.
Or Ker(A +iId) = (Im(A* —ild))* = {0}. Donc ¢ = ¢’ € D(A). O

PROPOSITION 6.11. Si A est symétrique et s’il existe z € C avec Im(z) > 0 tel que A — zId
est surjective alors pour tout z € C avec Im(z) > 0, A — zId est surjective. De méme avec
Im(z) < 0.
De plus, si A est auto-adjoint alors pour tout z € C tel que Im(z) # 0, A — zId est inversible.
Dans les deux cas, [[(A — 2Id)7!| < m
Preuve On suppose tout d’abord A symétrique. Soit z € C tel que Im(z) > 0 tel que A — zId
est surjective. On écrit z = x 4+ 1y. Pour u € H, on a

(A — 2Id)u|)* = ((A — 2Id)u, (A — zId)u)

= [[(A — 2Id)u|* + (A — 2Id)u, —iyu) + (—iyu, (A — zId)u) + ||yul?

= [[(A = zId)u|* — iy (A — 21d)u, u) +dy (u, (A — zId)u) + [[yul|?

= (A — zId)ul* + ||yul|* car A est symétrique

> [yf*[lul*.
D’ou, Ker(A — zId) = 0. Or, comme A — zId est surjective, A — zId est inversible. De plus,
d’apres ce qui précede, pour u € H, [[(A — zId) " tul| < mHuH ce qui donne

1
A—zId) 7Y < .
(4= 210)7 < s

Soit 2’ € C tel que Im(2") > 0. Avec le corollaire de la proposition (6.3)), si [z — 2/| < |Im(z)],
A—2Z1d = A—zId + (z — 2/)Id est inversible. En raisonnant de proche en proche, on obtient
I'inversibilité de A — zId pour tout z € C tel que Im(z) > 0. On procede de méme pour
Im(z) < 0.

De plus, si A est auto-adjoint, par la proposition , comme A +ild est surjective, pour
tout z € C tel que Im(z) # 0, A—zId est inversible et on obtient de méme l'inégalité voulue. [
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PROPOSITION 6.12. Si A est symétrique et borné alors A est auto-adjoint.

Preuve Par les propositions et (6.11)), il suffit de montrer qu'il existe A > 0 tel A —iAld
soit surjective. Soit ¢ € H. Il faut donc trouver A > 0 indépendant de ¢ et 1» € D(A) tels que
(A + iAld)y = ¢. Ceci est équivalent a (Id + (4A)"*A)Y = (i\)"'¢. En prenant A > || 4], on
obtient que Id 4 (iX) "' A est inversible par la proposition (6.3]), ce qui conclut. O

6.2 Spectre d’un opérateur

DEFINITION 6.13. Le spectre d'un opérateur A sur un Hilbert H est I’ensemble défini par
0(A) ={X € C| A— Ald n’admet pas d’inverse borné}

et son ensemble résolu est le complémentaire de son spectre dans C' noté p(A) = C'\o(A). Pour
A € p(A), Topérateur (A — AId)~! est bien défini et borné.

On commence par donner deux résultats importants a propos du spectre.

PROPOSITION 6.14. Le spectre o(A) est fermé dans C.

PROPOSITION 6.15. Si A est auto-adjoint alors les valeurs propres de A sont réelles.
Preuve Soit A € Sp(A). Il existe z non nul tel que Az = Az. Or
(Az,x) = N||z|* et (z, Ax) = \||z|* et (Az,2) = (2, Azx) car A = A*.
Ainsi, A = Xet A € R. O

Une raison suffisante pour que A — Ald avec A € C ne soit pas inversible est 1'existence d’un
vecteur non nul dans son noyau. On donne ainsi les définitions commodes suivantes :

DEFINITION 6.16. S'il existe A € C et ¢ € H\{0} tels que (A — Ad)y) =0on a X € g(A) et
on appelle \ valeur propre de A et ¢ vecteur propre de A.

On définit la multiplicité d’'une valeur propre A\ par la dimension du sous-espace vectoriel
Ker(A — Mld) appelé sous-espace propre associé a \.

REMARQUE. On peut ici avoir une valeur propre de multiplicité infinie, contrairement au cas
des opérateurs agissant sur des espaces de dimension finie.

Dans le spectre de A, on distinguera les valeurs isolées des autres.

DEFINITION 6.17. On appelle spectre discret de A 1'ensemble
04(A) = {X € C | X est une valeur propre isolée de A de multiplicité finie} C o(A)

ou A € o(A) est dite isolée s'il existe un voisinage V de A\ dans C tel que VN o(A) = 0. On
appelle spectre essentiel de A son complémentaire dans o(A) noté oes(A) = o(A)\oa(A).

REMARQUE. On pourra trouver dans d’autres références le vocabulaire spectre ponctuel pour
spectre discret et spectre continu pour spectre essentiel.

EXEMPLE. Donnons des exemples de spectres essentiels d’opérateurs connus sur R? sans
démonstration.

1. Pour ] € [[Ld]], Uess(pj) = U(pj) =
2. Pour j € [1,d], 0ess(z;) = o(z;)
3. Uess(_A) = U<_A) - R+'

R.
R.
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6.3 Exponentielle d’opérateur

Nous allons définir exp(iA) dans le cas ou A est un opérateur auto-adjoint non borné, en

approchant A par une suite d’opérateurs bornés.
. ’ , . n 7
Tout d’abord, si A est borné, la série >_>° ‘i—, converge absolument car la norme d’opérateur

est une norme d’algebre. Ainsi, on définit

o ATL
exp A = Z T
n=0 :

Considérons maintenant le cas des opérateurs non bornés. Soit A un opérateur auto-adjoint
non borné.

DEFINITION 6.18. Soit n € N. On pose
1, . —1 . —1
A, = " ((A +inld) ™ + (A —inld) ) :

A, est bien définie et est borné par la proposition (6.11)). De plus, comme A, est symétrique,
A, est auto-adjoint par ((6.12]).

PROPOSITION 6.19. Pour tout ¢ € D(A), A, — A,

Preuve Soit n € N. On considere
B, = ;m ((A+inld)™ = (A — inld) ™).
Montrons que B,A = A, et Id — B, = 1 ((A+ inld)"" + (A — inld)~') A. Tout d’abord,
(A + inld) B, (A — inld) = ;m(A +inld) (A +inld) ™" = (A — inld) ") (A — inld)
= i (A~ inld) — (A + inld)) = n*Id.
Donc
Bn(A —inld) = (A +inld)"'n’ld ie B,A—inB, = n*(A+inld)"".
Alinsi,
BuA=n®(A+inld)™" +in (;m ((A+inld)™" — (A— mld)l)>
= ;nQ (2(A +inld) ™" — (A +inld) ™" 4 (A — inId)’l) = A,.
Ensuite, comme A commute avec A + inld et avec A — inld,

B=(A+ mm)i ((A+inld)™ + (A — inld)~") A(A — inld)
((A —inld) + (A +inld)) A = A%

N | —

Et

v = (A +inld)(Id — B,)(A — inld)
= A? +n’ld — (A + inld) B, (A — inld)
= A* + n’ld — n’ld = A*.
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D’ou v = 5 et en simplifiant, on a
1
ld—B, = ((A+inId)~" + (A — inld)~!) A.
Ainsi, par la proposition ((6.11]), pour tout ¢ € D(A),

1
1(1d = B,)g|| = H2 ((A+inld)™ + (A - inld)” Ang

Donc, en supposant que D(A) soit dense dans H ce qui est le cas pour 'opérateur de SCHRODINGER
et comme || B,|| < 1, on obtient que pour tout ¢ € H, B, — En prenant ¢ = A, on
n— (0]

obtient que pour tout ¢ € D(A), A, — A1) ce qui conclut. O

Ainsi, comme A,, est borné, on peut définir exp(iA,) par la somme de série. En faisant
tendre n vers l'infini, on va pouvoir définir exp(iA).

DEFINITION-PROPOSITION 6.20. On définit exp(iA) par, pour tout ¢ € D(A),
exp(tA)y = nl_l)I_{loo exp(iA4,).

Preuve Soit 1) € D(A). On va montrer que la famille (exp(i A, ),en) est une famille de CAUCHY.
Soient m,n € N. On écrit

1
exp(iAm) — exp(idy) = / L explisAn) exp(i(1 — 5)A,)) ds.
0 ds
Comme l'opérateur A, est borné,
; (exp(isAy) exp(i(1 — s)A,)) = exp(isA,,) exp(i(1 — s)A,)i( Ay, — Ay).
s

On en déduit que

|(exp(iA,,) — exp(id,))Y| = H/l exp(isA,,) exp(i(1 — s)A,)i( A, — Ay ds
< [ lexplisAm) expi(1 = ) An)i(An — A ds

= [ 104 = A9l ds = (A — A0

car exp(i4,) est de norme 1. D’ou, comme la famille (A,%),en converge quand n tend vers
'infini, cette famille est de CAUCHY. Ainsi, la famille (exp(iA;,))nen est une famille de CAUCHY.
Or H est complet donc la famille (exp(iA,))nen converge quand n tend vers 'infini. Ainsi, on
peut définir pour ¢ € D(A),

exp(iA) := nEIEoo exp(iA,).

On peut étendre la définition a ¢» € H en utilisant le fait que || exp(iA)y| < ||¢] avec le
théoreéme ([2.8)) sur les opérateurs bornés et la densité de D(A) dans H. O
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6.4 Transformation de FOURIER

La transformée de FOURIER est un outil utile dans de nombreux domaines mathématiques
et physiques. Dans cette partie on donnera quelques-unes des principales propriétés de la trans-
formée de FOURIER. Les propriétés seront ici données sans preuve, notre sujet ne portant pas
dessus. On prendra d € N*.

DEFINITION 6.21. La transformée de FOURIER est une fonction notée F définie par

Fi|LYRLC) — C

v

/]R ey dy

oll - est le produit scalaire usuel sur R

o REMARQUES. Il est utile en mécanique quantique d’introduire la constante de PLANCK réduite
h dans la définition de la transformée de FOURIER, comme fait ci-dessus. On pourra rencontrer
des définitions différentes dans d’autres références, mais l'idée reste la méme.

On observe que JF est bien définie sur le C-espace vectoriel L!(R? C) et qu’il s’agit d’un
opérateur linéaire.

> EXEMPLE. Soit a € C tel que Re(a) > 0. Avec ici d = 1, calculons la transformée de FOURIER

de la fonction intégrable sur R

Yv:|R — C

22 .
T — e 2an?

Pour tout x € R,
zZ(:c) = (27rh)’% / e~ e 22 dy.

R

Or, par le théoreme classique de dérivation sous le signe intégrale, on montre que 1@ est dérivable
et, pour tout = € R,

27T
— 2 _izy

a—e 2an2 e dy

\/ﬁ/m ah?

tha { _ E
= — € 2ah“ €
V2rh

' A 1
= z'ha% (O + ¢(x)> car Re(a) > 0 donc Re <a> >0

o0 400 2 _
_y Ty s . .
— € 2an? 5 e "7 dy | par intégration par parties
—00

—00

ie @Z est solution de I'équation différentielle classique ¢y = —axy avec la condition initiale

R ) v? 1
0) = (2mh)~2 / e 22 dy = ——=V7m2ah? = Vha. On en déduit que pour tout = € R,
¥(0) = (2mh)72 | V= VT % que p

~ axz
Y(x) = Vahe 2.
En fait, on peut montrer le résultat plus général sur les gaussiennes suivant. Soit d € N* et la

||
fonction ¢y : ¥ € R? s e 22 € C. Comme Re(a) > 0, 14 est dans L'(R?) donc sa transformée
de FOURIER est bien définie et elle vaut

alk\

Ua:x € R —s (ha)¥?e”
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¢ REMARQUE. On notera * le produit de convolution défini par

Vg LR, (fxg) xR — [ fy)gle—y)dyeC.

PROPOSITION 6.22. Dans les propositions 1,2, 3,4 suivantes, on considére ¢, 1 € D(R?).

1.

EANL ol

Vje[1,d], —ihV0 = ;.
Vje[1,d], x4 =ihV;P.
Y = (2mh) 29 # .
P = (2mh)H)g.
Théoréme de PLANCHEREL : la transformée de FOURIER F définie sur L'(RY) N L?(RY)
se prolonge en une application linéaire unitaire sur L2(R¢) & image dans L?(R9).
Formule d’inversion : 'adjoint F* de F sur L2(R%) est donné par
F* | LA(RY) — L3R

Vi |RT — C

T —> (27rh)’g /Rd e

1Ty

Vo= m(y) dy

et, par le théoréme de PLANCHEREL, F* = F 1.

¢ REMARQUE. On peut synthétiser les quatre derniere propriétés en disant que « le produit de
convolution échange la différentiation par rapport a une coordonnée et la multiplication par
cette coordonnée et échange la multiplication de deux fonctions et le produit de convolution ».

Comme application, on peut utiliser la transformée de FOURIER pour définir des fonctions
des opérateurs de dérivation. On reprend ci-dessous la notation p = —ihV. Cette définition est
motivée par la troisieme assertion de la proposition ((6.22)).

DEFINITION 6.23. Soit g € L®(R%). On définit lopérateur g(p) sur L2(R%) de la maniére
suivante : pour tout 1 € L2(RY),

—

9(p)Y = g

Si de plus g € L2(R?), de maniére équivalente, pour tout v € L2(R%), g(p)y = (27h) =2 .

6.5

Espaces de SOBOLEV

DEFINITION 6.24. Soit n € N*. L’espace de SOBOLEV d’ordre n est

H"(RY) := {y) € L*(RY) | Va € N4, |a| < n = 0% € L*(RY)}.

¢ REMARQUE. La définition d'un espace de SOBOLEV est plus générale que celle-ci (définie
sur un ouvert 2 de R? et dans LP(Q) pour p € [1;+0o0]). On donne ici la définition qui nous
intéresse. On introduit ces espaces afin d’obtenir des hypothéses convenables sur nos fonctions
pour pouvoir les dériver suffisamment de fois et résoudre des équations aux dérivées partielles.

PROPOSITION 6.25. Soit 1 € L2(R%).

b € H'(RY) = /Rdu R (k)2 dk < oo
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7 Conclusion

La résolution de problemes physiques prend une toute autre forme lorsqu’on les regarde
d’un point de vue mathématique. Comme la mécanique quantique est une théorie tres récente
qui continue d’évoluer aujourd’hui, elle a bénéficié d’un cadre mathématique tres rigoureux as-
sez t0t. C’est ce qui a notamment permis son développement malgré la complexité des notions
physiques nécessaires, tranchant radicalement avec les théories précédentes. Cela demande énor-
mément d’outils mathématiques et de propriétés adéquates pour pouvoir traiter correctement
ces problemes, comme en dénote la longueur et la densité de 'annexe ainsi que les quelques
points admis tout au long du compte-rendu.

Ici, on s’est intéressé a la résolution de I’équation de SCHRODINGER, la définition des gran-
deurs physiques avec la notion d’observable tout en gardant a ’esprit ce que ces objets repré-
sentaient et ce qu’on voulait en faire. On pense ici aux lois de conservation. On s’est également
intéressé aux principes d’incertitudes et aux énergies qu’un systeme pouvait acquérir au travers
du spectre de certains opérateurs. Tout au long du compte-rendu, on a fait le paralléle entre
les points mathématiques évoqués et leur correspondance physique pour étre au plus proche de
la dualité physique/mathématiques.
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