Colle MP*

Antoine Médoc

Semaine 10

1 Question de connaissances

— Enoncer le théoreme de réduction des isométries vectorielles et le théoréeme spectral.

2 Exercice 1

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien de dimension n > 1. Soit u € L(E) tel que
V(z,y) € %, (z,y) = 0= (u(z), u(z)) =0.

1. — Montrer que la composée v d’une homothétie et d’'un endomorphisme orthogonal
vérifie
V(z,y) € B, (z,y) = 0= (v(z),v(x)) = 0.
— Soit v = howu. On a (v(z),v(x)) = k* (u(z),u(y)) = k* (z,y).
2. — Montrer qu'’il existe k € R* tel que

Vo e B, |[u(z)|] = k|l

— Indication : Considérer une base (e, ..., e,) orthonormée de E et les vecteurs ey + e;
et eg —e;.
Le résultat est clair pour si n = 1.
Supposons n > 2. Soient x := e;+e; et y = e;—e;. On a (z,y) = 0 donc (u(z), u(y)) =
0 donc, avec k := [|u(er)]| (u(e;),u(e;)) = k?. Par ailleurs, (u(ey),...,u(e,)) est or-
thogonale. On a, par le théoréme de Pythagore, ||u(z)||” = ¥, 22 ||u(e)||* = k2 ||=|]>.
3. — Montrer que u est la composée d'une homothétie et d’'un endomorphisme orthogonal.
— Si k=0, u est la composée de 'homothétie nulle et de I'identité. Supposons k # 0.
Soit h I'homothétie de rapport k et v := h™! o u. Pour tout z, ||v(x)|| = ||z||. Donc
v est orthogonale.

3 Exercice 2

— La famille (e,)nen := (t +— cos(nt)),en est-elle libre dans C*(R,R) ?
— L’application
D:|C*[R,R) — C=(R,R)
f H f//

est un endomorphisme et, pour tout n € N, D(e,) = —n?e, donc e, est un vecteur
propre associé a la valeur propre —n?. Ainsi, toute sous-famille finie de (e,), est une
famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes donc est libre. Donc
(en)rn est libre.



Enoncé

Question de connaissances

Enoncer le théoreme de réduction des isométries vectorielles et le théoreme spectral.

Exercice 1

Soit (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n > 1. Soit u € L(E) tel que
V(z,y) € E?, (x,y) = (u(z),u(z)) = 0.
1. Montrer que la composée v d'une homothétie et d’'un endomorphisme orthogonal vérifie
V(z,y) € E?, (z,y) = (v(z),v(z)) = 0.
2. Montrer qu’il existe k € R™ tel que
Ve e B, [lu(z)]| = k|l

3. Montrer que u est la composée d'une homothétie et d’'un endomorphisme orthogonal.

Exercice 2

La famille (e,)nen := (t > cos(nt)),en est-elle libre dans C*°(R,R) 7
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