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1 Planche 1

1.1 Question de cours

— Quels sont les sous-groupes de Z 7

1.2 Application

— Les sous-groupes de Z non réduit a {0} sont-ils tous isomorphes ?
— De tels sous-groupes sont monogenes infinis, donc isomorphes a 7Z.

1.3 Exercice

1. Soit 0 = @ 2 g 411 g 2 ;) € Gy
(a) — Décomposer ¢ en cycles a support disjoints et donner ses orbites.
— Onao=(1264)(35). Ses orbites sont {1,2,4,6}, {3,5} et {7}.
(b) — Calculer la signature de o.

— Onacg(o)=(-D(-1)>1=1.
2. On s’intéresse au groupe alterné 2, noyau de la signature ¢ : &,, — {1, —1}.
(a) — Caractériser les cycles qui appartiennent a 2L,.
— Soit I € [2,n] et ¢ = (i1...4;) un cycle. On a ¢ = (i1 ia)(i2 43) ... (4;_1 4;) donc
e(c) = (=1)""1. Donc ¢ € 2, si, et seulement si, [ est impair.
(b) — Montrer que 2, est 'ensemble des produits d’'un nombre pair de transpositions.
— Soit p € N*. Un produit de 2p transpositions est de signature (—1)%? = 1 donc
est un élément de 2A,. Soit o € 2A,,. La permutation o peut s’écrire comme un
produit de ¢ transpositions. Or 1 = (o) = (—1)? donc ¢ est pair.
3. Soit ¢ = (i1...4,) € &, un cycle de longueur p > 2. On considére son commutant
H .= {0 €6, ‘ oco™t = ¢}. Pourquoi appelle-t-on cet ensemble son commutant ?

(a) — Est-ce un sous-groupe de &, 7
— On a Id € H donc H # (). Pour tout ¢ € H, cco™' = cie. ¢ = 0 tco donc
1 € H. Pour tous 0,0’ € H, 0,09¢ = 0,c09 = coi09 donc oy05 € H. Donc
H <G,
(b) — Soit 0 € &,,. Calculer gco™".

— Soit 7 = geot. Pour tout k € [1,p — 1], 7(0(ix)) = o(irs1) et 7(0(ip)) = o(i1).
Soit j € ﬂl,nﬂ\{a(zl), o(ip)}. On a o71(j) ¢ {i,...,i,} donc c(o™1(j)) =
o~(j) donc 7(j) = j. AIHSI 7 = (0(i1)...(0(ip)). En particulier, ¢’est un cycle
de longueur p.



(¢) — Donner tous les éléments de (c) et montrer que (c) C H.
— Le cycle ¢ est d’ordre p donc (c¢) = {Id,c,...,c*"*}. Or toute puissance de ¢
commute avec ¢ donc {¢) C H.
(d) — Montrer que H = {(c).
— Soit ¢ € H. On a I'égalité des cycles (o (i) ... (o(ip)) = (41 ...14,). Donc il existe
k € [1,p] tel que o(iy) = i, et on a I'égalité des p-uplets (o(i1),...,(c(ip)) =
(Gy Thg1y - - - 5 Gy 01,02, - - -, ig_1). Ainsi 0 = ¢*. Donc (c¢) C H. Finalement, H = (c).
4. Soit n > 2. On s’intéresse & H le sous-groupe de &,, engendrépar {(i ¢ +1) ; 1 <i<n—1}.
(a) — Soit (i,7) € [1,n]* tel que i < j. Montrer que ¢;; := (i i +1...7) et ¢;; =
(j g —1...4) sont des éléments de H. Calculer ¢; jc; ;.
— Onac,;=0G0i+1)(i+1i4+2)...(J—1j)€Hetcj;=0G—1j)...(i+1i+
2)(i i+ 1) € H. Par ailleurs, on reconnait ¢;; = ¢;; d’ol ¢; c;; = 1d.
(b) — Soit (4,7) € [1,n]? tel que i < j. Montrer que (i j) € H.
— Slj—Z:L (2]): (2Z+1) € H. Sl]—222, (Z‘j)zcjyiJrlci’j € H.
(c) — Montrer que H = &,,.
— On sait que les transpositions engendrent &,, et on a montré qu’elles appar-
tiennent toutes a H. Ainsi 6, C H C 6,,,i.e. H =G,,.

2 Planche 2

2.1  Question de cours

— Enoncer le théoréme de décomposition d’une permutation en cycles a support disjoints.
Montrer que &,, est engendré par les permutations.

2.2 Application

— Montrer que la signature d’un cycle de longueur p est (—1)P~1.
— On note ¢ = (iy...14,) ce cycle. On a ¢ = (iy 42)(iz 3) . . . (ip_1 ip) donc e(c) = (=1)P~L.

2.3 Exercice
Soit (G, +) un groupe d’élément neutre e

1. Supposons que, pour tout z € G, 2% = e.
— Montrer que G est abélien.
— Pour tous 7,y € G, (zy)* =e,ie xy =y o~ = yz.
2. Supposons G fini non trivial tel que, pour tout = € G, 22 = e.
(a) — Justifier que G admet un systeme fini de générateurs (zi,...,z,) de cardinal
minimal.
— Comme G est fini, il admet un systeme fini de générateurs (par exemple, G tout
entier). Comme toute partie de N admet un minimum, G admet un systeéme fini
de générateurs de cardinal minimal.

(b) — Montrer que l'application

v:| (Z)22)" — G
(@1y...,Gn) —> x™ ... 2%

est bien définie.



— Soit x € G. Soit (a,b) € Z? tels que a = b dans Z/2Z. 11 existe k € Z tel que

a—0b=2k, donc 2% =e, ie. 2% = 2.

(¢) — Montrer que ¢ est un morphisme de groupes surjectif.

— Soit (ay,...,an), (b1,...,by) € (Z/2Z)", notés a et b. On a, comme G est abélien,
ola+b) = aPal . xtnabe = 25 a0 x 2l abh = p(a)e(b). Donc @ est un
morphisme de groupes. Comme (z1,...,z,) est un systéme de générateurs, ¢ est
surjectif.

(d) — Montrer que ¢ est un isomorphisme de groupes.

— Il reste a prouver que ¢ est injectif. Soit a = (ay, ..., a,) € Ker ¢\ {(6, o ,6)}. Il
existei € [1,n] telquea; = 1. Onax; = x; !
est un systeme de générateurs de cardinal n — 1. Cela est absurde par minimalité

du cardinal n. Ainsi Ker ¢ = {(0,...,0)}, donc ¢ est injectif.

(e) — Quel est le cardinal de G'?
— On a |G| = [(Z/2Z)"| = 2".

3. Soit p premier. Supposons G fini de cardinal 2p.

(a) — Supposons que G n’admet pas d’élément d’ordre p. Montrer que G n’est pas
cyclique.

— Supposons G cyclique : il existe x € G d’ordre 2p. L’élément 2% est d’ordre p.
Donc, par contraposée, G n’est pas cyclique.

(b) — Supposons encore que G' n’admet pas d’élément d’ordre p. Quels sont les ordres
possibles pour les éléments de G 7

— Par le théoreme de Lagrange, les ordres des éléments de GG divisent 2p. Ainsi, par

la question précédente, les éléments de GG sont d’ordre 1 ou 2.
(¢c) — Par I'absurde, montrer que G admet un élément d’ordre p.

— Supposons que G n’admet pas d’élément d’ordre p. Comme |G| = 2p > 2, G
admet un élément d’ordre 2, donc p > 3. Or, par le travail réalisé au début de
I’exercice, on sait que le cardinal de G est une puissance de 2. Cela contredit
p = 3. Donc, par 'absurde, G admet un élément d’ordre p.

3 Planche 3

3.1  Question de cours

— Enoncer les régles d’addition et de multiplications dans anneau Z /nZ. Montrer qu’elles
sont bien définies.

3.2 Application

~— Donner le cardinal et les éléments inversibles des anneaux A = Z/3Z et de B = (Z/27)>.

— On a |[A] = 3. On a 2 x 2 = 1 donc les éléments inversibles de A sont 2 et 3. On
a |B| = |Z/2Z)* = 4. Les éléments (1,0) et (0,1) sont diviseurs de zéro donc non
inversibles. Ainsi, le seul élément inversible de B est (1,1).

3.3 Exercice

Soit G un groupe.

1. — Soient z,y € G tels que xy est d’ordre fini. Montrer que yx est d’ordre fini et de
méme ordre.

a
= Hﬁéz Ij] donc (]31, R P [P (T IR



— Soit n € N*. On a (zy)" = z(yr)" 'y donc (zy)" = e & z(yx)" 'y = ¢ &
z(yx)" ' =yt & (yx)" = e. Donc yx est d’ordre fini et de méme ordre que zy.

2. Soient x,y € G d’ordres finis m et n premiers entre eux tels que zy = yzx.

(a) —

(b) —

Montrer que xy est d’ordre fini p divisant mn.

On a (zy)™" = (z™)"(y")™ = e, donc zy est d’ordre fini p et p|mn.

Montrer que m|pn et n|pm.

On a (zy)? = e donc 2P = y~P. Donc P = (y=?)" = (y") P = e, donc m|pn. De
méme, yP" = (x7P)™ = (2™)7P = e donc n|pm.

Montrer que mn|p et conclure.

On a m|pn et n|pm. Or m An =1 donc, par le lemme de Gauss, m|p et n|p. En
utilisant de nouveau m A n = 1, mn|p. Or p/mn. Donc p = mn.

: (1234567
Calculer 'ordre r de o := 965 1 3 4 7 € G
Onao=(1264)(35)donc o* =1d donc r € {1,2,4}. Or 0! = 0 et 02 =

(16)(24). Donc r =4 # 2 x 4.

Soit 0 = 3567192 4 € &y. Calculer o=V=.
Onaoc=(13625)(47). Ces deux cycles commutent et sont d’ordres premiers
entre eux, donc lordre r de ¢ est r = 10. Or 2022 = 2[10] donc ¢%* = ¢* =

(16532).

4. Supposons G abélien fini. On définit son exposant r le plus grand des ordres des éléments

de G.
(a) —

(b) —

Montrer que r| Card G.
Il existe un élément = de G d’ordre r donc, par le théoreme de Lagrange, r| Card G.

Soit y € G et ¢ son ordre. Montrer, par ’absurde, que g|r.

Supposons, par l'absurde, que ¢ ne divise pas r. Il existe p premier, o, 3, ¢, r" € N*
tels que ¢ = p¢, r =", p AT =pAq¢ =1et a > 3. Comme z est d’ordre
r,a = 27" est d’ordre . Comme y est d’ordre ¢, b := y? est d’ordre p®. Or
" A p® donc zy est d’ordre par’ > r. Cela contredit la définition de r comme
ordre maximum, donc g|r.

4 [Exercices supplémentaires

Exercice 1 ENS

— Quels sont les groupes dont ’ensemble E des sous-groupes est fini?

— L’ensemble des parties d’un groupe fini est fini, donc I’ensemble des sous-groupes d’'un
groupe fini est fini. Soit G un groupe dont I’ensemble des sous-groupes est fini. Montrons
que G est fini. On considere £ := {H <G ‘ H monogéne} C E. Comme F est fini, £’
est fini. Or G = U,eq (9) = Uper H. Tout élément de GG d’ordre infini engendre un sous-
groupe isomorphe a Z qui admet une infinité de sous-groupes. Ainsi, tous les éléments
de G sont d’ordre fini. Donc, pour tout H € E’, H est fini. Une union finie d’ensembles
finis est de cardinal fini, donc G est fini.

Exercice 2 ENS

— Quels sont les morphismes de groupes de (Q, +) dans (Z,+)?

— Soit f un tel morphisme. Comme Imf < Z, il existe (un unique) n € N tel que Imf =
nZ. Supposons n # 0. Il existe x € Q tel que f(x) = n, don 2.f(z/2) = n, d'ou

n
2

= f(z/2) € nZ, ce qui n’est pas. Ainsi, par 'absurde, n = 0. L’unique morphisme de

(Q,+) dans (Z,+) est donc le morphisme nul.
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