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1 Planche 1

1.1 Question de cours
— Montrer que N2, et plus généralement le produit cartésien de deux ensembles dénom-

brables, est dénombrable.

1.2 Application
— Indiquer, parmi les ensembles suivants, ceux qui sont dénombrables ou non : Q, D

l’ensemble des décimaux, {0, 1}N, P(N) l’ensemble des parties de N, Q[X] l’ensemble
des polynômes à coefficients rationnels.

— On a une surjection Z × N∗ → Q donc Q est dénombrable.
On a N ⊂ D ⊂ Q donc D est dénombrable.
L’ensemble [0, 1] est non dénombrable et (xn)n ∈ {0, 1}N 7→ ∑+∞

n=1 xn2−n ∈ [0, 1] est
surjective donc {0, 1}N n’est pas dénombrable.
On a une bijection P ∈ P(N) 7→ 1P ∈ {0, 1}N donc P(N) n’est pas dénombrable.
Pour tout n ∈ N, Qn[X] ≃ Qn+1 donc Qn[X] est dénombrable. Or Q[X] = ⋃

n0 Qn[X]
donc Q[X] est dénombrable.

1.3 Exercices
Exercice 1

1. — On a admet la formule ∑+∞
n=1

1
n2 = π2

6 . Montrer que la famille
(

(−1)n

n2

)
est sommable

et calculer sa somme.
— Par le critère de Riemann, la famille (1/n2)n⩾1 est sommable donc

(
(−1)
n2

)
n∈N∗

est som-
mable. On a, en sommant par paquets, avec S0 := ∑

n∈2N
(−1)
n2 et S1 := ∑

n∈2N+1
(−1)
n2 ,∑

n1
(−1)
n2 = S0 + S1. On a S0 = ∑+∞

k=1
1

4n2 = π2

24 . Or S0 − S1 = ∑
n∈N∗

1
n2 = π2

6 donc∑
n⩾1

(−1)
n2 = 2S0 − π2

6 = π2

12 − π2

6 = −π2

12 .
2. — Soit α ∈ R et, pour tout (m, n) ∈ (N∗)2, am,n := 1

(m+n)α . La famille (am,n)m,n est-elle
sommable ?

— Pour tout p ∈ N∗, on note Ip :=
{
(m, n) ∈ (N∗)2

∣∣∣ m + n = p
}

et on a ∑
(m,n)∈Ip

am,n =
p−1
pα . Or, par le critère de Riemann, ∑

p∈N∗
p−1
pα converge si, et seulement si, α − 1 > 1

i.e. α > 2. Donc, par le théorème de sommation par paquets, (am,n)m,n est sommable
si, et seulement si, α > 2.

1



Exercice 2

1. — L’ensemble F des parties finies de N est-il dénombrable ?
— Pour tout n ∈ N, on note An := P(J0, nK) fini (de cardinal 2n+1). On a F = ⋃

n∈N An

donc F est au plus dénombrable. La fonction n ∈ N 7→ {n} ∈ F est injective donc F
est infini. Donc F est dénombrable.

2. — L’ensemble I des parties infinies de N est-il dénombrable ?
— On a P(N) = F ∪ I, P(N). Or P(N) n’est pas dénombrable et F est dénombrable,

donc I n’est pas dénombrable.
3. — L’ensemble FC des parties de N dont le complémentaire est fini est-il dénombrable ?

— L’application A ∈ F 7→ N\A ∈ FC est une bijection involutive et F est dénombrable,
donc FC est dénombrable.

4. — L’ensemble IC des parties infinies de N dont le complémentaire est infini est-il dé-
nombrable ?

— On a P(N) = F ∪ FC ∪ IC . Or F et FC sont dénombrables et P(N) n’est pas dénom-
brable, donc IC n’est pas dénombrable.

2 Planche 2

2.1 Question de cours
— Montrer que le support d’une famille sommable est dénombrable.

2.2 Application
— Indiquer, parmi les familles suivantes, lesquelles sont sommables et calculer leur somme :

(e−x2)x∈[1,+∞[, (1/x2)x∈Q∩]0,+∞[,
(

(−1)
2n

)
n∈N

,
(

(−1)n

n

)
n∈N∗

.
— Le support de (e−x2)x∈[1,+∞[ n’est pas dénombrable donc elle n’est pas sommable.

La famille (n2)n1 n’est pas sommable et est une sous-famille de (1/x2)x∈Q∩]0,+∞[ donc
cette dernière n’est pas sommable.
La famille (1/2n)n∈N est sommable donc

(
(−1)
2n

)
n∈N

est sommable. On a, en sommant
par paquets, avec S0 := ∑

n∈2N
(−1)n

2n et S1 := ∑
n∈2N+1

(−1)n

2n , ∑
n∈N

(−1)n

2n = S0 + S1.
Or S0 = ∑+∞

k=0
1

22k = 1
1−1/4 = 4/3 et S1 = − ∑+∞

k=0
1

22p+1 = −1
2

∑+∞
k=0

1
22p = −2/3. Ainsi∑

n∈N
(−1)n

2n = 4/3 − 2/3 = 2/3.
La série harmonique ne converge pas donc

(
(−1)n

n

)
n1

n’est pas sommable.

2.3 Exercices
Exercice 1

On appelle ensemble des nombres algébriques A :=
{
z ∈ C

∣∣∣ ∃P ∈ Q[X]\ {0} , P (z) = 0
}
.

1. — Montrer que Q[X] est dénombrable.
— Pour tout n ∈ N, Qn[X] ≃ Qn+1 donc Qn[X] est dénombrable. Or Q[X] = ⋃

n0 Qn[X]
donc Q[X] est dénombrable.

2. — Montrer que A est dénombrable.
— On a Q ⊂ A donc A est infini. De plus, en notant Z(P ) les racines complexes

d’un polynôme P , A = ⋃
P ∈Q[X] Z(P ) donc A est au plus dénombrable. Donc A est

dénombrable.
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3. — Quel est le cardinal de l’ensemble des nombres complexes non algébriques ?
— L’ensemble C n’est pas dénombrable et A est dénombrable, donc C\A est infini non

dénombrable.

Exercice 2

Soit z ∈ C tel que |z| < 1.
1. — La famille (z|k|)k∈Z est-elle sommable ? Si oui, calculer sa somme.

— On a Z = N∗ ⊔ Z−. Or ∑
k∈N∗ |z||k| et ∑

k∈Z− |z||k| = ∑+∞
k=0 |z|k sont convergentes

comme sommes de séries géométriques de raison |z| < 1. Donc (z|k|)k∈Z est sommable
et ∑

k∈Z z|k| = ∑
k∈N∗ z|k| + ∑

k∈Z− z|k| = ∑+∞
k=1 zk + ∑+∞

k=0 zk = 2 × 1
1−z

− 1 = 1+z
1−z

.
2. — Montrer que (zpq)p,q∈N∗ est sommable.

— Pour tout p ∈ N∗, ∑
q |z|pq converge et ∑+∞

q=1 |z|pq = |z|p 1
1−|z|p ∼ |z|p. Or ∑

p |z|p

converge donc ∑
p

∑+∞
q=1 |z|pq converge. Donc (zpq)p,q∈N∗ est sommable et ∑

p,q∈N∗ zpq =∑+∞
q=1

zp

1−zp .
3. — Pour tout n ∈ N∗ on note d(n) le nombre de ses diviseurs dans N∗. Montrer que∑+∞

n=1 d(n)zn = ∑+∞
n=1

zn

1−zn .
— On a ∑

p,q∈N∗ zpq = ∑+∞
q=1

zp

1−zp . Pour tout n ∈ N∗, on note In :=
{
(k, l) ∈ (N∗)2

∣∣∣ kl = n
}
.

En sommant par paquets, ∑
p,q∈N∗ zpq = ∑+∞

n=1
∑

(k,l)∈In
zkl = ∑+∞

n=1(Card In)zn =∑+∞
n=1 d(n)zn.

3 Exercices supplémentaires
Exercice 1

Pour tout n ∈ N on note un := (−1)n
√

n+1 .

1. — Étudier la sommabilité de la famille (un)n et la convergence de la série de terme
général un.

— On a |un| = 1√
n+1 ∼ 1

n1/2 donc, par le critère de Riemann, (un)n n’est pas sommable.
La suite (un)n est alternée et (|un|)n est décroissante donc, par le critère spécial des
séries alternées, ∑

n un converge.
2. — Montrer que, pour tout x ∈ [a, b], (x − a)(x − b) ⩽ (b − a)2.

— Soit x ∈ [a, b]. On a 0 ⩽ x − a ⩽ b − a et 0 ⩽ b − x ⩽ b − a.
3. — Montrer que le produit de Cauchy de la série ∑

n un par elle-même est divergent.
— Ce produit de Cauchy est la série de terme général wn := ∑

p+q=n upuq = ∑n
p=0

(−1)p
√

p+1
(−1)n−p
√

n−p+1 =
(−1)n ∑n

p=0
1√

(p+1)(n−p+1)
. On a donc |wn| = ∑n

p=0
1√

(p+1)(n−p+1)
. Or (p + 1)(n − p +

1) ⩽ (n + 1 − (−1))2 donc |wn| ⩾ ∑n
p=0

1
n+2 = n+1

n+2 → 1. Donc le produit de Cauchy∑
n wn diverge grossièrement.

Exercice 2

Soit I un ensemble. On dit qu’une famille (ui)i ∈ RI est de carré sommable si (u2
i )i est

sommable. On note l2 l’ensemble des familles réelles indexées par I de carré sommable.
1. — Soit (ui)i ∈ RI sommable. Est-elle de carré sommable ?

— Il existe K > 0 tel que, pour toute partie J finie de I, ∑
i∈J |ui| ⩽ K. Soit M :={

i ∈ I
∣∣∣ |ui| > 1

}
. Si M est infinie, pour tout n ∈ N il existe Jn une partie de M de
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cardinal n et n <
∑

i∈Jn
|ui| ⩽ K, ce qui est absurde. Donc M est finie. Donc (ui)i∈M

est sommable.
Pour tout i ∈ I\M , |ui|2 ⩽ |ui|. Or (ui)i∈I\M est sommable, donc (u2

i )i∈I\M est
sommable. Finalement, (ui)i est de carré sommable.

2. — Soient (ui)i, (vi)i ∈ l2. La famille (uivi)i est-elle sommable ? La famille (uivj)(i,j)∈I2

est-elle nécessairement sommable ?
— Pour tout i ∈ I, |uivi| ⩽ 1

2(|ui|2 + |vi|2) donc (uivi)i est sommable.
Contre-exemple : I = N et (un)n = (vn)n =

(
1

n+1

)
n

∈ l2.

3. — Montrer que l2 est un sous-espace vectoriel de RI .
— Pour tout i ∈ I, |ui + vi|2 ⩽ (|ui| + |vi|)2 = |ui|2 + 2 |uivi| + |vi|2.
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