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1 Planche 1

1.1 Question de cours

— Montrer que N?, et plus généralement le produit cartésien de deux ensembles dénom-
brables, est dénombrable.

1.2 Application

— Indiquer, parmi les ensembles suivants, ceux qui sont dénombrables ou non : Q, D
Pensemble des décimaux, {0,1}", P(N) Iensemble des parties de N, Q[X] I'ensemble
des polynomes a coefficients rationnels.

— On a une surjection Z x N* — Q donc Q est dénombrable.

On a N C D C Q donc D est dénombrable.

L’ensemble [0,1] est non dénombrable et (z,), € {0,1}" — YFr% 2,27 € [0,1] est
surjective donc {0, 1}N n’est pas dénombrable.

On a une bijection P € P(N) = 1p € {0,1}" donc P(N) n’est pas dénombrable.

Pour tout n € N, Q,[X] ~ Q"™ donc Q,[X] est dénombrable. Or Q[X| = U, Q.[X]
donc Q[X] est dénombrable.

1.3 Exercices

Exercice 1

1. — On a admet la formule 3725 n% = %2. Montrer que la famille ((_7112)n> est sommable
et calculer sa somme.
— Par le critére de Riemann, la famille (1/n?), ., est sommable donc ((;—21)) o €St sOT-
=1

mable. On a, en sommant par paquets, avec Sy 1= Y, con % et S1 1= heont1 Sz
2

an? =Sy + 5. Ona Sy =3/ 14n2 = 5;- Or Sp — 51 = ZneN*% = %2 donc
Zn>1(n2 = 2.5 —*:%_?_ T3

2. — Soit a € R et, pour tout (m,n) € (N*)?, a,,,, :== W' La famille (@, n)m.n est-elle
sommable ?

— PourtoutpEN* on note [, :== {(m n) € N* Q’m—l—n: }etonazmnelpamn:

. Or, par le critére de Riemann, 3 oy 221 converge si, et seulement si, o — 1 > 1
p p

i.e. a > 2. Donc, par le théoreme de sommatlon par paquets, (@, n)m,n €st sommable
si, et seulement si, a > 2.



Exercice 2

1. — L’ensemble F' des parties finies de N est-il dénombrable ?
— Pour tout n € N, on note A, := P([0,n]) fini (de cardinal 2"*1). On a F' = U,y An
donc F est au plus dénombrable. La fonction n € N — {n} € F est injective donc F'
est infini. Donc F' est dénombrable.

2. — L’ensemble [ des parties infinies de N est-il dénombrable ?
— On a P(N) = FUI, P(N). Or P(N) n'est pas dénombrable et F' est dénombrable,
donc I n’est pas dénombrable.

3. — L’ensemble F des parties de N dont le complémentaire est fini est-il dénombrable ?
— L’application A € F'— N\ A € F est une bijection involutive et F' est dénombrable,
donc F¢ est dénombrable.
4. — L’ensemble I- des parties infinies de N dont le complémentaire est infini est-il dé-
nombrable ?
— OnaP(N)=FUFsUIg. Or F et Fe sont dénombrables et P(N) n’est pas dénom-
brable, donc I n’est pas dénombrable.

2 Planche 2

2.1  Question de cours

— Montrer que le support d’une famille sommable est dénombrable.

2.2 Application

— Indiquer, parmi les familles suivantes, lesquelles sont sommables et calculer leur somme :
(€ Yoettroets (1/%) ) (5
€ z€[1,+00[> T”)zeQn]0,+oos | n neN’ n ) nen+

— Le support de (e —a* )ecll,+oo[ Dest pas dénombrable donc elle n’est pas sommable.
La famille (n?),, n’est pas sommable et est une sous-famille de (1/22),eqnjo,+00] donc
cette derniere n’est pas sommable.

La famille (1/2"),en est sommable donc ((;,})) o OS5t sommable. On a, en sommant
_1 n

par paquets, avec Sy :— ZnEQN 2n et S; = Znemﬂ (_2?", ZneN( = Sy + 51.
Or So = X o0 = 1/4 =4/3 ¢t ) = =i o = —2 20 221,p = —2/3. Ainsi
ey G =4/3-2/3=2/3,

(

s . . —1)"
La série harmonique ne converge pas donc <T) ) n’est pas sommable.
n

2.3 Exercices
Exercice 1
On appelle ensemble des nombres algébriques A := {Z cC ’ P € QIX)\ {0}, P(z) = 0}.

1. — Montrer que Q[X] est dénombrable.
— Pour tout n € N, Q,[X] ~ Q"™ donc Q,[X] est dénombrable. Or Q[X] = U,,0 Q,[X]
donc Q[X] est dénombrable.

2. — Montrer que A est dénombrable.
— On a Q C A donc A est infini. De plus, en notant Z(P) les racines complexes
d’un polynéme P, A = Upeqx] Z(P) donc A est au plus dénombrable. Donc A est
dénombrable.



3. — Quel est le cardinal de I’ensemble des nombres complexes non algébriques ?
— L’ensemble C n’est pas dénombrable et A est dénombrable, donc C\ A est infini non
dénombrable.

Exercice 2
Soit z € C tel que |z] < 1.

1. — La famille (/)¢ est-elle sommable ? Si oui, calculer sa somme.
- k k k
— OnaZ=NUZ".Or Spen |2/ et Shepe [2/* = Si2%|z|" sont convergentes
comme sommes de séries géométriques de raison |z| < 1. Donc (z|k|) kez est sommable

et Ypez 2 = Spene 2+ Cpep 2 = 020 2 + T 2 = — 1=
2. — Montrer que (2P?), ,en+ est sommable.
— Pour tout p € N*, 3o [2" converge et 3/ 2" = ]z\pﬁ |z[P. Or >, |2|"
converge donc 32, 3155 2" converge. Donc (279),, gen- est sommable et 32, oy 2P =
Zq 11— zp
3. — Pour tout n € N* on note d(n) le nombre de ses diviseurs dans N*. Montrer que
— Onay, jen- 27 = Y02 125 Pour tout n € N*, on note I, {(k:, l) € (N*)? ’ kl = n}
En sommant par paquets, >, jen+ 279 = 3029 Yk per, Zkl = Y FrX(Card I,)" =
S d(n)zm.
3 Exercices supplémentaires
Exercice 1
— (=D
Pour tout n € N on note u,, := ST
1. — Etudier la sommabilité de la famille (u,), et la convergence de la série de terme

général u,.

— On a |u,| = \/# ~ —i donc, par le critére de Riemann, (u,), n'est pas sommable.

La suite (u,), est alternée et (|u,|), est décroissante donc, par le critére spécial des
séries alternées, >, u, converge.

2. — Montrer que, pour tout x € [a,b], (x — a)(z — b) < (b—a)?.
— Soit x € [a,b]. Ona0 <z —a<b—aet0<b—2<b—a.
3. — Montrer que le produit de Cauchy de la série 3", u,, par elleeméme est divergent
— Ce produit de Cauchy est la série de terme général w,, := 3>, ., upuy, = >27 E/;T)p \(/111)%

_1\n n 1 — n 1 —
(=1)" X0 N yr— On a donc |w,| = > _, EyE—— Or (p+1)(n—p+

1) < (n+1—(=1))* donc |w,| > ¥5_y =5 = 25 — 1. Donc le produit de Cauchy
>, Wy diverge grossierement.

Exercice 2

Soit I un ensemble. On dit qu'une famille (u;); € R’ est de carré sommable si (u?); est

sommable. On note [? I'ensemble des familles réelles indexées par I de carré sommable.
1. — Soit (u;); € R sommable. Est-elle de carré sommable ?
— Il existe K > 0 tel que, pour toute partie J finie de I, Yo |u;| < K. Soit M :=
{i el ‘ |u;| > 1}. Si M est infinie, pour tout n € N il existe J,, une partie de M de



cardinal n et n < Y ;c; |u;| < K, ce qui est absurde. Donc M est finie. Donc (u;)ien
est sommable.

Pour tout i € I\M, |u;|” < |u;|. Or (u;)ienm est sommable, donc (u?)ienn est
sommable. Finalement, (u;); est de carré sommable.

’ 2

2. — Soient (u;);, (v;); € (2. La famille (u;v;); est-elle sommable? La famille (u3v;) i j)er
est-elle nécessairement sommable ?
— Pour tout i € I, |uv;| < %(!uz|2 + |v;]%) donc (uv;); est sommable.

Contre-exemple : [ = N et (un)n = (Vp)n = (%ﬂ) e 2

3. — Montrer que [? est un sous-espace vectoriel de R’.

— Pour tout i € I, |u; + vi|* < (Jug] + |vi])? = Jus|® + 2 |usvs] + |vs]*.
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