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1 Planche 1

1.1 Question de cours

— Montrer que deux normes sont équivalentes si et seulement si toute partie bornée pour
I'une est bornée pour 'autre.

1.2 Application
Soit E :=C'([0,1],K) et

N:|F — R
fo—= 1fO)+ [ 1f]°

— Montrer que N est bien définie et est une norme sur FE.

— Pour toute f € E, f’ est continue donc intégrable sur [0, 1] donc N est bien définie.
Par positivité de I'intégrale, N est positive. Si N(f) =0, f(0) =0 et [y |f| = 0 donc, f’
étant continue, f(0) =0 et f' =0 donc f = 0. Donc N est définie-positive.

Par linéarité de la dérivée et de l'intégrale, N est homogene.
Par linéarité de la dérivation, par inégalité triangulaire du module et par croissance de
Iintégrale, N vérifie 'inégalité triangulaire.

1.3 Exercices
Exercice 1

Soit @ € [0, 27[. Pour tout n € N, on note ¢, := ™.

1. — Supposons 6 = 7. Expliciter les suites extraites (ea,), et (€24+1)n-
— Pour tout n € N, ey, =1 et €911 = —1.
2. — A quelle condition sur 6 la suite (e,),, converge-t-elle ?

— 1l s’agit d’'une suite géométrique de raison ¢ de module 1. Ainsi, (e,), converge si,
et seulement si, e = 1. Or § € [0, 27| donc (e,), converge si, et seulement si, 6 = 0.

3. Soit 6 €]0, 7[U]7, 27].

(a) — Montrer que la suite (u,), := (cos(n#)), converge si, et seulement si, v, :=
(sin(n#)), converge.
— Supposons que (uy,), converge. Pour tout n € N, cos((n+ 1)8) = cos(né) cos(f) —
sin(nf) sin @ d’ott v, = -5 (u, cos @ — up11). Done (vy,), converge.
Réciproquement, supposons que (v,), converge. Pour tout n € N, sin((n+1)0) =

cos(nf) sin 0 +sin(nd) cos(d) d'ott u, = =5 (vn41— vy, cos ). Donc (uy,), converge.



(b) — Les suites (cos(n#)), et (sin(nd)), sont elles convergentes ou divergentes ?
— On sait que pour tout n € N, e, = u, + iv,. Or (e,), diverge donc, par contra-
posée, (up)n ou (uy,), diverge. Donc (u,), et (v,), divergent.

Exercice 2

1. — Etudier la convergence de la série de terme général u, = In (1 — #)
— Ona |u,| = —In(1—1/n?) ~ 2. Or, par le critére de Riemann, Y, -5 converge donc
>, U, converge absolument donc converge.
2. — Montrer que, pour tout n > 2, u,, =In(n + 1) +In(n — 1) — 2lnn.
— Onauwu,=1In (”2_1) =In (%) =In(n+1)+1In(n—1) —2Ilnn.

n2
3. — Calculer la somme 3725 u,,.
— Soit p>2.0nasS,:=>" su,=>" sln(n+1)—Inn+3>" ,In(n—1) —lnn =

In(p+1)—In2+Inl—Inp=—-In2+1In(1+1/p) = —In2. Donc 3,5 u, = —In2.

2 Planche 2

2.1  Question de cours

— Comparer les normes ||-[|;, ||-]], et ||-]|, sur K"

— Pour tout z € K",
2]l < [l2fly < nl2flo
2]l < l2lly < Vvl
[lzlly < [l < vnllzll

2.2 Application

Soit E :=,, (K) et
N:|F — R
A — maxigien {25 |aisl}

— Montrer que N est une norme sur E.

— Un maximum de sommes de nombres positifs est positif, donc N est positive. Si N(A) =
0, la norme 1 de chacune des colonnes de A est nulle, donc A est nulle. Donc N est
définie-positive.

Par linéarité de la somme, N est homogene.
Par l'inégalité triangulaire de [|-||; sur K", N vérifie I'inégalité triangulaire.

2.3 Exercices
Exercice 1
Soit 29 € C et (2,), € CN I'unique suite telle que, pour tout n € N*, 2, 1= %(zn + |zn|).

1. — Etudier la suite (z,), dans le cas ot 2, € R.
— Si 29 2 0, (2,), est constante égale a zg. Si zgp < 0, (2,), est constante égale & 0 a
partir du rang n = 1.

2. Supposons zg ¢ R.

(a) — Montrer que, pour tout n € N, il existe p, > 0 et 6, €] — m,0[U]0, 7| tels que
0
Zn = Pn€m.



— Par récurrence sur n, pour tout n € N on a z, ¢ R. En particulier, z, est de
module non nul et d’argument non congru a 0 modulo 7.
(b) — Montrer que (p,), converge vers un réel p > 0.
— Ona, pourtoutn € N, z, = pnew"TH = pne®/2 cos(,) d’olt ppy1 = pn|cos(0/2)] <
pn- La suite (p,), est décroissante et positive donc converge vers un réel p > 0.
(¢c) — Montrer que (z,), converge.
— Soit n € N. On a e+ = ¢%/2 donc 0,41 = 0,/2 mod 27. Or 0,,,1,0,/2 €]—=, 7|
donc 6,11 = 6,,/2. Ainsi la suite (6,,),, est géométrique de raison 1/2 €] — 1,1]
donc converge vers 0. Donc la suite (z,), converge vers p x 1 = p.

Exercice 2

Pour tout n € N on note u,, := E/_%

1. — Etudier la convergence absolue et la convergence de la série de terme général wu,,.
— On a |u,| = ﬁ ~ ﬁ donc, par le critere de Riemann, ), u, ne converge pas
absolument.

La suite (u,), est alternée et (|u,|), est décroissante donc, par le critére spécial des
séries alternées, >, u, converge.

2. — Montrer que, pour tout x € [a,b], (x — a)(z — b) < (b—a)?.
— Soit x € [a,b]. Ona0 <z —a<b—aet0<b—2<b—a.
3. — Montrer que le produit de Cauchy de la série par elle-méme est divergent.
— Ce produit de Cauchy est la série de terme général wy, := 32, (., upuy = >0 E/_;T)i \(/_72% =
(—1)" ¥y ———. On a donc |w,| =¥}y —————.Or (p+1)(n—p+

(p+1)(n—p+1) (p+1)(n—p+1)
1) < (n+1—=(=1))* donc |w,| > >5_y =5 = 25 — 1. Donc le produit de Cauchy
>, w, diverge grossierement.

3 Planche 3

3.1  Question de cours

— Montrer que deux normes sont équivalentes si et seulement si toute suite convergente
pour 'une est convergente pour l'autre et de méme limite pour l'autre.

3.2 Application

Soit £ :=C%([0,1]), ¢ € E a valeurs strictement positives et

N:|E — R
fo— f01¢‘f|'

— Montrer que NN est bien définie et est une norme sur E.

— Par positivité de 'intégrale, N est positive. Si N(f) = 0, ¢ |f| étant continue, ¢ |f]| est
nulle et, comme ¢ > 0, f = 0. Donc N est définie-positive.
Par bilinéarité du produit et linéarité de 'intégrale, N est homogene.
Par I'inégalité triangulaire du module et par croissance de I'intégrale, N vérifie 'inégalité
triangulaire.



3.3 Exercices
Exercice 1
Pour tout n € N*, on note H,, := > }_, %

1. — Pour tout x > —1, montrer que In(1 + z) < z.
— Soit f:2 € =1+ oo[— z —1In(1 +z) € R. Pour tout v > —1, f'(z) = ;7 dont f
atteint son minimum en 0. Donc, pour tout x > —1, f(x)f(0) = 0 d’ou I'inégalité

recherchée.
2. — On considére les suites (uy), et (v,), définies par Vn > 1, u, := H, — Inn et
Up = U, — 1/n. Montrer que ces deux suites sont adjacentes
— On a u, — v, = 1/n — 0. Pour tout n, u, — Uy = T+1 —Inn+Inn+1) =
—%H — In (1 — ?) > 0 donc (uy,), est décroissante. Pour tout n, v,.1 — v, =

I-_In(n+1)+hn==:—In (1 + %) > 0 donc (v,,), est croissante. Ainsi (uy,),

3. — Montrer qu’il existe v > 0 tel que H,, = Inn + v + o(1).
— Les suites (uy), et (v,), sont adjacentes donc convergent vers une limite commune
7.0na~vy>wvy=1—1In2>0. De plus, u, =+ o(1), i.e. H, =Inn+ v+ o(1).

Exercice 2

Un

Soit (u,), € RY I'unique suite telle que ug = 1 et, pour tout n € N, w41 = upe”

1. — KEtudier la convergence et 1’éventuelle limite de la suite (uy,),-
— Par une récurrence directe, la suite (u,), est a termes positifs. On a donc, pour tout
Ny Upy1 < Up, 1. (uy), est décroissante. Comme (u,), est décroissante et minorée

par 0, elle converge vers un réel [ > 0. Par continuité de exp, le™" = [ donc [ = 0 ou
el=1,ie 1 =0.
2. — Pour tout n € N, on note v, := _ 1“ — ui Montrer que (v,), converge vers 1.
— Onavnzulj_u:n ~ 2= =1. Donc v, — 1.
3. — Rappeler le théoreme de Cesaro. Donner un équivalent de la suite (up)p-
— On rappelle que, si (a,), € CY Converge vers a € (C Zk 0 @n — a. On applique ce
résultat a la suite (vn)n 1 ) Dy Sup — 1. Or 1o U = % (i — ulo> avec - — +00
donc £ 37020 vy, ~ A1n51 n——>1 ie. UnN%-

4 Exercices supplémentaires

Exercice 1

Soit (an)n>0 une suite de réels strictement positifs. Soient o,y > 0 et (ay,)n>o 'unique
suite définie par Vn > 1, a1 = ayy + @ty

— Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,), pour que la suite (o, ), converge.

— Par une récurrence directe, (ay,), est a termes strictement positifs. Elle est de plus
croissante a partir du rang 1, donc elle converge ou diverge vers 4o00.
Supposons que (a,), converge vers [ € R. On a l > «; > 0. Ainsi a, = C“L;:i__lo‘” ~
%(anﬂ — ay). Or ¥, a1 — «, est convergente et a terme général positif donc, par
comparaison, y_, a, converge.
Réciproquement, supposons que Y, a,, converge. En particulier, a,, = o(1) et a1 —a, =
ap0ty 1 = 0(ay,_1). Or (o), est croissante donce a1 —ay, = o(«,) donc a;—:l = 1+o0(1) ~

1. Ainsi, & — 1 = q,%! ~ a, et 2 — 1 ~ In (a"“) = Ina,y; — Ina, d’ou
Qn Qn «

n Qn



an, ~ Ina,, 1 — Ina,. Donc 3, Ina,1 — Ina,, converge, donc (In ), converge, donc
(cvn)pn converge par continuité de exp.

Exercice 2

Soit (uy), € ZY convergente.

— Montrer que (u,), est stationnaire a partir d'un certain rang.

— La suite (up11 — up), converge vers 0 donc il existe ng > 0 tel que, pour tout n >
no, |Uni1 —un| < 1/2. Or, pour tout n, |u,+1 —u,| € N. Donc, pour tout n > no,
[tnt1 — Up| = 0, 1€, Upt1 = Uy = Up,.

Exercice 3

Pour tout n € N on note u,, = -—2"

n+cosn’
1. — Etudier absolue convergence de 3, .
— Ona |u,| > —5 donc Y2, u, n’est pas absolument convergente.
2. — FEtudier la nature de 3, u,, en réalisant un développement asymptotique.
n n _1 n n
— On a é_ciin = (_nl) (1 + CO;") = % (1+0(1/n)) = % + O(1/n?). Or, par le

, \ . . —1)" RN .
théoreme de Leibniz, 3, ( n) est convergente et, par le critéere de Riemann, >, %
converge. Ainsi, >, u, converge.

3. — Etudier la nature de la série de terme général w, par le critére spécial des séries
alternées.
— La suite (u,), est alternée et |u,| = —— — 0. Soit f:z € R~ z +cosz € R.

Pour tout € R, f’(z) =1 —sinz > 0 donc (n + cosn),, est croissante, donc (|uy,|),
est décroissante. Donc, par le théoreme de Leibniz, }°, u, converge.
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