Colle MP*

Antoine Médoc

Semaine g

1 Planche 1

1.1 Question de cours

— Montrer 'existence et unicité de ’endomorphisme adjoint d’'un endomorphisme dun
espace euclidien.

1.2 Application
— Soit u: (z,y) € R? = (3x + 2y,y — x) € R?. Déterminer son adjoint.
— Dans la base canonique, M(u) = < 31 1) done M(u*) = (g _11>, donc u* : (z,y) €

R2 s (32— y, 2z +y) € R2.

1.3 Exercices
Exercice 1
Soit u € L(E) tel que (z,y) = (u(x),u(z)) = 0.

1. — Montrer qu’il existe k € RT tel que Vx, ||u(z)|| = k||z||. Indication : Considérer une
base (e1, ..., e,) orthonormée de E et les vecteurs e + e; et e; — e;.
— Le résultat est clair pour si n = 1.
Supposons n > 2. Soient x := e;+e¢; et y = e;—e;. Ona (z,y) = 0 donc (u(x),u(y)) =

0 donc, avec k := [[u(e1)|| (u(e;),u(e;)) = k*. Par ailleurs, (u ( 1) uen)) est or-
thogonale. On a, par le théoréme de Pythagore, ||u(z)||” = Hu(el)] 2= k2 |z| .
2. — Montrer que u est la composée d’une homothétie et d’'un endomorphlsme orthogonal.
— Si k =0, u est la composée de 'homothétie nulle et de I'identité. Supposons k # 0.
Soit h I'homothétie de rapport k et v := h™' o u. Pour tout z, ||v(z)|| = ||z||. Donc
v est orthogonale.
3. — Montrer que la composée v d'une homothétie et d’'un endomorphisme orthogonal

vérifie (z,y) = (v(z),v(x))

=0.
— Soit v =howu. On a (v(z),v(x)

) =k (u(z),u(y)) = k> (z,y).
2 Planche 2

2.1  Question de cours

— Montrer que 'application v — u* est linéaire, antimultiplicative et involutive.



2.2 Application

— Soit u € L(E). Montrer que Ker u* = Im(u)* et Imu* = (Keru)=t.
— Onax € Keru* & Vy e E(u*(x),y) =0 Yy, (z,u(z)) =0 donc Keru* = Im(u)*.
On a donc Keru = (Imu*)* i.e. Imu* = (Keru)?t.

2.3 Exercices
Exercice 1
Soient u € O(E), v =u — Id et pour tout n € N*

1n1

Zu

1. — Montrer que Kerv = (Imv)* et Imv = (Kerv)*.
— Il suffit de montrer la premiere égalité et de passer a 1’orthogonal.
Soit x € Kerv, i.e. u(x) = z. Soit y := v(2) € Imv. On a (z,y) = (z,u(z)) — (x,2) =
(u(z),u(z)) — (x,z) = 0. Donc Kerv C (Imv)*.
Par le théoréme du rang, dim Ker v = dim Imv — dim F = dim(Imv)* donc Kerv =
(Imv)+.
2. — Soit z € E. Montrer que (u,(x)), converge vers le projeté orthogonal de x sur Kerv.
— Soit (a,b) € Kerv x (Kerv)* tel que z = a+b. On a u(a) = a donc un(a) =a.Ona
b € Imv donc b = v(c). On a u, (b) = u,(u(c) —c) = L P fub () = L Yp—f u¥(c) =
Lu,(c) — £e. Or (inégalité triangulaire et orthogonahte de u) Hun( )|| < 1 donc
un(b) — 0.

3 Planche 3

3.1 Question de cours

— Caractériser une matrice orthogonale avec ses lignes ou avec ses colonnes.

3.2 Application

— Les matrices

A=—|[v2 V3 1 0 1

V2 V3

0 _

sont-elles orthogonales 7 Donner leurs déterminants.

— Par la question de cours, A est orthogonale et B ne ’est pas. Comme les colonnes de A
ne forment pas une base orthonormée directe, det A = —1. Comme B est triangulaire
supérieure, det B=1x1=1.

3.3 Exercices
Exercice 1

Supposons n := dim > 3. Soient a,b € E unitaires tels que (a,b) est libre et f : z +—
(a,z)a+ (b,x)b.

1. — Montrer que (a,b) # £1 et que (a+ b, a — b) est une base orthogonale de Vect {a, b}.



— Supposons (a,b) = +1. Comme a, b sont unitaires, on a le cas d’égalité de Cauchy-
Schwarz donc (a, b) est liée. Par contraposée, (a,b) # +1.
On a (a+b,a—b) = ||a]|> = ||b]|> = 0 donc (a + b,a — b) est orthogonale et formée
de vecteurs non nuls donc est libre. Donc c’est une base de Vect {a, b}.
2. — Déterminer f*.
— On a (f(z),y) = (a,z) {(a,y) + (b,x) (b,y). Cette expression est symétrique en x et
y. Donc f = f*.
3. — Déterminer Ker f et Imf.
— Par liberté de (a,b), f(z) =0 < {(a,z) = (b,x) = 0 donc Ker f = Vect(a, b)*.
Par le théoreme du rang, dimImf = 2. Or Imf C Vect(a,b) donc Imf = Vect(a, b).

4. — Déterminer les espaces propres de f.
— On a Fy(f) = Ker f = Vect(a, b)*.

Ona f(a+b) = f(a)+ f(b) = (1+ {(a,b))(a+0b) et f(a—b) =(1—(a,b))(a—b). Or
(a +b,a — b) est une base de Vect(a, b).
Si (a,b) = 0, les valeurs propres de f sont 0 et 1, ses espaces propres sont E, =
Vect(a,b)t et E, = Vect(a, b).
Sinon, les valeurs propres de f sont 0, 1, —1, ses espaces propres sont Ey = Vect(a, b)*,
E, = Vect(a +b), E_; = Vect(a — b).

4 [Exercices supplémentaires

Exercice 1

— Montrer qu'un endomorphisme orthogonal diagonalisable est une symétrie.
— Ses valeurs propres sont —1,1 donc u est la matrice d’'une symétrie dans une base de
vecteurs propres.

Exercice 2

On considere sur M,,(R) le produit scalaire (A, B) = tr(A” B). Soient A, B orthogonales.

— Montrer que M +— AM, M — MB et M — AM B sont orthogonales.

— Ona |[|[AM|]> = tr MTATAM = ||M|[*>. On a [|MB||* = tr BTMTMB = ||M||*. Comme
composée de deux isométries, M — AM B est une isométrie.

Exercice 3

— Montrer que SO(2) est commutatif.
— On a un isomorphisme de groupes

st — SO(2)

0, cosf) —sind) .
€ sinf  cos6
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