BASES DUALES ET ANTEDUALES

Antoine Médoc

Résumé. — Ceci est un document adapté a un niveau licence et donne des
exemples de méthodes pour manipuler des bases duales et antéduales.

1. Les résultats

Soient F un espace vectoriel réel de dimension finie n € N* et £* son espace
dual. Soit e = (eq,...,e,) une base de E. Pour tous i, j € [1,n] on note d; ; le
symbole de Kronecker associé.

Proposition 1.1. — Soient 1,...,pn € E*. La famille (p1,...,¢n) est la
base duale de e si, et seulement si,

Vi, j € [1,n], pi(ej) = di ;-

Soit e* = (e, ..., e;) la base duale de e.
Proposition 1.2. — Pour tout vecteur u € F,

n
u= Z e; (u)e;.
i=1

Pour toute forme linéaire ¢ € E*,

n
o= plee.
=1

En pratique, la premiére formule permet de trouver la base duale e* d’une
base e donnée. Soit f = (fi,..., fn) une base de E. Pour tous z1,...,x, € E,
on note det¢(z1,...,xy,) le déterminant de la famille (2;)1<i<, dans la base f.
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Proposition 1.3. — Soit d := dety(e1,...,ey). Le réel d est non nul et, pour
tout i € [1,n] et tout x; € E,

1
ef(m,) = gdetf(el, ey €1, T €Ty e en).

Soient f* = (ff,..., fir) la base duale de f, P._¢ la matrice de passage de
e a f et Pe_,p+ la matrice de passage de e* a f*. On note AT la transposée
d’une matrice A et I,, la matrice identité d’ordre n.
Proposition 1.4. — La matrice de passage de f* a e* est (Poys)T, i.e.

(Pe*%f*)TPeﬁf =1I,.

En pratique, si E est R™ ou R,,—1[X], cette formule appliquée avec e la base
canonique permet de trouver la base antéduale f d’une base de formes linéaires
f* donnée.

Démonstration. — On note Pe_y 5 = (a4 j)1<ij<n €t Pex— g+ = (bij)1<ij<n- Par
définition, pour tout j € [1,n],

fi =2 digen

[ =221 bijer.

Ainsi, pour tous 7,7 € [1,n],

8ij = [ (fj)
= braei(fy)
k=1

n n
= bri Y aiieilen)
=1

k=1
n
= Z bk,iaw.
k=1
Finalement, comme I,, = (§; j)1<ij<n, on a (Pesy )T Poryp = 1,,. O
Remarque 1.5. — Soient a1,...,a, € R deux & deux distincts et

(Li,...,L,) € R,_1[X]" la famille des polynomes interpolateurs de La-
grange associés.

1. Pour tout i € [1,n],

Li:HX_O‘j.

G T

2. La famille (L;);c[n) est une base de R,—1[X] et sa base duale est la
famille de formes linéaires (P € R, 1[X] = P(a;) € R)ici,n]-
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2. Exemples

Ezemple 2.1. — Déterminer la base antéduale de la base (1, p2,ps3) de
(R3)* donnée par

901(%972) :$+25y+z7
V(z,y,2) € R3, po(x,y,2) =3x—y— bz,
p3(x,y,2) =x+ 6y —3z.

Une solution. — On note f = (f1, fo, f3) la base antéduale de (o1, p2,¢3),
e = (e1,e2,e3) la base canonique de R? et e* = (e}, eh,e}) sa base duale.
Remarquons que

w1 =e] + 25e5 + ez,

P2 = 3e] —e5 — dex,

o3 = e] + 6e; — 3es.
La matrice de passage de e* a (1, p2, ¢3) est donc la matrice

1 3 1
B:=125 -1 6
1 -5 -3
dont l'inverse de la transposée est

33 81 =31

52 1 38
BT —1 _ 1 =T 1
SR

8 8 2

Finalement, par la proposition 1.4,
fi = (33/152,1/38,1/8),
fo = (81/152,-1/38,1/8),
fz3 =(-31/38,1/19,—1/2).
O

Ezxzemple 2.2. — Soit R3[X] l'espace vectoriel réel des polynémes de degré
inférieur ou égal a 3.
1. Déterminer la base duale de la base canonique (1, X, X2, X3).
2. Déterminer la base antéduale de la base (¢1, 2, @3, p4) telle que, pour
tout 7 € [1,4],
P —  P(i)
Une solution. — On note e = (ey,ea,e3,e4) la base canonique de R3[X] et
e* = (e}, €3, €5, e}) sa base duale.
1. Par la premiére équation de la proposition 1.2, pour tous i € [1,4] et
aop,ai,az, a3 € R,

ef(ang’ +asX?+ a1 X + ag) = a;.
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2. On note f = (f1, fa, f3, f4) la base antéduale de (¢1, 2, ¥3, ¢4). Remar-
quons que, pour tout i € [1,4], ¢; = e} + iek + i%e} + i%e}. La matrice
de passage de e* a (1, p2, ¢3) est donc la matrice

11 1 1
12 3 4
Bi= 1 4 9 16
1 8 27 64
dont 'inverse de la transposée est
4 -6 4 -1
o -13 19 _- 1
(BY) = 3 _24 7 _61
A1 A
6 2 2 6
Finalement, par la proposition 1.4,
fi == X343Xx2-BX +4q,
fr =5X?—4X?+ PX —6,
f3 =—3X3+IX%—7X 44,

fr =iX3-Xx*+UXx -1

2.bis On donne ict une autre solution pour la question 2. Les réels 1,2, 3,4 sont
deux & deux distincts donc, par la remarque 1.5, la famille (o1, @2, @3, ©4)
est une base de R3[X|* de base antéduale ( f1, fa, f3, f4) donnée par, pour

tout 7 € [1,4],
X—J
fi:H —.

it
Finalement,
fi = —5(X = 2)(X = 3)(X — 4),
fo = 5(X = 1)(X = 3)(X —4),
fi = —5(X = (X - 2)(X — 4),
fi = §(X = 1)(X = 2)(X - 3).
O
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