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Année universitaire 2021/22
2ème année Analyse 3
Liste 1: Intégrales généralisées

Exercice 1 Montrer que les intégrales

∫ ∞
2

dx

x+ 1
et

∫ ∞
2

dx

x− 1
sont divergentes.

Que peut-on dire de l’intégrale

∫ ∞
2

(
1

1 + x
+

1

1− x

)
dx ?

Exercice 2 Étudier la convergence des intégrales suivantes :∫ +∞

1

dx

x2
√

1 + x
,

∫ 0

−1

dx

x2
√

1 + x
,

∫ +∞

0

ln (x+ 1)

x
dx,

∫ +∞

1

lnx

x2
dx.

Exercice 3 Étudier la convergence en fonction des paramètres∫ 1

0

dx

xα (1− x)β
,

∫ +∞

1

ax

1 + a2x
dx, a réel > 0,

∫ +∞

0
e−tu sinu du,

∫ +∞

π

sin(t)

tα
dt.

Exercice 4 Montrer la convergence et calculer les intégrales suivantes :∫ +∞

1

dx

x2
√

1 + x
(faire le changement t =

√
1 + x),

∫ +∞

1

(
1

x
− arctan

1

x

)
dx,

∫ 1

0

ln
(
1− x2

)
x2

dx,

∫ +∞

0
e−ttndt,

∫ 1

−1

dx

(2− x2)
√

1− x2
.

Exercice 5 Soit un =
n∑
k=2

1

k2
.

1. Montrer que un ≤
∫ n

1

dt

t2
en comparant

1

k2
et

∫ k

k−1

dt

t2
.

2. En déduire que la suite (un) est bornée puis convergente.

Soit f la fonction continue définie sur R de la façon suivante :

• pour tout entier n ≥ 2, f(n) = n, f
(
n− 1

n3

)
= f

(
n+ 1

n3

)
= 0 et f est affine sur[

n− 1
n3 , n

]
et sur

[
n, n+ 1

n3

]
,

• f est nulle ailleurs.

3. Donner l’allure du graphe de f .

4. Comparer

∫ n+
1
n3

0
f (t) dt et un.

5. En déduire que

∫ +∞

0
f (t) dt converge bien que f soit non bornée.
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