Développement: Déterminants de Gram et de Cauchy

Arthur Maritch-Roy

Dans tout ce développement, E désignera un espace préhilbertien (éventuellement hermitien
quitte & remplacer la transposée par I'adjoint et & changer le produit scalaire).

Définition 1. Soit (z1,...,x,) une famille de vecteurs de E. La matrice de Gram associé a
cette famille est la matrice :

M = ((zi,25))1<ij<n € Mn(R).
Son déterminant est appelé déterminant de Gram de la famille (x1,...,z,).

Proposition 1. Les matrices de Gram de taille n sont exactement les matrices symétriques
positives de taille n.

Démonstration. Si M est la matrice de Gram de (z1,...,2,), alors M = X "X, ot X est la
matrice dont les colonnes sont les (x;);, donc M est symétrique positive. Réciproquement, si A
est symétrique positive, c’est la matrice de Gram de la famille des colonnes de la racine carrée
de A. O

Proposition 2. Soit (z1,...,x,) une famille de vecteurs de E. Elle est liée si et seulement si
son déterminant de Gram est nul.

Démonstration. Sila famille est liée, on peut se ramener & une colonne de zéros en faisant des
opérations élémentaires sur les colonnes par bilinéarité du produit scalaire. Réciproquement, si la
matrice de Gram est de déterminant nul, alors ses colonnes sont liées, donc il existe des scalaires
(A2, ..., An) tels que :

Vi € [1,n], (ws, x1) = > elai, o)
k=2

soit par bilinéarité :
n
Vi € [1,n], <:ci,x1 — Z)\kxk> =0.
k=2

Ainsi, x1 — Y p_, Mgk appartient a la fois & Vect(xq,...,xy) et a son orthogonale, i.e. est nul,
donc la famille est liée. O

Exemple 1. Si X est un vecteur aléatoire dans R™ dont chaque composante admet une variance,
sa matrice de covariance correspond a la matrice de Gram de la famille (X; — E(Xy),..., X, —
E(X,)) pour le produit scalaire de 'espérance. Le déterminant de Gram associé est appelé
variance généralisée de X.

Théoréme 3. Soit V' un sous-espace vectoriel de E admettant une base (z1, ..., zy). Alors pour
tout u € K : G
U, L1,y...,T
A, VY2 = EWe T Tn)
G(xla s 7$n)



Démonstration. On sait que d(u,V)? = ||z]|*> — |lpv(2)||> = ||z — pv(z)||*> par Pythagore.
Notons y = py(u) et z = x —y. Pour tout i, on a (x;,y) = (x;, u), ainsi, si on note M la matrice
de Gram de la famille (x1,...,2,,u), on a :

(x1,21) ... (x1,2) (x1,Y)
M= (Tp,x1) . Az, zp) (Tn,Y)
(y,x1) o (yma) Nyl + 27

Puis, par multlinéarité du déterminant :

(x1,21) ... (x1,20) (21,7) (x1,21) ... (x1,7) O
det(M) = +
(M) (Tnyx1) oo (Xp,xn) (Tp,Y) (T, 1) ... (xTp,zn) O
(1) oo yoxn) |yl (y21) o (yoxa) 2
Or le premier déterminant vaut G(z1,...,2,,y) = 0 car la famille en question est liée, et le
deuxiéme vaut ||z||2?G(z1,...,2,), ce qui fournit le résultat. O
Exemple 2. Dans le cas d'un vecteur gaussien centré (X = Xi,...,X,,Y) € L2, la projection

correspondant & l'espérance conditionnelle (et celle-ci étant une combinaison linéaire des (X;)
car on est dans le monde gaussien), on a l'identité suivante :

E(Var(Y]X)) = E(Y — E(Y|X))?) = E(Y — E(Y|X1,..., Xn))?) = \m

Théoréme 4. (Inégalité de Hadamard)
Soit (x1,...,zy) une famille de vecteurs non nuls de E. Alors

n
G(mla s 73771) < H ||l'1|’2,
=1

avec égalité si et seulement si la famille en question est orthogonale.
Plus généralement,

n
| det(x1, ..., 20)| < ] ll2ill-
=1

Démonstration. On peut toujours supposer que la famille est libre. Dans ce cas, on procéde
par récurrence. Sin = 1, le résultat est immeédiat, on le suppose vrai pour un entier n quelconque.
On considére alors une famille libre (z1,...,2,) qui engendre V' et un vecteur z,41 libre avec
cette famille. Notons y la projection orthogonale de x,41 sur V. D’aprés le résultat précédent,
on a

G(x1,. . tps1) = G,z |o — yl? < Glar, .o x) | Tnga ||,

d’ol1 le résultat par hypothése de récurrence. Le cas d’égalité a ’étape n nécessite d’avoir eu a
chaque étape ||zxr1 — yl|? = ||zas1]|? i-e. i1 est orthogonal & tous les vecteurs d’avant i.e.
la famille est orthogonale. Pour la généralisation, il suffit de se rappeler que I'on peut écrire la
matrice de Gram comme X ' X, ot X est de déterminant det(z1,...,x,). O

Exemple 3. Si on reprend I'exemple de notre vecteur aléatoire X, on obtient :
n
Var(X) < HVar(Xi),
i=1

avec égalité si et seulement si le vecteur est décorrélé, ou dans le cas gaussien si et seulement si
le vecteur est indépendant.



Application 1. Montrer que I'expression fol (14 a1 + agx® + ... + a,z™)? dz atteint son mini-
mum g en un unique n-uplet.

Démonstration. On considére donc E l'ensemble des fonctions continues sur [0,1] muni du
produit scalaire canonique. Le probléme revient donc a calculer la distance du vecteur 1 a la
famille (z,22,...,2"). On sait qu’elle est atteinte en un unique n-uplet et d’aprés le premier
théoréme,

Gz, 1)
r= G(z,...,z")
Pour 1 < 4,5 < n, (2%,27) = fol i tide =
déterminants de Cauchy (cf. fait suivant) :
= [lcicicnss =0 Thecijen (i+7+1)
[licijeni (+3=1) Theicjen(@=3)2"

qu’on peut simplifier pour obtenir y = m O

Zﬂ% Les déterminants a calculer sont donc des

Fait 1. Pour des complexes (a;);, (bj); tels que a; + b; # 0 pour tout (3, 5),

1 1
T (e a0 Ty (- )
" ; ' 1 [Ti<ij<n (@i + ;)
a1+bn an+bn

Démonstration. On suppose que les (a;); sont distincts deux a deux (sinon le déterminant est
nul et la formule est vraie). On considére R la fraction rationnelle

(b1 —X)...(bp—1 — X)

(a1 +X)...(an+X)’

a laquelle on peut appliquer le théoréme de décomposition en éléments simples. Il existe donc
des scalaires \1,...,\, tels que

R(X) =

Par la méthode des résidus, on obtient :

1 (b + ag)
[Lizr (ai — ax)

Ainsi, si on note (L;); les lignes de la matrice dont on veut le déterminant, on a :

p £0.

1 1 1
Ly ai+br 7 a1+bp—1 ai+bn
1 1 : : : :
A, = — : = | : : : :
An ' An | . L L
Z?—l N L; ar+bn an—1+bp—1  an_1+bn
- R(bl) c R(bn_l) R(bn)
Puisque R(b) = 0 dés que k # n, on peut simplement développer par rapport a la derniére ligne
et avoir : R(b)
An - 2\ - An—l
n
soit : . .
n— n—
A — [L5 (0 = b) [T (ai — an)A )
n= = .
H?:l (bn + ai) H?le (bz + an)
Cela donne le résultat par récurrence. O

Référence. X.Gourdon, Analyse. Pour la partie probabilités, j’ai écrit ca rapidement et c’est
donc peut-étre imprécis.



