Développement: Nombres eulériens

Arthur Maritch-Roy

L’objectif est de donner une expression simple et plus pratique de la loi du nombre de descentes
dans une permutation de &,,.

Définition 1. Une permutation o € &,, présente une descente au rang i € {1,...,n — 1} si
o(i+1) < o(i). On définit le nombre eulérien A(n, k) comme le nombre de permutations de &,
qui présentent k descentes. Sous la loi uniforme, si on note D, le nombre de descentes d’une
permutation de &,,, alors on a n! P(D,, = k) = A(n, k).

L’objectif de ce développement est de montrer le théoréme suivant, di a S. Tanny (1973).

Théoréme 1. Soit (Uy,...,U,) un vecteur iid (U(0,1))®™, et S, = Uy + ...+ Uy,. Alors .S,
et D,, ont méme loi.

Avant de passer a la preuve du théoréme a proprement parler, on passe par un lemme de probas.

Lemme. Soit (V,...,V},) un vecteur iid (U4(0,1))®" et Uy := {V4 + ...+ Vi } ou { -} désigne la
partie fractionnaire. Alors (Uy,...,U,) est un vecteur iid de loi (¢4(0,1))®".

Démonstration. Soit a € R montrons que {a + U} ~ U(0,1) pour U ~ U(0,1). En effet pour
une fonction A continue bornée de |0, 1],

1
E(h({a+U})) = /0 h({a +«}) dz
1—{a}
:/ h({a}+x)dx+/ h({a} + o —1)dz
0 1—{a}

_ /{1} h(z) dz + /0 o) de

1
:/0 h(z) da = E(W(U)).

Pour la deuxiéme égalité on utilise la définition de la partie fractionnaire et on distingue donc
les cas et dans la suivante on fait des changements de variable.

Une fois que 'on a cela, on peut écrire, pour h = h; ® ... ® h, une fonction continue bornée sur
I'espace produit ([0, 1]") :

E(h<U17...,Un>):/ o1 h({vl}v"'7{vl+---+Un})d’l)1"-d’l)n
v1,...,Un €[0,1]™

:/ h({o}) - hn({vr 4+ ...+ v, }) doy - - - du,
v1,...,un €[0,1]7

/1 h1(vl)/1 hg({v1 +U2})'~/1 hn({vl +. ..,Un}) dvy, - - - dvg dvy

1=0 2=0 v, =0

1
= /01 hl(vl) dovy - - /0 hn(vn) dvy,



Pour la troisiéme égalité, on a utilisé Fubini et pour la quatriéme le petit résultat du début.
Ainsi, on obtient que le vecteur (Uy,...,U,) est iid de loi (U(0,1))®" (en effet, les fonctions
continues bornées sous la forme h1 ® ... ® h,, sont denses dans les fonctions continues bornées
sur [0, 1], puisqu’elles approchent les fonctions 14, ® ... ® 14,). O]

On passe alors & la preuve du théoréme.

Démonstration. On suppose U construit comme dans le lemme a partir de (Vi,...,V,) ~
(U(0,1))®™. On simule alors une permutation aléatoire comme suit. On sait qu’il existe une
unique permutation o de &, telle que U,(1)(w) < ... < Uy(y)(w) pour presque tout w € Q. On
définit alors o(w) := 0. On peut montrer que o ~ U(S,,), et on a alors une descente au rang i si
et seulement si U; > U4 1.

On définit alors Mj, comme le point d’affixe e?™k pour k € [1,n], et on considére la marche
qui consiste & parcourir le cercle en allant de My & My, puis de My a M3 etc dans le sens direct.
Trouvons 'angle O que l'on parcourt en allant de My_1 & My, c’est-a-dire le réel O € [0, 27|

tel que ™ WUrk—Uk-1) — ¢i® On écrit pour cela :

U — U1 :{Vl+---+Vk}—{V1+--.+Vk_1}
=Vi— \_Vl—i-...—l—VkJ + |_V1—|-...—|-Vk_1J
= Vi +m,
ol m est un entier. Ainsi, on a O = 27V}. On a fait ce travail puisqu'une descente a lieu si et

seulement si on passe par 1 dans notre marche sur le cercle. Ainsi, le nombre total de descentes
correspond au nombre de multiples entiers de 27 présents dans ©1 + ... + O, soit a :

D. — {@1+...+®n

" 2T

J:m+...+VnJ~LSnJ,

d’ou le résultat. O

On peut ajouter & ce résultat qui fait intervenir une probabilité une asymptotique, afin d’avoir
un résultat qui est plus de I'ordre du dénombrement.

Proposition 2. Soit a € [0, 1], alors, lorsque n tend vers +oo :

12
A(n, an) NN n‘\/i \/EG—G(O(—I/Q)Q'
ane n T

Démonstration. On veut utiliser le théoréme limite central. Pour cela, on se rappelle que
E(S,) = 5 et Var(S,) = {5. Ainsi :

V12(S, —n/2) i

Zn = \/ﬁ n—00

N(0,1).
De plus,

VI2(S, = n/2)

P(an<Sn<an—|—1):]P’<\/ﬁ(a—1/2)< N

::P<B<Zn<ﬁ—|—\/ﬁ>.

<V12(a —1/2) + g)

N



Pour F, la fonction de répartition de Z,, et f,, sa densité

P<B<Zn<ﬁ+\/\/§> :Fn(ﬁ+\/12/n)_Fn(6))

fn(x)dz

/'54-\/12/71
g

B+y/12/n
g(z)dx +/B (fn—9)(z)dz

/5+\/12/n

=+/12/n+o <\/17€> )

ol la derniére égalité est due a une généralisation du théoréme limite central qui peut se trouver

dans le Feller. On a donc :
A(n,an) ~ ny\/ﬁ \/566@1/2)2'
aneN n T

Références : page Wikipédia Loi uniforme continue. Pour le TCL, on peut regarder William
Feller, An Introduction to Probability Theory and Its Applications, vol. II, page 516. Merci a
Jiirgen Angst pour la référence.
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