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Objectif général

Propriétés
d’approxima-
tion et

d’estimation ,

une couche - H i i
e cone Echantillon ((Xi, Yi)1<i<n) i.i.d. de loi P(x v).
Arthur o XI & Rd, ||XI|| < 1 de |O| IP)X = /1/

Varitch-Roy,

Aartin Molter X )/I c I, )\(/) — b > O

Présentation
du modele

Objectif

Approximer f continue telle que :



Réseau de neurones a une couche cachée

Propriétés
d’approxima-
tion et S
d’estimation Définition
des réseaux de
neurones a

une couche
cachée

n
Arthur fa(x,0) = co + Z ck o({ak, x) + by)

Maritch-Roy, k=1

Martin Molter

‘ Avec ¢ sigmoidale et v-lipschitzienne, ax € R?, by, ¢k, co € R.
Présentation
du modele

Théoreme d'approximation universelle

Soit € > 0. Il existe n et 0 tels que
Ifa — fllou <e.

Trop théorique, on ne sait pas comment trouver n et 6.



Objectifs de notre présentation

Propriétés
d’approxima-
tion et
d'estimation
des réseaux de
neurones a

o ag—— On fixe n le nombre de neurones de la couche cachée.

cachée

b Deux objectifs

Aartin V

. Estimer 6 par 6 (construit sur I'échantillon)

Présentation
du modele

- Avoir des bornes sur |'erreur

E (|If = £(-.9)I?)



Majoration de I'erreur d’approximation
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d’approxima-
tion et
d'estimation
des réseaux de
neurones a
une couche

cachée Théoréme (Barron, 1993)

Arthur

(L On suppose que Cr = [ [|w||1]f(w)|dw < oo. Alors il existe 6
Martin Molter
tel que :

Cr

1 = fa(- 5 O)ll2,p < — -

(;ontrélefie \/ﬁ

b On peut de plus imposer, pour C > Cr : >7|ek| < C
lco = £(0)] < C et |bi| < [lakllx



|dée de la preuve
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neurones a
cachée emme
= Soient H un Hilbert, G C H, avec Vg € G, ||g|| < b. Alors,

RS pour ¢! > b2 — ||f||2 et £ € Conv(G), il existe f, € Conv,(G)
telle que :

Contréle de
I'erreur d’ap-
proximation

!
F-fl2<=.
n

— Pour nous : G = G, = {y¢((a,") +b) , |7| <2C}.



Choix de I'estimateur
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d’approxima- . ; ey 2
o Indice de résolvabilité

d'estimation
des réseaux de Pour @ = @,, dISCI’et .
neurones a
une couche
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L, n(0
At Rn N = mln (Hf — f( )”2 + )\L())

Maritch-Roy,
Martin Molter

pour un A que l'on fixera.

Estimateur des moindres carrés avec pénalisation

Principe de

I'estimation /f;,N(X) = fn(X7 é\IT,N) 9

BN = argmin li\I:(Y — Fa(Xi,0))? +)\Ln7N(9)
nN = 0%@,1 N - i n\Ai, N



Majoration du risque
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tion et
d'estimation

d é d 7 \
Seuroncss |l Théoréme (Barron, 1990)
une couche
cachée

On considere I'estimation d'un réseau de neurone, par une
Arthur . - s s .
e fonction f, y comme précédemment. Alors, si A > 5b2/3 :

Martin Molter

~ 29
E[|f — Fonll? < YRan(F) + 2

avec v = (3\ + b?)/(3\ — 5b?). On retiendra :

Principe de

I'estimation EHf _/f\n,N||2 < O(Rn,N(f)) )



Preuve du théoreme
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d’approxima-
tion et
d'estimation
des réseaux de
neurones a

une couche Une |néga||té (Craig, 1933)

cachée

Arth
Varitch

Soient U; des v.a. indépendantes vérifiant pour un h > 0 :

fartin E|U; — E(U;) |k < _"argu")k!hk—2 Vk > 2. Alors :
— _—_ 7 Nevar(U) _
P{U-EU> —+—— ] <e 7

(U V> Net2a=9 ) ¢

Principe de

|’estimation POUr 0 < €h < c < 1 et 7™ > O



Discrétisation de I'ensemble des paramertres
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8 — Objectif : rendre © fini (a priori, © = R"(d+2)+1)

cachée

varicr o, | Rendre © borné
Martin Molter
@n,T,C = {0 €0 ) ZQ |Ck| 7|C0 - f(O)l <C ) |bk| 7||ak|| < T}

Alors il existe f, = f,(x,0) avec 6 € ©, , ¢ (avec 7, bien
choisi) tel que :

IF—fll < 25

Vn

Mise en
pratique



Discrétisation de I'ensemble des paramertres

Propriétés
d’approxima-

tion et .
d'estimation Rendre @ dISCI’et

des réseaux de

nelrones & Soit ©p ¢ r.c le sous ensemble (discret) de ©, ;¢ qui le

une couche

S recouvre a e-prés. Alors pour tout 6 € ©, ; ¢, il existe

Arthur

Varitch-Roy, 9* € @n’gﬂ-’c tel que .

Aartin Molter

|fa(:,0) — fa(-,07)|| < 4Cve .

Pour ¢, bien choisi, il existe 0* € ©,., - ¢ tel que :

If = £, 671 < o(\%) .

Mise en
pratique

— On conserve le résultat de Barron 93.



Obtention de la borne
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ion et

d'estimation

B On peut prendre une pénalisation constante :

neurones a
une couche

- Ln.n(0) = log(|®ne.r.cl)
Mar itrc }:l—‘f;ow\

Martin Molter Pour avoir

. L
Ron = |If — ol + A"—A’/"’

Majoration de I'erreur

Mise en
pratique

-~ A
E (IIf = Fanl®) < IIF = £ 6717 + 7 108(|©Onemc)



Obtention de la borne
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neurones 3 Majoration du cardinal
une couche

cachée

Arthur

2e(l "
Maritch-Roy, IOg(len,a,T,Cl) < (n(d + 2) + 1) |og( e( 8+ T ))

Martin Molter

Donc

sy * A 2e 1+Tn
E(If = Fanll?) < IIF = (-, 62 + 5 o M%)

Mise en

I Optimisation en €.



Le résultat final
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Théoreme (Barron)

Arthur

L'estimateur des moindres carrés avec pénalisation f, y c,
construit sur I'espace de paramétres ©, . ¢, satisfait :

~ C2> (nd )
_ 2
E(If - fanl?) < o(—n + O { - log(Cna)

Mise en
pratique
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