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Un peu d’histoire

Figure – Erwin Schrödinger et expérience des fentes d’Young.
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Formalisme de la physique

Fonction d’onde
Pour une particule quelconque :

Ψ(x , t) ∈ C

Densité de probabilité associée : |Ψ(x , t)|2.

Équation de Schrödinger
Pour une particule de masse m dans un potentiel V :

iℏ∂Ψ
∂t + ℏ2

2m ∆ Ψ = V (x , t)Ψ.
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Passage de l’équation en Fourier

Équation de Schrödinger®
∂t u = i ∆ u
u(x , 0) = u0(x) , u0 ∈ L2(Rd) .

(1)

∂tu = i ∆ u F−→ ∂t û(ξ, t) = −4π2i|ξ|2û(ξ, t) ,

u(x , t) = F−1
Ä“u0 e−4iπ2|·|2t

ä
(x) .
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Forme intégrale de la solution

Définition Ÿ�e−4π2it|x |2 = e−|ξ|2/4it

(4πit)d/2 (dans S ′(Rd)) .

Forme intégrale

u(x , t) = eit ∆u0(x) :=
Ç

e−|·|2/4it

(4πit)d/2 ∗ u0

å
(x) .
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Un exemple
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Figure – Tracé de |u(x , t)|2 en fonction de x pour plusieurs instants
t, avec u0(x) = e−π|x |2 .
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Premières propriétés

Proposition
Si u est solution de (1) pour une condition initiale donnée, alors

· u1 = eiθu , θ ∈ R
· u2 = u( · − x0 , · − t0)
· u3(x , t) = u(Ax , t) , AAT = Id
· u4(x , t) = u(x − 2kt, t) ei(kx−|k|2t) , k ∈ Rd

· u5(x , t) = λn/2u(λx , λ2t) , λ ∈ R

· u6(x , t) = 1
(α+ωt)n/2 e

iω|x|2
4(α+ωt) u

Ä
γ+θt
α+ωt , x

α+ωt

ä
, αθ − ωγ = 1

sont aussi solution (pour une autre condition initiale).
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Groupe de Schrödinger

Proposition

· Pour tout t ∈ R, eit∆ est une isométrie de L2(Rd)
· ei0∆ = Id
· Pour tous t, s ∈ R,

eit∆eis∆ = ei(t+s)∆

En particulier, (eit∆)−1 = e−it∆ = (eit∆)∗.
· Pour f ∈ L2, la fonction t 7→ eit∆f est continue de R dans

L2.

G = {eit∆ , t ∈ R} est un C0-semigroupe unitaire, appelé
groupe de Schrödinger.
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Régularité sur les espaces de Lebesgue

Lemme
Si t ̸= 0, 1

p + 1
q = 1, et p ∈ [1, 2], alors eit∆ ∈ Lc(Lp, Lq), et

pour tout f ∈ Lp(Rd) :

∥eit∆f ∥q ⩽ c|t|−
d
2

Ä
1
p − 1

q

ä
∥f ∥p .

Théorème (Riesz-Thorin)

Soient p0, p1, q0, q1 ∈ [1, ∞], T ∈ Lc(Lp0 , Lq0) ∩ Lc(Lp1 , Lq1).

Pour θ ∈ [0, 1] : 1
p = 1−θ

p0
+ θ

p1
et 1

q = 1−θ
q0

+ θ
q1

.

Alors T ∈ Lc(Lp, Lq) , et :

∥T∥Lc(Lp ,Lq) ⩽ ∥T∥1−θ
Lc(Lp0 ,Lq0 )∥T∥θ

Lc(Lp1 ,Lq1 ) .
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Régularité sur les espaces de Sobolev

Théorème
Soit t ̸= 0, p ⩾ 1.

· Il existe f ∈ Lp telle que eit∆f /∈ Lp.
· Il existe f ∈ L2 telle que eit∆f /∈ Lp.

Par contre, pour s > 0, eit∆ est une isométrie de Hs(Rd).
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