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Chapitre 1

Problemes d’optimisation

1.1 Un peu de topologie

Soit n un entier non nul. L’ensemble R™ est un espace vectoriel normé de
dimension n. Un vecteur x de R™ a n coordonnées et est noté

g
x

Tr = 2 = (xi>1§i§n-
Tn

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est un scalaire défini par
n
<3y >=> Ty
i=1
La norme euclidienne du vecteur x est définie par

n
|2]]* =< 2,2 >=> a}.
=1

1.1.1 Owuvert et fermé

Une boule ouverte de centre x et de rayon r > 0 est définie par

B(z,r) = {y € R", |y — o] < r}.
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Une boule fermée de centre x et de rayon r > 0 est définie par

Ba,r)={y e R" [ly —z| <r}.
Un ouvert non vide €2 de R™ est tel que
Ve e Q,3r >0,B(x,r) C Q.

Un fermé K de R” est tel que son ensemble complémentaire est un ouvert.

L’ensemble R™ est a la fois ouvert et fermé, ainsi que ’ensemble vide.

Les intervalles ouverts de R sont des ensembles ouverts, les intervalles
fermés de R sont des ensembles fermés.

Exemple 1.1.1.

Ky={zxeR"z;>0,i=1,--- ,n}.
L’ensemble K est un ouvert de R™.

Ky={xeR"z; >0,i=1,--- ,n}.
L’ensemble Ky est un fermé de R™.

dessins en cours

1.1.2 Fonction continue a plusieurs variables

Soit 2 un ouvert de R"™ et f une fonction scalaire a plusieurs variables de
2 dans R. On note f(x) ou f(x1,x2,...,2,) la valeur de f en x.
La fonction f est continue en x si et seulement si

lim f(z+vy) = f(z).
llyll—0
Soit F' une fonction vectorielle a plusieurs variables de €2 dans RP. On
note F(z) = (Fi(x))1<i<p le vecteur valeur de F' en z, ou F; est une fonction
scalaire a plusieurs variables. La fonction F' est continue en x si et seulement
si F; est continue pour tout ¢ =1,...,p.



Optimisation J. Erhel

1.2 Minimum local ou global

Soit 2 un ouvert de R™ et f une fonction scalaire a plusieurs variables
de €2 dans R. Soit K un sous-ensemble non vide de 2. Un probleme de
minimisation consiste a trouver un point z* dans K tel que la valeur f(z*)
soit minimale dans K. L’ensemble K est appelé ensemble admissible et la
fonction f est I'objectif ou le cott.

Définition 1.2.1. Le point x* € K est un point de minimum global dans K,
et la valeur f(x*) est le minimum global de f dans K, si et seulement si

vz e K, f(z) = f(z7).

Définition 1.2.2. Le point z* € K est un point de minimum local dans K,
et la valeur f(x*) est un minimum local de f dans K si et seulement s’il
existe une boule ouverte B(z*,r) telle que

Ve e BNK, f(z) > f(a).
Dans ce cours, on s’intéresse au probleme de minimisation :

min f(z) (1.1)

Un probleme de minimisation, local ou global, peut n’avoir aucune solu-
tion, une solution unique, plusieurs solutions. S’il existe un point de minimum
global, sa valeur est unique. Par contre, il peut y avoir plusieurs valeurs de
minima locaux.

Si la fonction g admet un maximum local en x*, alors la fonction f = —g
admet un minimum local en x*. Donc la recherche d’un maximum peut se
faire en cherchant le minimum de la fonction opposée.

Dans la suite du cours, on étudie 'existence et 'unicité de solutions. Le
cas convexe est important car les résultats sont plus nombreux.

On étudie ensuite les conditions nécessaires d’existence dans le cas diffé-
rentiable. Celles-ci permettent de construire des algorithmes de calcul.

dessins en cours

1.2.1 Contraintes d’égalité et d’inégalité

Si K = , il s’agit d’'un probleme d’optimisation sans contrainte. L’en-
semble admissible est donc un ouvert.
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Sinon, I'ensemble K représente des contraintes. Dans ce cours, on consi-
dere des contraintes d’égalité ou d’inégalité large.

Soit g;,¢ = 1,...,p et ¢;,j = 1,...,m des fonctions de {2 dans R. Les
contraintes d’égalité sont définies par g;(x) = 0,7 = 1,...,p et les contraintes
d’inégalité par ¢;(x) < 0,i=1,...,m.

Définition 1.2.3. L’ensemble admissible pour les contraintes d’égalité et
d’inégalité, noté K, est l’ensemble des points qui respectent les contraintes :

K={reQugx)=0,i=1,...,p,¢;(z) <0,i=1,...,m}.
Si q;(z) =0, la contrainte j est active en x. Sinon, elle est inactive.

Dans ce cours, les contraintes seront en général des fonctions continues.
Lorsque f est définie dans l’espace entier, I'ensemble admissible avec des
contraintes d’égalité ou d’inégalité continues est un fermé.

Théoreme 1.2.1. 5i Q = R", si K est non vide et si les fonctions g; et g;
sont continues, alors K est un ensemble fermé.

Voici quelques exemples d’ensembles admissibles avec des contraintes conti-
nues.

Exemple 1.2.1.
K={zeR" |z—a| <r}.

L’ensemble admissible est une boule fermée et bornée, il y a une contrainte
d’inégalité : q(x) = ||z — al| — 7.

Exemple 1.2.2.
K ={r ¢ R",b"x = 0},

ou b € R"™. L’ensemble admissible est un hyperplan fermé non borné, il y a
une contrainte d’égalité : g(x) = bl x.

Exemple 1.2.3.
K={zeR"2;,>0,i=1,...,n}.

L’ensemble admissible est un fermé non borné, il y a n contraintes d’inégalité
¢i(x) = —x;. il y a n contraintes d’inégalité : q;(x) = —x;.
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1.3 Condition suffisante d’existence

Dans le cas d'un probleme d’optimisation avec contraintes (plus précisé-
ment K fermé), il existe une solution sous certaines hypotheses sur I’ensemble
admissible ou la fonction cott.

Théoreme 1.3.1. Si K est non vide, fermé et borné, et si f est continue,
alors il existe au moins un point de minimum global dans K, et aussi un
point de mazximum global.

Exemple 1.3.1.
K = {z e R, |jo] < 1}.

L’ensemble admissible est une boule fermée, donc est non vide, fermé et
borné.

fla) =~/
La fonction f est continue, donc il existe un point de minimum global.
On peut le vérifier directement. En effet Vo € K, f(x) > —1 et Vo €
K, ||z|| = 1= f(x) = —1. Donc tous les points de la sphére sont des points

de minimum global.
dessin en cours

Définition 1.3.1. Soit f une fonction définie dans un ensemble K non
borné. Elle est coercive si et seulement si
lim f(z) =+o0
]| o0

Théoreme 1.3.2. 57 K est non vide, fermé et non borné, et si f est continue

et coercive dans K, alors il existe au moins un point de minimum global dans
K.

Exemple 1.3.2. L’ensemble admissible est K = R" et f(x) = ||z||*>. L’en-
semble K est non vide, fermé et mon borné, la fonction f est continue et
coercive, donc il existe un point de minimum global.

On peut le vérifier directement. En effet Vx € R",xz # 0, f(x) > 0 et
f(0) =0. Donc le point 0 est l'unique point de minimum global.

dessin en cours

Exemple 1.3.3. Soit f(z) = > (e"i —bix;) de R" dans R, avec b; > 0,7 =
1,...,n. Alors [ est continue et coercive, donc il existe au moins un point
de minimum global.
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Dans la suite du cours, on verra des conditions nécessaires d’existence,
dans les cas ou existent des "dérivées” d’ordre 1 ou 2. C’est de 'optimisation
différentiable.

1.4 Optimisation convexe

Lorsque I’ensemble admissible est convexe et que la fonction est convexe,
le probleme d’optimisation est nettement plus simple.

1.4.1 Ensemble convexe
Définition 1.4.1. Un sous-ensemble K de R" est convexe si et seulement si
Ve,y e KVt € [0,1],tx + (1 —t)y € K.

Exemple 1.4.1. Une boule ouverte B(x,r), une boule fermée B(z,r) sont
des ensembles convezxes.

Il est facile de caractériser les ensembles convexes dans R.

Théoréme 1.4.1. Les sous-ensembles convexes de R sont les intervalles de

R.

Un pavé K de R™ est un produit d’intervalles : soit Iy, I, ..., I, des
intervalles de R. Le pavé K associé est défini par

K = {(.731,.1'2,...755”)7331 E[l,l'g € [2,...,.1'n G[n}

Théoreme 1.4.2. Les pavés de R™ sont des ensembles convezes.

1.4.2 Fonction convexe
Une fonction peut étre convexe, strictement convexe, ou fortement convexe.

Définition 1.4.2. Soit K C Q un sous-ensemble conveze de ).
La fonction f est convexe dans K si et seulement si

La fonction f est strictement convexe dans K si et seulement si

Ve,y € Kio #y,Vt €]0, 1], f(tr + (1 —t)y) < tf(x)+ (1 —1t)f(y).

9
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La fonction f est fortement convexe dans K si et seulement s’il existe a > 0
tel que

Vr,y € K.Vt € [0,1], f(te+(1—t)y) < tf(x)+(1-)f(y) —at(l-t)y—=|>.

Toute fonction fortement convexe est strictement convexe et toute fonc-
tion strictement convexe est convexe.

Une fonction constante dans K est convexe dans K mais n’est pas stric-
tement convexe.

La convexité locale est utile en optimisation.

Définition 1.4.3. Soit Q2 un ouvert de R"™ et f une fonction de € dans R
et x* € Q. La fonction f est localement convexre au voisinage de x* si et
seulement si f est convere dans une boule ouverte B(x*,r) incluse dans Q.

dessins en cours

1.4.3 Propriétés d’une fonction convexe

En optimisation convexe, il est inutile de distinguer minimum local et
minimum global.

Théoreme 1.4.3. 5@ K est un conveze non vide de ) et si f est une fonc-
tion convezxe dans K, alors tout point de minimum local est aussi point de
manimum global dans K.

La convexité stricte garantit I'unicité d’une solution.

Théoreme 1.4.4. Si K est un convexe non vide de € et f est une fonction
strictement convexe dans K, alors s’il existe un point de minimum dans K,
il est unique.

La convexité forte garantit 1’existence d’une solution lorsque ’ensemble
admissible est fermé.

Théoreme 1.4.5. Si K est un convexre non vide fermé de €2 et f est une
fonction fortement convexe dans K, alors il existe un unique point de mini-
mum dans K.

dessins en cours

10



Chapitre 2

Fonctions a une variable

Dans ce chapitre, on étudie les problemes d’optimisation pour les fonc-
tions a une variable, en utilisant les dérivées premiere et seconde. Le cas des
fonctions convexes permet d’affiner les résultats.

Dans tout le chapitre, €2 est un intervalle ouvert non vide de R et f est
une fonction de €2 dans R.

2.1 Dérivation

Définition 2.1.1. La fonction f est de classe C*(Q2) si et seulement si f est
dérivable et sa fonction dérivée f' est continue dans Q.

Définition 2.1.2. La fonction f est de classe C*(2) si et seulement si [ est
de classe C' dans Q. Autrement dit, [ est deuz fois dérivable et sa fonction
dérivée seconde " est continue dans €.

La formule de Taylor a l'ordre 2 permet d’approcher la fonction f par
une fonction quadratique :

Théoréme 2.1.1. Soit f une fonction de classe C*(Q)), soit x € Q et h tel
que x + h € Q. Alors

Fla 4 h) = F(@)+ hf'() + SH2F"(x) + Woe(h),

avec limy,_,g€(h) = 0.

11
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2.2 Convexité et dérivabilité

Si la fonction f est de classe C'(Q2), la convexité se traduit par une fonc-
tion dérivée croissante.

Théoréme 2.2.1. Soit f une fonction de classe C*(Q2). Alors f est (stricte-
ment) convexe dans Q si et seulement si f' est (strictement) croissante dans

Q.

Exemple 2.2.1. Soit 2 = R et f(z) = x. Alors f est de classe C*(R) et
Ve € R, f'(x) = 1 donc " est constante, f est convexe dans R mais n'est
pas strictement convexe dans R.

Si la fonction f est de classe C?, la convexité se traduit par une fonction
dérivée seconde positive.

Théoreme 2.2.2. Soit Q) un intervalle ouvert de R et f une fonction de
classe C*(2). Alors f est conveze dans Q) si et seulement si

Vo e, f"(z) > 0.

Exemple 2.2.2. Soit Q = R et f(x) = 2®. Alors f est de classe C*(R) et
f"(x) = 6x. Donc f" n'est pas positive dans R et f n’est pas conveze dans
R. On peut le montrer a partir de la définition, avec x positif et y négatif.
Par contre, f est convexe dans R™.

La stricte convexité est plus compliquée.

Théoréme 2.2.3. Soit f une fonction de classe C*(Q). SiVz € Q, f7(x) >
0, alors f est strictement convexe dans €.

Exemple 2.2.3. Soit @ = R et f(x) = e®. Alors [ est de classe C*(R) et
Vr e R, f"(z) =¢e" > 0 donc f est strictement conveze.

Exemple 2.2.4. Soit ) =]0, 40| et f(z) = —log(z), oulog désigne le Loga-
rithme Népérien. Alors f est de classe C*(Q) etVe € Q, f'(x) = —1, f"(2) =
x% > 0 donc f est strictement conveze.

Il existe des fonctions strictement convexes dont la dérivée est nulle en
certains points.

Exemple 2.2.5. Soit @ = R et f(z) = 2*. Alors f est de classe C*(R) et
Vo € R, f"(x) = 1222 > 0 donc [ est convexe dans R. La dérivée [’ est

strictement croissante dans R (f'(x) = 423) donc f est strictement convexe
dans R, bien que f"(0) = 0.

12
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Voici maintenant un résultat de convexité locale.

Théoréme 2.2.4. Si f est de classe C*(Q) et si f"'(z*) > 0 alors [ est
localement convexe au voisinage de x*.

Enfin, la convexité forte est équivalente a une propriété de la dérivée
seconde.

Théoréme 2.2.5. Soit f une fonction de classe C*(Y). La fonction f est
fortement convexe dans ) si et seulement si

da > 0,Vz € Q, f7(z) > a.

Exemple 2.2.6. Soit Q = R et f(x) = 2*. Alors f est de classe C*(R) et
Ve e R, f"(z) =2 >2>0 donc f est fortement conveze dans Q.

Exemple 2.2.7. Soit Q =R et f(z) = e*. Alors lim,,_o f"(z) = 0 donc
f n’est pas fortement convexe dans €.

Exemple 2.2.8. Soit Q =|0, +oo[ et f(z) = —log(z). Alorslim, . f"(z) =
0 donc f n’est pas fortement convexe dans ).

2.3 Minimisation sans contrainte

Grace aux dérivées, nous pouvons définir des conditions nécessaires pour
caractériser un point de minimum local.

2.3.1 Conditions d’optimalité d’ordre 1

Définition 2.3.1. Soit f une fonction de classe C1(Q) et x* un point de €.
Le point x* est un point critique dans § si et seulement si f'(x*) = 0.

Théoréme 2.3.1. Soit f une fonction de classe C1(Q) et z* un point de €.
Si x* est un point de minimum ou maximum local dans £ alors c’est un point
critique : f'(x*) = 0.

Donc s’il n’existe pas de point critique, il n’existe pas de minimum ou
maximum local.

Exemple 2.3.1. Les fonctions x, €”, log(x) n’ont pas de point critique dans
leur domaine de définition, donc elles n’ont pas de point de minimum ou
mazimum local.

13
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Il peut exister des points critiques qui ne sont pas des points de minimum
ou maximum.

Exemple 2.3.2. La fonction f(x) = x* a un point critique, z* = 0, dans R.
Mais x* n’est ni un point de minimum ni un point de maximum.

Cependant, tous les points critiques d’une fonction convexe sont des points
de minimum.

Théoréme 2.3.2. Soit f une fonction de classe C*(Q2) et convexe dans SQ.
Alors un point x* de Q0 est un point de minimum (global) dans S si et seule-
ment si c’est un point critique : f'(x*) = 0. Si de plus [ est strictement
conveze dans ), alors s’il existe un point critique, il est unique. Si de plus f
est fortement convexe dans €Y, alors il existe un unique point critique.

Exemple 2.3.3. Soit Q = R et f(x) = z*. Alors f est de classe C*(R) et f
est convexe dans R. Il existe un unique point critique x* = 0. Puisque f est
convexe, c’est l'unique point de minimum et il est global.

Exemple 2.3.4. Soit @ = R et f(z) = 2% Alors f est de classe C'(R) et
f est fortement convexe dans R donc il existe un unique point de minimum,
donc un unique point critique. C’est le point x* = 0.

2.3.2 Conditions d’optimalité d’ordre 2

Théoréme 2.3.3. Soit f une fonction de classe C*(2) et x* un point de €.
St x* est un point de minimum local dans 2 alors c’est un point critique et

f”(l‘*) > ().

La propriété réciproque n’est pas toujours vraie. Des conditions suffisantes
plus fortes existent cependant.

Théoréme 2.3.4. Si x* est un point critique et si f de classe C?(2) est
localement conveze au voisinage de x*, alors c¢’est un point de minimum local

dans €.

Théoréme 2.3.5. Soit f une fonction de classe C*(2) et x* un point de €.
Si x* est un point critique (donc f'(z*) =0) et si f"(2*) > 0, alors c’est un
point de minimum local dans €.

14
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Démonstration. La formule de Taylor a l'ordre 2 s’écrit ici
1
P+ B) = F() + SRR () + 2R,

avec limy,_,o€(h) = 0. Comme f”(z*) > 0, on en déduit que pour h assez
petit, f(z* 4+ h) > f(z*). O

Exemple 2.3.5. Soit Q =R et f(z) =2 -3z + 1.

Puisque lim,_,_, f(x) = —o0 et lim,_, o f(x) = 400, il nexiste ni mi-
nimum global ni maximum global.

La fonction f est de classe C*(R) et f'(x) = 3(z* — 1) et f"(x) = 6,
donc f n’est pas convere dans R. Il existe deuzr points critiques 1 et —1.
Puisque f"(1) > 0, 1 est un point de minimum local. Puisque f"(—1) < 0,
—1 est un point de maximum local (¢’est un point de minimum local de —f ).

Exemple 2.3.6. Soit Q =|0, 27| et f(x) = sin(x). La fonction f est de classe
C?*(Q) et f'(x) = cos(z) et f(x) = —sin(x), donc f n'est pas convexe dans
Q. 1l existe deuz points critiques w/2 et 3w/2. Puisque f"(3w/2) > 0, 37/2
est un point de minimum local. Puisque f"(w/2) < 0, /2 est un point de
mazximum local (c¢’est un point de minimum local de —f ).

dessins en cours

15



Chapitre 3
Algebre linéaire

Avant d’étudier les problemes d’optimisation a plusieurs variables, il est
utile de rappeler quelques notions d’algebre linéaire, et d’introduire des fonc-
tions linéaires ou quadratiques.

3.1 Vecteurs

Soit n un entier non nul. L’ensemble R™ est un espace vectoriel de dimen-
sion n.
Deux vecteurs z et y sont orthogonaux si et seulement si < z,y >= 0.

Un systeme (v;),j = 1,...,m de m < n vecteurs est orthonormé si et
seulement si < v;,v; >= 0,7 # j et <wv;,v; >= 1.
Un systeme (v;),j = 1,...,m de m < n vecteurs est libre si et seule-

ment si les vecteurs v; sont linéairement indépendants, autrement dit toute
combinaison linéaire des vecteurs a des coefficients nuls :

Sau=0=a;=0j=1...m.
j=1

Un systeme orthonormé est libre.

3.1.1 Formes linéaires

Les formes linéaires sont un cas particulier important pour les résolutions
numeériques.
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Définition 3.1.1. Soit Q2 un ouvert de R". Une forme linéaire lest une
application linéaire de ) dans R, définie par un vecteur b € R"™ :

I(z) = b 2.

3.2 Matrices

Une matrice A de RP*™ a pn coefficients, p lignes et n colonnes et est
notée

ailz aig . Qip
ag1 Q22 . Q2p

A= = (aij)1<i<pi<j<n
Apl Gpa . Qpy

La matrice A est carrée d’ordre n si p = n.
Le produit matrice vecteur est défini pour tout z € R™ par

n
y = Az € R avec yi:Zaijxj,i: 1,...,p.
j=1

La matrice AT, transposée de A, est obtenue en permutant les lignes et
les colonnes, donc AT = (a;;) € R™?.

Le produit scalaire s’écrit < x,y >= z7y et la norme ||z|* = 27 .

On définit le noyau Ker(A) et I'image Im(A) d’une matrice par

Ker(A) ={z € R", Az =0} et Im(A) ={y € R?, 3z € R", Az = y}.

On a la propriété suivante : Ker(AT) = {0} & Im(A) = R*.
Soit (v;) un systeme de m vecteurs de R"™, avec m < n. Soit V =

(v1,v9, -+ ,U) € R™™ la matrice dont les colonnes sont les vecteurs v;.
Alors Va = Y7 a;v;. Donc le systeme (v;) est libre si et seulement si
Ker(V) = {0}.

Une matrice carrée A est inversible si et seulement s’il existe une matrice
carrée notée A~! telle que

AA P =ATTA =T,

ol [ est la matrice identité. Une matrice non inversible est singuliere.
Une matrice carrée A est inversible si et seulement si Ker(A) = {0} si et
seulement si Im(A) = R™.
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Une matrice V' dont les n vecteurs colonnes forment un systeme ortho-
normé est inversible et VI = V-1,

Une matrice carrée A d’ordre n a n valeurs propres complexes. Une ma-
trice carrée A est inversible si et seulement si aucune valeur propre n’est
nulle.

3.2.1 Applications linéaires

Les applications linéaires sont un cas particulier important de fonctions
vectorielles.

Définition 3.2.1. Soit Q un ouvert de R™. Une application linéaire L de €}
dans RP est une fonction vectorielle définie par une matrice A € R™P :

L(z) = Ax.

3.2.2 Formes quadratiques

Les formes quadratiques sont un cas particulier important de fonctions a
plusieurs variables a valeurs dans R.

Définition 3.2.2. Une forme quadratique q est une fonction polynomiale de
degré 2, de ) dans R, définie par une matrice carrée A € R™" :

q(x) = 2T Ag = 5 <z, Ar >= 5 Z Zazj%%‘-

2 — <
i=1 j=1

Les algorithmes numériques utilisent des fonctions qui sont la somme
d’une fonction constante, d’'une forme linéaire et d’une forme quadratique,
définies par un nombre «, un vecteur b et une matrice carrée A :

1
f(x)=a+b"z+ §xTAm.

Nous verrons plus loin que ce type de fonction est le début de la formule de
Taylor a 'ordre 2.
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3.3 Matrices symétriques

Les matrices symétriques sont fréquentes dans les problemes d’optimi-
sation. Nous verrons plus loin que la matrice hessienne (I’équivalent d’une
dérivée seconde) d'une fonction a plusieurs variables est symétrique.

Une matrice carrée A est symétrique si et seulement si A = AT. Si une
matrice carrée A est symétrique et inversible, la matrice inverse est carrée et
symétrique.

Toute matrice symétrique a n valeurs propres réelles A\;,2 = 1,...,n et
est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres.

Théoréeme 3.3.1. Soit A une matrice symétrique. il existe une base V = (v;)
de n vecteurs propres orthonormés telle que AV =V D, ou D est la matrice

diagonale avec les valeurs propres réelles de A sur la diagonale. On a donc
VIAV =D et A=VDVT,

La somme des valeurs propres est la trace de la matrice, qui est la somme
des coefficients diagonaux ; le produit des valeurs propres est le déterminant
de la matrice.

Théoreme 3.3.2. Soit A une matrice symétrique d’ordren et Ay, ..., \, ses
valeurs propres. Soit tr(A) = >"" | ay; la trace de A et det(A) le déterminant
de A. Alors

n

D X =tr(A), T, A = det(A).
=1

3.3.1 DMatrices symétriques définies ou semi-définies

Définition 3.3.1. Une matrice A € R"*" est symétrique semi-définie posi-
tive si et seulement si elle est symétrique et

Vo € R”,xTAa: > 0.

Une matrice A est symétrique définie positive si et seulement si elle est sy-
métrique et
Ve e R", z# 0,27 Az > 0.

Les résultats ci-dessous relient les valeurs propres aux définitions de ma-
trice (semi-) définie positive.
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Théoreme 3.3.3. Soit A une matrice symétrique et \;,1 = 1,...,n ses
valeurs propres. Soit \y la plus petite valeur propre. Alors

Vo € R™ o7 Az > \i||z||?

Démonstration. Soit a = V 'z alors x = Va et
|z)|? = 272 = (Va)"Va=a"(VIV)a = aTa = ||a|* = Z a?.

De plus
v"Ar = a’ VT AVa = o' Da = Z \iaz,
i=1

d’ou le résultat. O

Théoreme 3.3.4. Soit A une matrice symétrique et Ay la plus petite valeur
propre. La matrice A est symétrique semi-définie positive si et seulement si

A1 > 0.
La matrice A est symétrique définie positive si et seulement si
A1 > 0.
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme précédent. O

Théoréeme 3.3.5. Une matrice carrée A symétrique définie positive est in-
versible et son inverse est symétrique définie positive.

Démonstration. Puisque A est symétrique définie positive, toutes les valeurs
propres sont non nulles, donc A est inversible et son inverse est symétrique.
De méme, D est inversible, et D~! est diagonale avec les inverses des va-
leurs propres sur la diagonale. On a D = VT AV donc D' = (VTAV)™! =
VAATY(VT)™ = VT A7V, Les valeurs propres de A~ sont celles de D!
c’est-a-dire les inverses des valeurs propres de A, donc elles sont strictement
positives et A~! est symétrique définie positive. O

Considérons maintenant le cas n = 2. Il est facile de déterminer le signe
des valeurs propres d’une matrice symétrique 2 x 2. En effet, Soit A =
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aq b . , P
( b 4 ) une matrice carrée symétrique d’ordre 2 et A1, \s ses deux valeurs
2

propres. Alors

)\1 + )\2 =a; +ags = tT(A), /\1)\2 = a1a9 — b2 = det(A)
Donc les signes de tr(A)et de det(A) donnent les signes des deux valeurs
propres.

2 -1
-1 3
5> 0 donc Ay > A1 > 0 et la matrice A est symétrique définie positive.

Exemple 3.3.1. Soit A = CAlors M+ X =5 >0 et My =

Attention, cette technique n’est valable que pour n = 2.
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Chapitre 4

Calcul différentiel

Dans ce chapitre, on traite des fonctions a plusieurs variables. Comme
pour les fonctions & une variable, on étudie les problemes d’optimisation en
utilisant le calcul différentiel. On introduit ’équivalent des dérivées premiere
et seconde, a savoir le gradient ou la matrice jacobienne, et la matrice hes-
sienne.

Dans tout le chapitre, €2 est un ouvert non vide de R™ et f est une fonction
a plusieurs variables de €2 dans R.

4.1 Fonctions de classe (!

Il est possible de généraliser la notion de fonction dérivable a celle de
fonction différentiable. Dans ce cours, nous n’étudions que les fonctions de
classe C1(Q2), qui sont différentiables, la réciproque étant fausse. Pour cela,
nous commencons par définir des fonctions et dérivées partielles.

Définition 4.1.1. Soit x = (x;) € R". La fonction partielle a une variable
¢; est définie dans un intervalle contenant x; par

Gi(t) = f(@1, .., Tic1, t, Tigrs oo, Tp).
St ¢; est dérivable en x;, on définit la ™ dérivée partielle de f en x par

.
S(2) = di(a)

Définition 4.1.2. La fonction f est de classe C*(Q) si et seulement si les
dérivées partielles % existent et sont continues dans 2.
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Les dérivées partielles forment un vecteur que 1'on appelle le gradient de
la fonction.

Définition 4.1.3. Soit [ une fonction de classe C*(). Le vecteur gradient
de f est une fonction continue de () dans R™ définie par

of

Vi) = (5

(2))1<i<n

La formule de Taylor a l'ordre 1 permet d’approcher la fonction f par
une fonction linéaire :

Théoreme 4.1.1. Soit f une fonction de classe C*(Q)), soit deuz vecteurs
reQetx+ye Alors

flaty) = fl@)+ Vi) "y +ylle(lyl),

= @)+ Y ug @)+ lulledl,

avec limy,_,g €(h) = 0.

4.2 Fonctions de classe C?

On peut continuer le processus et définir des dérivées partielles secondes
grace a la matrice jacobienne du gradient. Voir le paragraphe [4.3]

Définition 4.2.1. Si la fonction dérivée partielle % admet des dérivées
J

partielles, alors la fonction f admet des dérivées partielles secondes, définies

par :

0*f o ,0f

Définition 4.2.2. La fonction f est de classe C*(Q) si et seulement si les

7/ . 7/ . 2 . .
dérivées partielles secondes % existent et sont continues.
10T

Les dérivées partielles secondes en x forment une matrice dans R™*", que
I’on appelle la matrice hessienne de f en z. Elle est symétrique si la fonction
est de classe C%(Q), c’est le théoréme de Schwarz.
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Théoréme 4.2.1. Soit f une fonction de classe C*(Q). La matrice hessienne
de f est une fonction continue de Q) dans R™™ définie par

0% f
Hy(z) = (amax'(iﬁ)hgzgn,ggn
iOLj

La matrice Hg(x) est symétrique :

Y ()= 2L
Gmié?:rj B 037]81’2 ’

La formule de Taylor a l'ordre 2 permet d’approcher la fonction f par
une fonction quadratique :

Théoréme 4.2.2. Soit f une fonction de classe C%*()), soit deuz vecteurs
reQetx+ye Alors

flx+y) = f(x)+Vf($)Ty+%yTHf(:v)y+||y||26(||y||),

_ +Zy@af s @)+ lylPeClyl),

=1 j=1
avec limy,_,g €(h) = 0.

Exemple 4.2.1. Soit f(x) = ||z[|*> de R™ dans R.
Alors f est de classe C*(R™), son gradient vaut V f(x) = 2z et sa matrice
hessienne vaut Hy(x) = 21.

Exemple 4.2.2. Soit f(x) =>_"  (e" — bx;) de R" dans R.
Alors f est de classe C*(R™), son gradient est défini par V f(z); = e*i —b;
et sa matrice hessienne est diagonale avec Hy(x); = e™.

4.2.1 Forme linéaire et forme quadratique
Il est utile de connaitre le gradient et la matrice hessienne d’une forme
linéaire.

Théoréme 4.2.3. Soit | une forme linéaire définie par un vecteurb : l(x) =
bTx. Alors 1 est de classe C?, de gradient VI(z) = b et de matrice hessienne
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Démonstration. I(x) =37, bjz; donc A (z) = b; et ax‘?gx_ (x) = 0. O
i ? J

Il est utile de connaitre le gradient et la matrice hessienne d’une forme
quadratique.

Théoreme 4.2.4. Soit q une forme quadratique définie par une matrice
carrée A : q(x) = LaTAz. Alors q est de classe C?, de gradient Vq(z) =
(A + AT)z et de matrice hessienne Hy(z) = $(A+ AT).

Si A est symétrique, alors Vq(z) = Ax et Hy(z) = A.

Démonstration. q(x) = 5> Y7 ajx;x; donc
%(ZE) = = 5( Z Q5T —+ Z aikxi+2akkxk), (41)
b j=1,j#k i=1,i#k
1 n n
= 5(2 AT + Z AiTi), (4.2)
j=1 i=1
1

d'ou Vg(z) = 3(A+ A")z.
Pour la matrice hessienne, voir plus loin la matrice jacobienne d’une ap-
plication linéaire. O

4.3 Fonction vectorielle de classe C!

Soit F' une fonction vectorielle a plusieurs variables de €2 dans RP. On
note F(x) = (F;(z))1<i<p le vecteur valeur de F' en x. La fonction F est de
classe C'1(Q) si et seulement si F; est de classe C1(Q), pour tout i = 1,...,p.

Les dérivées partielles de chaque fonction F; sont regroupées dans une
matrice rectangulaire appelée matrice jacobienne de F.

Définition 4.3.1. Soit F une fonction vectorielle de classe C*()). La ma-
trice jacobienne de F' en x est une matrice a p lignes et n colonnes définie

par
OF;

833j
La formule de Taylor a 'ordre 1 permet d’approcher F' par une fonction
affine.

Je(@) = (Z@)),i=1,...,pj =1,...,n.
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Théoréme 4.3.1. Soit F une fonction de classe C1(Q2), soit deuz vecteurs
reQetz+ye Q) Alors

I1F(z +y) — F(z) — Je()yll = llyllellyl),
avec limy, 0 €(h) = 0.
Le théoréme suivant fait le lien entre gradient, matrice jacobienne et ma-

trice hessienne.

Théoreme 4.3.2. Si f est de classe C*(Q) a valeurs dans R, de gradient
Vf(x) et de matrice hessienne H(x) en tout point x, alors la matrice ja-
cobienne de f est la transposée de son vecteur gradient et le gradient V f
est une fonction vectorielle de classe C*(Q) & valeurs dans R™. La matrice
jacobienne du gradient est la matrice hessienne de f :

Jr(z) = Vf(2)"

0*f
Jop(w) = Hy(x) = (5 ——(2))i<iznasizn
iOT;

Démonstration.
of of T
@) = (@), @) = VI
Soit F' la fonction vectorielle définie de 2 dans R™ par F(x) = V f(z).

Alors Fy(z) = 2L(x) et 25(z) = 224 (x). 0

La matrice jacobienne d’une fonction composée est le produit des matrices
jacobiennes.

Théoréme 4.3.3. Soit F une fonction de classe C*(2) a valeurs dans RP,
soit G une fonction de classe C*(RP) a valeurs dans R4, alors Go F est une
fonction de classe C1(Q) a valeurs dans RY, et la matrice jacobienne de GoF
vaut

JGOF(I) = Jg<F({L‘))Jp(I)

4.3.1 Application linéaire

Il est utile de connaitre la matrice jacobienne d’une application linéaire.

Théoreme 4.3.4. Soit L une application linéaire définie par une matrice
A : L(x) = Ax. Alors L est de classe C1, de matrice jacobienne Ji(x) = A.

Démonstration. Li(x) = 7, a;;z; donc OLi (1) = a; et Jp(z) = A. O
J
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4.4 Convexité et différentiation

Soit K C €2 un sous-ensemble non vide de 2. La convexité est équivalente
a une propriété du gradient, lorsque f est de classe C'(Q) et K est convexe.

Théoréme 4.4.1. Si K est conveze et si f est de classe C1(2), de gradient
Vf, alors

— f est convexe dans K si et seulement si
Va,y € K, f(y) = f(z) = Vf(2)" (y — 2).
— f est strictement convexe dans K si et seulement si
Vo,y € K,x #y, f(y) — f(x) > V(@) (y — ).

— [ est fortement convezxe dans K si et seulement si
!
Ja >0,V y €K, f(y) = f(2) = V(@) (y —2) + Zlly — =[I*

Lorsque f est de classe 2, la convexité se traduit par une propriété de
la matrice hessienne.

Théoréme 4.4.2. Si K est conveze et si f est de classe C?*(Q), de matrice
hessienne Hy(x) en tout point x, avec A(x) la plus petite valeur propre de
Hy(x), alors :
— f est convexe dans K si et seulement si Vo € K, Hy(x) est symétrique
semi-définie positive,

f est conveze dans K < Vo € K, A\;(z) > 0.

— SiVx € K, Hy(z) est symétrique définie positive, alors f est stricte-
ment convexe dans §,

Ve € K, \i(z) > 0= f est strictement conveze dans K.
— Cas fortement conveze :

f est fortement convezre dans K < Ja > 0,V € K, A\i(z) > a.
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4.4.1 Forme quadratique convexe

Dans le cas d'une forme quadratique avec une matrice symétrique, on
peut caractériser la convexité.

Théoreme 4.4.3. Soit ¢ une forme quadratique définie dans R™ par une

matrice symétrique A : q(z) = 22T Azx. Soit K un ensemble convexe non vide

2
de R™.

Alors q est fortement convexe dans K si et seulement si q est strictement
conveze dans K si et seulement si A est symétrique définie positive.

Démonstration. Vo € K, H,(x) = A. Soit Ay la plus petite valeur propre de A
(indépendante de x). On en déduit que g est fortement /strictement convexe
si et seulement si A\; > 0 donc si et seulement si A est symétrique définie
positive. ]

Exemple 4.4.1. Soit f(z) = %HxHQ, alors [ est une forme quadratique défi-
nie par la matrice I. Elle est de classe C*(R™), de gradient V f(x) = x et de
matrice hessienne H¢(x) = 1. Elle est fortement conveze dans R™ car I est
symétrique définie positive.

Exemple 4.4.2. Soit f(z) = f(z1,22) = 5(2] — 23), de R? d valeurs dans

R. La fonction f est une forme quadratique définie par la matrice symé-

trique A = ( (1) _01 ) En effet, f(z) = s2T Ax. La fonction f est de classe

2

€

C*(R?), de gradient V f(z) = ( - ) et de matrice hessienne Hy(x) = A.
— T

FElle n’est pas conveze dans R? car A n’est pas symétrique semi-définie posi-
tive.
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Chapitre 5

Optimisation sans contrainte

L’optimisation sans contrainte signifie que la recherche du minimum se
fait dans un ouvert 2 non vide ou est définie la fonction a plusieurs variables.
S’il existe un point de minimum local, il satisfait certaines conditions, liées
au gradient et a la matrice hessienne.

Dans tout le chapitre, €2 est un ouvert non vide de R" et f une fonction
de €2 dans R.

5.1 Condition d’optimalité d’ordre 1

Soit f une fonction de classe C*(€2) et x* un point de Q. Pour les fonctions
a une variable, un point de minimum local a une dérivée nulle. Cette propriété
se généralise aux fonctions a plusieurs variables, c’est le gradient qui est nul.

Définition 5.1.1. Le point x* € ) est un point critique dans € si et seule-
ment s’il est solution de l’équation d’Fuler

reQ Vf(x)=0.

Théoreme 5.1.1. Si x* € Q) est un point de minimum local dans 2 alors
c’est un point critique : V f(xz*) = 0.

La propriété réciproque n’est pas vraie en général. Elle I'est pour des
fonctions convexes. Le résultat suivant généralise le théoreme établi pour les
fonctions a une variable.
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Théoreme 5.1.2. Soit ) un ouvert convexe non vide de R™ et f une fonction
de classe C1(Q) et convexe dans Q. Alors x* € Q est un point de minimum
(global) dans Q si et seulement si c’est un point critique. Si de plus f est
strictement convexe dans €2, alors s’il existe un point critique, il est unique.
Si de plus f est fortement convexe dans €1, alors il existe un unique point
critique.

L’équation d’Euler est un systeme de n équations a n inconnues, qui est
en général non linéaire, sauf pour des formes linéaires ou quadratiques.

5.1.1 Forme linéaire

Soit f(z) = b'z, avec b donné, définie dans R™. La fonction f est convexe.
Le gradient de f vaut V f(z) =0b.

— Si b # 0, il n’existe pas de point critique donc pas de minimum.

— Si b = 0, tout point est critique et est un point de minimum global

(f(x) =0),

5.1.2 Forme quadratique

Considérons la somme d’une fonction constante, d’une forme linéaire et
d’une forme quadratique :

1
f(x)=a+b"z+ §xTAm,

définie dans R"™, avec « € R,b € R", A € R™", A symétrique.

Le gradient de f vaut Vf(z) = Az + b en tout point x et I’équation
d’Euler s’écrit Ax 4+ b = 0. Donc, si A est inversible, il existe un unique point
critique

= —A"'b.

— Si A est symétrique définie positive, f est fortement convexe dans R™
et x* est 'unique point de minimum global.
— Si A est inversible non définie, x* est un point selle (ou point col), il
n’existe pas de minimum. Voir le paragraphe [5.3|
Si A n’est pas inversible, soit il n’existe aucun point critique, soit il en existe
un sous-espace vectoriel.
— Si A n’est pas inversible et si b ¢ Im(A), il n’existe pas de point
critique, donc pas de minimum.
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— Si A n’est pas inversible et si b € Im(A), ensemble des points cri-
tiques est {zg + y,y € ker(A)} avec Axy = —b.

— Si A n’est pas inversible et si b € Im(A) et si A est symétrique semi-
définie positive, f est convexe et tous les points critiques sont des
points de minimum global.

— Si A n’est pas inversible et si b € I'm(A) et si A n’est pas semi-définie,
on ne peut pas conclure.

Exemple 5.1.1. Soit f(z) = 3||z|]?, alors f est une forme quadratique dé-
finie par la matrice 1. Elle est de classe C*(R"), de gradient V f(x) = x et
de matrice hessienne Hy(x) = I. Elle est fortement convexe dans R" car I
est symétrique définie positive. Il existe un unique point de minimum global
et c’est l'unique point critique ™ = 0.

Exemple 5.1.2. Soit f(z) = f(z1,22) = 5(2] — 23), de R? d valeurs dans
R.
La fonction f est une forme quadratique définie par la matrice symétrique

A:<(1)_01>.

Elle est de classe C*(R?), de gradient V f(z) = ( 3;1 ) et de matrice
—T3
hessienne H¢(x) = A, qui est inversible et non définie :
)\1 = —1 et )\2 = +1

Le point x* = 0 est ['unique point critique et est un point selle.
dessin en cours

5.2 Condition d’optimalité d’ordre 2

Théoreme 5.2.1. Soit Q un ouvert de R™ et f une fonction de classe C*(Q)
et x* un point de Q. Si x* est un point de minimum local dans 2 alors c’est
un point critique et Hp(x*) est semi-définie positive.

La propriété réciproque n’est pas vraie en général. Par contre, si la fonc-
tion est localement convexe, le point minimise localement la fonction.
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Théoréme 5.2.2. Si z* est un point critique et si f est de classe C*(Q) et
localement conveze au voisinage de x*, alors c¢’est un point de minimum local

dans €.

Une autre condition suffisante est que la matrice hessienne soit symétrique
définie positive au point critique.

Théoréme 5.2.3. Si z* est un point critique et si f est de classe C*(9)
avec Hy(x*) symétrique définie positive, alors c’est un point de minimum
local dans €.

Démonstration. Soit x* un point critique donc tel que V f(z*) = 0. Appli-
quons la formule de Taylor au voisinage de ce point :

[ +y) = f@") + %yTHf(fc*)y +lylellylD)-

Puisque Hy(z*) est symétrique définie positive, Vy # 0,y" Hf(z*)y > 0.
Donc, pour ||y|| assez petit, f(z* +y) > f(z*). ]

Exemple 5.2.1. Soit f(z) => " ,(e" —bx;) de R" dans R. Alors f est de
classe C*(R™), le gradient est défini par

Vf(x)i=e" —b
et sa matrice hessienne est diagonale avec

Puisque [ est convexe, tout point critique est point de minimum global.
Puisque f est strictement convexe, s’il existe un point critique, il est unique.
Puisque f n’est pas fortement convere, on ne peut pas utiliser la convexité
pour démontrer l’existence d’un point critique.

— Sib; >0,i=1,...,n alors il existe un unique point critique :

c’est l'unique point de minimum global dans R".

— 81 di, b; <0, alors il n’existe pas de point critique, donc pas de mini-
mum.
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5.2.1 Synthese

Soit Q un ouvert convexe de R™ et f une fonction de classe C?(€2). Soit
x* un point critique donc z* € Q et V f(z*) = 0.

— si Hy(2*) est symétrique définie positive alors z* est un point de mi-
nimum local.

— 81 Vy € B(z*,r) C Q, Hs(y) est symétrique semi-définie positive alors
f est localement convexe et z* est un point de minimum local.

— si Vy € Q,Hs(y) est symétrique semi-définie positive alors f est
convexe dans €2 et ¥ est un point de minimum global dans €.

— siVy € Q, Hy(y) est symétrique définie positive alors f est strictement
convexe dans €2 et ¥ est I'unique point de minimum global dans €).

5.3 Point selle

Définition 5.3.1. Soit Q un ouvert de R™ et f une fonction de classe C*(Q)
et o* un point de Q. Si x* est un point critique et si Hy(z*) est inversible
mais non définie (positive ou négative), alors x* est un point selle.

Au voisinage d'un point selle, la valeur de f(z*) est minimale pour un
sous-espace et maximale pour un autre sous-espace.
Ecrivons la formule de Taylor au voisinage d’un point critique =* :

[ +y) = f@") + %yTHf(SC*)y +lyle(llylD)-
Puisque H;(z*) est symétrique, elle est diagonalisable : H;(z*) = VD*VT,
ol V est une base orthonormée et D* est une matrice diagonale dont les coef-
ficients sont les valeurs propres A} de Hy(x*). Puisque Hy(z*) est inversible,
Vi, A # 0.

Donc y"Hy(z*)y = (VTy)'D*(VTy) = 2D*z, ot 2z = VTy. On a ||z]| =
lly|| car VVT = I. Séparons les valeurs strictement positives et strictement
négatives. Alors y"Hp(z*)y = D g Aiz? + Doyeco Afzf. Done si z; = 0
quand \; < 0 alors f(z* +y) > f(x*) De méme, si 2z = 0 quand Af >0
alors f(z* +y) < f(a*).

Exemple 5.3.1. Soit f la fonction de classe C*(R?) définie par

f(x) = flz1,22) = 27 + a3 + 3.
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Son gradient vaut

2x
Vf(9517$2) = ( 279 +13x§ )

et sa matrice hessienne vaut

2 0
Hy(wr, ) = ( 0 6x2+2)’

1l existe deux points critiques : x* = ( 0 ) et y* = ( —2/3 )

On a H;(0,0) = ((2) g

un point de minimum local.

Par contre, Hf(0,—-2/3) =

) , donc H(0,0) est définie positive et x* est

2 0
0 —2
non définie, et y* est un point selle.

> , donc Hy(0,—2/3) est inversible

Exemple 5.3.2. Soit f la fonction de classe C*(R?) définie par

f(z,y) = sin(z) + cos(y).

Vf(x,y):( cos(x) )

—sin(y)

Son gradient vaut

et sa matrice hessienne vaut

e = (70 )

—cos(y)

1l existe une infinité de points critiques :
\ [ w24 kT
v ) kym '

. » . . +1
En ces points critiques, la matrice hessienne vaut Hy(z*, y*) = ( 0 j(:)l ) )

et la valeur de [ appartient a {—2,0,4+2}.

Les points critiques (—m/2+ 2k, 7, m+ 2k, ) sont des points de minimum,
les points critiques (/2 + 2k,m,2k,m) sont des points de mazimum, et les
autres points critiques sont des points selles.
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Chapitre 6

Optimisation avec contraintes
d’égalité

Dans ce chapitre, 2 C R" est un ouvert non vide et f est une fonction de
) dans R. L’objectif est de trouver un point de minimum, qui respecte des
contraintes d’égalité, définies par une fonction vectorielle g = (g;), i = 1,...,p
de €2 dans RP.

L’ensemble admissible K est

K={zxeQug(x)=0,i=1,...,p}.

Si 2 = R” et si g est continue, I'’ensemble K est un fermé. S’il est non
vide, on peut utiliser les théoremes d’existence du chapitre 1.

Pour résoudre le probleme d’optimisation locale ou globale, nous com-
mencons par définir une condition de qualification des contraintes, puis un
Lagrangien et enfin une condition d’optimalité d’ordre 1.

6.1 Condition de Qualification des contraintes

CQC

Il existe plusieurs conditions de qualification des contraintes, nous don-
nons ici une CQC d’indépendance linéaire.

Définition 6.1.1. On suppose que la fonction g est de classe C*(2). Soit
r € K. Les contraintes sont qualifiées en x si et seulement si les vecteurs
Vgi(x) forment un systéme libre.
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Sip=1, la CQC se réduit a Vg(zx) # 0.

Exemple 6.1.1. p =1 et g(x) = ||z]|> — 1, donc Vg(x) = 2z. Tout x non
nul vérifie la CQC.

Théoréme 6.1.1. On suppose que la fonction g est de classe C1(Q2). Soit
z € K et J,(z) la matrice jacobienne de g en x. Les contraintes sont qualifiées
en x si et seulement si le noyau de J,(z)" est nul :

z vérifie la CQC & Ker(J,(x))" = {0}.

Démonstration. J,(x)" = (Vgi(x),...,Vg,(z)) donc (Vagi(z),...,Vg,(x))
est un systeme libre si et seulement si Ker(J,(z))" = {0}. O

6.2 Lagrangien

Le Lagrangien de f associé aux contraintes d’égalité g est une fonction
de x et de p variables A = (\;),i =1,...,p.
Définition 6.2.1.

L(z, M, N) = fz)+ Z Nigi(x) = f(x) + g(a)TA.

On peut définir les dérivées partielles du Lagrangien a partir de celles de
fetg.

Théoréme 6.2.1. Si les fonctions f et g sont de classe C1(2), alors le
Lagrangien est de classe C1(Q x RP).
Les dérivées partielles par rapport a x sont

O ena) = 2Ly £ S0 2% .

Les dérivées partielles par rapport a A sont
oL
a—)\i<$, )\1, Cey )‘p) = gl(x)

On peut regrouper les dérivées partielles dans des vecteurs gradients :

{ VoL(x,A) = Vf(z)+ Jo(2)"A = Vf(x) + 37, MVai(2),
VAE(xv A) = g(ZE),

ou Jy(x) = (52(2))in est la matrice jacobienne de g.
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6.3 Condition d’optimalité d’ordre 1

La notion de point critique s’étend au cas de 'optimisation avec contraintes
d’égalité.

Définition 6.3.1. Soit (z,A) € Q x RP. Le point x est un point critique
associ€ a un vecteur de multiplicateurs de Lagrange A si et seulement si (x, A)
est un point critique du Lagrangien, qui vérifie I’équation d’Fuler-Lagrange :

{ V.L(z,A) =0, (6.1)

g(x)=0.

L’équation d’Euler-Lagrange est un systeme non linéaire de (n + p) équa-
tions & (n + p) inconnues.

Un point qui vérifie la CQC et qui est un minimum local est un point
critique.

Théoreme 6.3.1. Soit x* € K un point de ’ensemble admissible qui vérifie
la CQC. Si x* est un point de minimum local, alors il existe des multiplica-
teurs de Lagrange N* tels que x™* est un point critique associé.

Exemple 6.3.1. Soit Q = R?et f(z) = 22 — x9 et g(x) = ||z]]* — 1 et
K = {z,g(z) = 0}. On veut résoudre le probleme

min f(z)
L’ensemble admissible K est non wvide, fermé et borné; la fonction f est
continue, donc il existe au moins un point de minimum global et un point de
mazimum global.
La CQC est vérifiée en tout x # 0.

Les équations d’Fuler-Lagrange sont

2]31 + 2)\1’1 = 0,
—1 —|— 2/\5(]2 = O,
2+ 22 =1,

1l existe donc 4 points critiques : (0,41) avec A = £1/2 et (£1/3/2,—1/2)
avec A = —1.

Tous ces points vérifient la CQC. On peut vérifier que

— Le point (0,1) est l'unique point de minimum global dans K.
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— Les points (£/3/2,—1/2) sont les points de mazimum global dans K.
— Le point (0,—1) est un point de minimum local dans K.

Il peut exister un point critique qui vérifie la CQC et qui n’est pas un
point de minimum local.

Il peut exister un point de minimum local qui ne vérifie pas la CQC; ou
qui ne vérifie ni la CQC ni I'équation d’Euler-Lagrange.

Exemple 6.3.2. Soit Q@ = R? et f(z) = x, + 23 et g(z) = 23 — 23 et
K = {z,g(x) = 0}. On veut résoudre le probleme
min f(x)

zeK

La CQC est vérifiée en tout x # 0.
Les équations d’Euler-Lagrange sont

1+3\z? =0,
21’2 - 2/\1’2 == O,
3 — x5 =0.
Ce systeme n’a pas de solution, il n’existe pas de point critique. Donc aucun
point non nul n’est point de minimum. Seul le point 0, qui est dans K mais
qui ne vérifie pas la CQC, est donc candidat.

On a f(0)=0. Org(z) =0= 2, > 0= f(x) >0, donc 0 est l'unique
solution du probléme de minimisation dans K.

Exemple 6.3.3. Soit Q = R" et f(z) = 2T Az, avec A symétrique et K =
{z,g(x) =0}, ot g(x) = ||z||* — 1. On veut résoudre le probléme

min f(z).

La CQC est vérifiée en tout x # 0 donc dans K.
Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent

2 Az + hx) = 0, || = 1,

et sont équivalentes a Ax = ax,||x|| = 1, ot «a est une valeur propre de A.
Donc les points critiques sont les vecteurs propres de norme 1 et les multi-
plicateurs de Lagrange sont les opposés des valeurs propres associées. Si x
est un vecteur propre de norme 1 avec la valeur propre «, alors Ax = ax et

f(@) = a.
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On aVz,|z|| = 1,00 < f(z) < an, ot ay est la plus petite valeur propre
et oy, est la plus grande valeur propre. Donc f est minimale en tout vecteur
propre de norme 1 (donc dans K ) associé a la plus petite valeur propre ; f est
mazimale en tout vecteur propre de norme 1 associé a la plus grande valeur
propre.

6.4 Condition d’optimalité d’ordre 2

Définition 6.4.1. On suppose que f et g sont de classe C*(Q), avec les
matrices hessiennes Hy et Hy,i = 1,...,p. Soit L le Lagrangien associé a f
et g. On note V2L(x, \) la matrice des dérivées secondes du Lagrangien par
rapport a x.

V2L(x, N) = Hs(z) + Z N Hy, (x)

Théoréme 6.4.1. On suppose que f et g sont de classe C*(Q). Six* € K
est un point critique associé auz multiplicateurs de Lagrange A* (solutions
de l’équation d’Euler-Lagrange) et si V2L (x*, A*) est symétrique définie po-
sitive, alors x* est un minimum local dans K.

6.5 Sensibilité d’une contrainte

On suppose que les fonctions f et g sont de classe C*().

On suppose que le probléme min,cx f(z) a une unique solution globale
x* avec les multiplicateurs de Lagrange A*.

Soit € > 0 et K (€) I'ensemble admissible associé aux contraintes g;, j # i
et gi(x) = gi(x) + €. On suppose que le probleme mingc k(o) f(x) a une unique
solution globale z*(€).

Soit ¢ la fonction définie par ¢(e) = f(z*(€)) : c’est la valeur minimale de
f dans l'ensemble K (e).

On peut démontrer que ¢ est dérivable en 0 et que ¢'(0) = A?.

En économie, le multiplicateur A} est souvent appelé cout marginal. Il
est intéressant de calculer non seulement la valeur minimale et le point de
minimum, mais aussi les cotits marginaux.
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6.6 Fonction quadratique et contraintes linéaires
d’égalité

Soit f(z) = a + b"x + 27 Az, définie dans R™ avec le nombre a € R, le
vecteur b € R" et la matrice carrée A € R"*".

Soit g(z) = Bz + ¢, définie dans R™ avec le vecteur ¢ € R? et la matrice
rectangulaire B € RP*™.

Soit K = {z € R", g(x) = 0}.

On veut résoudre le probleme mingex f(x).

Théoréme 6.6.1. Si Ker(BT) = {0} alors K est non vide, fermé et conveze
et la CQC est vérifiée en tout x.

Démonstration. Puisque Ker(BT) = {0}, 'image de B vaut Im(B) = RP
donc I'ensemble admissible K est non vide. La fonction g est continue donc
K est fermé; g est affine donc K est convexe.

La matrice jacobienne de g en tout point « vaut J,(z) = B. On en déduit
que Ker(J,(z)") = {0} et que la CQC est vérifiée en tout point z. O

Théoréeme 6.6.2. Si Ker(BT) = {0} et si A est symétrique définie posi-
tive, alors il existe un unique point de minimum global qui est ['unique point
critique.

Démonstration. La fonction f est fortement convexe dans R"™, 'ensemble
admissible K est non vide, fermé et convexe, donc il existe un unique point
de minimum global dans K. Puisque tout point vérifie la CQC, c’est I'unique
point critique. ]

Avec les hypotheses ci-dessus sur A et B, les équations d’Euler-Lagrange
ont donc une solution unique. Cet unique point critique vérifie la CQC et est
I'unique point de minimum global.

On a Vf(x) = b+ Az donc les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent

Az + BTA = —b,
Bx +c¢=0.

C’est un systeme linéaire avec la matrice symétrique, non définie positive,
A BT
B 0 )
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Il est équivalent au systeme

r=A"(—=b— BTA),
BA'BTA =c— BA'.

Théoreme 6.6.3. Si Ker(BT) = {0} et si A est symétrique définie positive,
alors la matrice BA™' BT est inversible.

Démonstration. Puisque les équations d’Euler-Lagrange ont une solution unique,
I'équation BA'BTA = ¢ — BA7'b a une solution unique, donc la matrice
BA-'BT est inversible.

On peut aussi démontrer directement que cette matrice est inversible. Soit
r € Ker(BA™'BT). Alors BA™'BTz = 0 donc 2 BA™'BTz = 0. De fagon
équivalente, (BTx)A~1(BTz) = 0 d’ott BTz = 0 car A est symétrique définie
positive. Or Ker(BT) = {0}, donc z = 0. Donc la matrice carrée BA™'B” a
un noyau nul et est inversible. O]
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Chapitre 7

Optimisation avec contraintes
d’inégalité

Dans ce chapitre, 2 C R" est un ouvert non vide et f est une fonction
de €2 dans R.. L’objectif de ce chapitre est de trouver un point de minimum,
qui respecte des contraintes d’inégalité, définies par la fonction vectorielle
q=1(g),j=1,...,m de Q dans R™.

L’ensemble admissible K est

K={reQq(z)<0,j=1,...,m}.

Dans tout le chapitre, on suppose que K est non vide.

Si 2 = R" et si g est continue, 'ensemble K est fermé. S’il est non vide,
on peut appliquer des théoremes d’existence vus au chapitre 1.

Pour résoudre le probleme d’optimisation locale ou globale, nous com-
mencons par définir une condition de qualification des contraintes, puis un
Lagrangien et enfin une condition d’optimalité d’ordre 1.

7.1 Condition de Qualification des contraintes

CQC

On donne ici une CQC d’indépendance linéaire. Il existe d’autres CQC,
plus complexes a définir.

Définition 7.1.1. On suppose que q est de classe C1(§2).

42



Optimisation J. Erhel

Soit x € K tel que 1 < k < m contraintes d’inégalité sont actives en x,
numérotées de 1 a k :

q(z) =...=q(z) =0.

Si les gradients Vqi(x), . .., Vap(z) forment un systéme libre, alors les contraintes
sont qualifiées en x.

Soit x € K tel qu’aucune contrainte d’inégalité n’est active en x. Alors
les contraintes sont qualifies en x.

7.2 Lagrangien

Le Lagrangien de f associé aux contraintes ¢ est une fonction de x et de
m variables M = (p;),7=1,...,m.

Définition 7.2.1.
L, i) = f@)+ > piq5(x).
j=1

On peut aussi écrire
L(z, M) = f(z) + M"q(z).

On peut définir les dérivées partielles du Lagrangien a partir de celles de
fetq.

Théoréme 7.2.1. Si la fonction cout f et les contraintes q sont de classe
CY(2), alors le Lagrangien est de classe C*(Q x R™). Les dérivées partielles
de L, qu’on peut regrouper dans des vecteurs gradients relatifs a x et a M,
sont :

{ VaoL(z, M) =V f(x) + Jy(x)"M = V f(z) + 37", 15V g;(2),

VuLl(xz, M) = q(z). (7.1)

7.3 Condition d’optimalité d’ordre 1

La notion de point critique s’étend au cas de 'optimisation avec contraintes
d’inégalité. Ici, ce n’est pas un point critique du Lagrangien car le gradient
par rapport a M vérifie seulement g(x) < 0. Par contre, il existe une condition
liant les contraintes d’inégalité et les multiplicateurs.
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Définition 7.3.1. Soit (x, M) € Q x R™. Le point = est un point critique
associé a un vecteur de multiplicateurs M si et seulement si (x, M) vérifie
léquation KKT de Karush Kuhn Tucker :

vzﬁ({l}’M) == 0,

pigi(z) =0,

qi(r) <0,5=1,...,m, (7.2)
pj > 0.

L’équation KKT est un systeme de (n + m) équations non linéaires a
(n+m) inconnues, avec 2m inéquations. Les trois derniéres équations forment
un probleme de complémentarité non linéaire.

Un point qui vérifie la CQC et qui est un minimum local est un point
critique.

Théoreme 7.3.1. Soit v* € K un point de ’ensemble admissible qui vérifie
la CQC. Si x* est un point de minimum local, alors il existe des multiplica-
teurs M* tels que x* est un point critique associé.

Il peut exister un point de minimum local qui ne vérifie pas la CQC; ou
qui ne vérifie ni la CQC ni I'équation KKT. Il peut exister un point critique
qui n’est pas un point de minimum local.

Un multiplicateur g} associé a une contrainte inactive j est nul. Si un
point de minimum local n’a aucune contrainte active et s’il satisfait la CQC,
alors il vérifie I’équation d’Euler. En effet, le vecteur des multiplicateurs M
est nul.

Exemple 7.3.1. Soit f(z) = 2> dans R et K = {z €e R, -1 <z < 1}. Au
point x* = 0, on a f(x*) = 0, donc c’est le minimum global dans K. Les
contraintes sont inactives au point x* : —1 < x* < 1 et la dérivée est nulle :

f'(ar) =0.
Si une contrainte est active en un point de minimum local, ce point ne

vérifie en général pas I'équation d’Euler.

Exemple 7.3.2. Soit f(x) = ¢” dans R et K = {z € R,z > 0} donc
q(z) = —x. Soit x* = 0, alors f(x*) =1 est le minimum global dans K. La
contrainte est active : q(x*) =0 et la dérivée est non nulle : f'(z*) # 0.

Si x* est un point de maximum local, alors il vérifie des équations KKT
avec p; < 0.
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Exemple 7.3.3. On veut résoudre le probléme max,cx x7 Az, ot A est une
matrice carrée symétrique définie positive et K = {x € R™,||z|| < 1}. On
cherche les points de minimum global et de maximum global.

Soit f(x) = 2T Az et q(z) = ||=]]* — 1.

L’ensemble admissible K est non vide, fermé et convexe et la fonction f
est fortement convexe dans K donc il existe au moins un point de minimum
global. Or¥z # 0, f(z) > 0 et £(0) = 0 donc 0 est l'unique point de minimum
global. Ce n’est pas un point de maximum global.

L’ensemble admissible K est non vide, fermé et borné et la fonction f est
continue donc il existe au moins un point de maximum global.

On a Vq(z) = 2z donc la CQC est vérifiée en tout point non nul et n’est
pas vérifice en 0.

Le Lagrangien vaut L(x, ) = f(x) + pg(x), les équations KKT pour un
mazimum local s’écrivent

2Ax + 2ux = 0,
p(llz)* = 1) =0,
]l <1,
p < 0.
Le vecteur 0 avec le multiplicateur 0 est solution des équations KK'T.
Un vecteur © # 0 est solution si et seulement si p < 0 et ||z| = 1
et Ax = —px. Dans ce cas, f(x) = —p. Les points critiques sont donc le

vecteur nul et les vecteurs propres de norme 1 associés a une valeur propre
de A strictement positive (le multiplicateur est l'opposé de la valeur propre).

Tout point de mazimum local est non nul (0 n’est pas un point de mazxi-
mum,), donc il vérifie la CQC et est un point critique. Tout point de mazximum
local est donc un vecteur propre de norme 1.

Soit v, > 0 la plus grande valeur propre de A.

On aVz € K, f(x) < apllz|| < an, donc a,, est la valeur mazimale globale
de f. Donc les points de maximum global sont les vecteurs propres de norme
1 associés a «,.

7.4 Point selle du Lagrangien
On suppose ici que 2 = R™ et que K = {x € R", ¢(z) < 0}. On cherche
a minimiser f dans K. Le Lagrangien associé a f et ¢ est noté L(z, M) et

est défini dans R" x RY'. On caractérise un point de minimum local par la
notion de point selle du Lagrangien.

45



Optimisation J. Erhel

Définition 7.4.1. Soit (x*, M*) € R" xRT'. C’est un point selle du Lagran-
gien si et seulement si

Ve e R",\VM e R, L(z*, M) < L(z*, M") < L(x, M").

Un point selle du Lagrangien est un point de minimum local de f dans
K, si K est d’intérieur non vide.

Théoreme 7.4.1. Si g est continue et s’il existe un point y ou toutes les
contraintes sont inactives (q;j(y) < 0,7 =1,...,m), alors l'ensemble admis-
sible K est d’intérieur non vide.

Théoreme 7.4.2. On suppose que K est d'intérieur non vide, que f et q
sont de classe C*(R™).

Si un point (x*, M*) est un point selle du Lagrangien, alors x* est un
point de minimum local dans K et (x*, M*) est solution des équations KKT.

7.4.1 Optimisation convexe
On suppose toujours que 2 = R" et que K = {x € R", ¢(x) < 0}.

Théoréme 7.4.3. Si les fonctions vectorielles q; sont convezes dans R",
alors l’ensemble admissible K est convexe.

Dans le cas convexe, il y a équivalence entre point selle du Lagrangien et
solution de KKT.

Théoreme 7.4.4. On suppose que K est d’intérieur non vide, que f et q
sont de classe C'(R™) et sont convezes dans R".

Un point (z*,M*) € R™ x R est un point selle du Lagrangien si et
seulement si (x*, M*) est solution de KKT.

7.4.2 Dualité

Un point selle est solution d’un probléme de maximisation avec contrainte
de positivité, dont la fonction objectif est la valeur minimale d’un probléeme
de minimisation sans contrainte. La notation M > 0 signifie M € R, au-
trement dit p; > 0,7 =1,...,m.

46



Optimisation J. Erhel

Théoreme 7.4.5. On suppose que K est d’intérieur non vide, que f et q
sont de classe C*(R™). On suppose que pour tout M dans R, le probleme
min, L(x, M) a une solution unique.

Un point selle vérifie

L(xz*, M*) = max(min L(x, M)).

M>0" =z

Démonstration. Un point selle vérifie
min L(z, M) < L(z*, M) < L(z*, M*) et L(x*, M) < min L(x, M").

d’ou le résultat. O

Définition 7.4.2. Le probléme de minimisation sans contrainte min, L(x, M)
est le probléme primal. Soit (M) la valeur minimale. Le probléme de mazxi-
misation avec contrainte de positivité maxyr>o (M) est le probléme dual.

Certains algorithmes de résolution utilisent cette dualité de problemes
associés au Lagrangien pour calculer une approximation d'un point selle du
Lagrangien.
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Chapitre 8

Optimisation avec contraintes
mixtes d’égalité et d’inégalité

Dans ce chapitre, 2 C R" est un ouvert non vide et f est une fonction
de Q dans R. L’objectif de ce chapitre est de trouver un point de mini-
mum, qui respecte des contraintes d’égalité définies par la fonction vectorielle
g =(g:),1 =1,...,p et des contraintes d’inégalité, définies par la fonction
vectorielle ¢ = (¢;),j = 1,...,m de Q dans R™.

L’ensemble admissible K est

K={re€Quqg(x)=0,i=1,...,p,q¢i(x) <0,j=1,...,m}.

Si 2 = R" et si g et ¢ sont continues, I'ensemble K est fermé. S’il est non
vide, on peut appliquer des théoremes d’existence vus au chapitre 1.

Pour résoudre le probleme d’optimisation locale ou globale, nous com-
mencons par définir une condition de qualification des contraintes, puis un
Lagrangien et enfin une condition d’optimalité d’ordre 1.

8.1 Condition de Qualification des contraintes

CQC

On donne ici une CQC d’indépendance linéaire. Il existe d’autres CQC,
plus complexes a définir.

Définition 8.1.1. On suppose que g et q sont de classe C1(Q).
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Soit x € K tel que 1 < k < m contraintes d’inégalité sont actives en x,
numérotées de 1 a k :

St les gradients Vg1 (x),...,Vgy(x), Va1 (x), ..., Vae(x) forment un systéme
libre, alors les contraintes sont qualifices en x.

Soit x € K tel qu’aucune contrainte d’inégalité n’est active en x. Si les
gradients Vg, (x),...,Vg,(x) forment un systéme libre, alors les contraintes
sont qualifiées en x.

8.2 Lagrangien

Le Lagrangien de f associé aux contraintes g et ¢ est une fonction de z, de
p variables A = (X\;),i =1,...,p et de m variables M = (y;),j =1,...,m.

Définition 8.2.1.
p m
i=1 j=1

On peut aussi écrire
Lz, A, M) = f(z) +ATg(z) + M"q(x).

On peut définir les dérivées partielles du Lagrangien a partir de celles de
f9.q

Théoreme 8.2.1. i la fonction cout f et les contraintes g et q sont de classe
CY (), alors le Lagrangien est de classe CT(Q x R? x R™). Les dérivées
partielles du Lagrangien, qu’on peut regrouper dans des vecteurs gradients
relatifs a x, a A et a M, sont :

V. L(x, A, M) =V f(x)+ J,(x)TA+ J, ()" M,
VaL(x, A, M) = g(x), (8.1)
VuLl(x, A, M) = q(z).
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8.3 Condition d’optimalité d’ordre 1

La notion de point critique s’étend au cas de 'optimisation avec contraintes
d’égalité et d’inégalité.

Définition 8.3.1. Soit (x, A, M) € Q x R? x R™. Le point x est un point
critique associé a un vecteur de multiplicateurs (A, M) si et seulement si
(x, A, M) vérifie l’équation KKT de Karush Kuhn Tucker :

V. L(x,A\, M) =0,
gi(x)=0,i=1,...,p,

15q;(x) = 0, (8.2)
gj(x) <0,j=1,...,m,
pj = 0.

L’équation KKT générale regroupe ainsi toutes les conditions d’optimalité
d’ordre 1. C’est un systeme de (n+p+m) équations non linéaires a (n+p+m)
inconnues, avec 2m inéquations. Les trois dernieres équations forment un
probleme de complémentarité non linéaire.

Un point qui vérifie la CQC et qui est un minimum local est un point
critique.

Théoreme 8.3.1. Soit x* € K un point de l’ensemble admissible qui vérifie
la CQC. Si x* est un point de minimum local, alors il existe des multiplica-
teurs (AN*, M*) tels que x* est un point critique associé.

Il peut exister un point de minimum local qui ne vérifie pas la CQC ; ou
qui ne vérifie ni la CQC ni I'équation KKT. Il peut exister un point critique
qui n’est pas un point de minimum local.

Un multiplicateur i} associé a une contrainte inactive j est nul. Si un point
de minimum local n’a aucune contrainte active et s’il satisfait la CQC, alors
il vérifie I’équation d’Euler-Lagrange. En effet, le vecteur des multiplicateurs
M est nul. Si une contrainte est active en un point de minimum local, ce
point ne vérifie en général pas ’équation d’Euler-Lagrange.
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Chapitre 9

Méthodes numériques

Dans tout ce chapitre, 2 = R". On s’intéresse aux problemes de minimi-
sation sans contrainte.
On suppose que f est au moins de classe C1(R").

9.1 Méthodes itératives

De fagon générale, une méthode numérique vise a calculer un point cri-
tique. Si f est convexe, ce point critique est un point de minimum global.
Sinon, il faut vérifier la propriété du point obtenu : minimum ou maximum
local, ou global, ou point selle, ou autre.

De facon générale, des que f est non linéaire, un probléeme de minimisation
se résout par une méthode itérative.

On se donne un vecteur initial xg et on construit xp,; a partir de x de
la fagon suivante :

Tpp1 = T + dy,

ou il faut choisir d; de fagon a ce que la suite x; converge vers un point
critique. Dans ce cas, le gradient V f(zy) converge vers 0.

Réciproquement, le gradient V f(xj) peut converger vers 0 sans que la
suite xj converge vers un point critique.

9.1.1 Criteres d’arrét

Si Vf(x) =0, alors xj est un point critique et I’algorithme s’arréte.
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En pratique, il faut arréter l'algorithme des que ||V f(zx)|| est petit. Le
premier critere d’arrét est donc ||V f(zg)|| < n, o n > 0 est un seuil fixé
a l'avance. Alors x, est "presque” un point critique mais rien ne garantit
que la suite x; a convergé ni que xj est "presque” un point de minimum ou
maximum.

Afin de garantir 'arrét de I’algorithme, il est prudent d’imposer un nombre
maximal d’itérations. C’est le deuxieme critere d’arrét. Si 'algorithme s’ar-
réte sur ce critere, il n’a en général pas convergé.

9.1.2 Direction de descente

La plupart des méthodes choisissent une direction de descente dj.. Puisque
I'algorithme s’arréte des que ||V f(zx)|| < n, on suppose ici que V f(xy) # 0.

Définition 9.1.1. Soit x tel que V f(z) # 0. Le vecteur d est une direction
de descente au point x si et seulement si V f(x)Td < 0.

Des directions de descente dj garantissent une suite strictement décrois-
sante des valeurs f(xy). Si la suite est minorée, elle converge.

Théoréme 9.1.1. Si Vf(xr) # 0 et si le vecteur di est une direction de
descente en xy, alors, pour ||dg|| > 0 assez petit, f(zri1) < f(zk).

Démonstration. On écrit la formule de Taylor a l'ordre 1 :

f@rrr) = far) + Vf(2)" di + lldele(l|d])-

Puisque V f(x3)7d), < 0, pour ||dy|| assez petit, V f(xx) T dy+ ||de|le(||di|]) < 0
et fzrir) < flaw). B

9.2 Méthode de gradient

Supposons que V f(x) # 0.

Dans une méthode de gradient, on cherche une direction de descente d
telle que |V f(xy)Td| soit le plus grand possible. On dit aussi méthode de la
plus grande pente.

On a |Vf(zp)Td| < [[Vf(zp)| ||d]] et il y a égalité si et seulement si
d=aVf(xg).

Le parametre « doit étre strictement négatif pour que d soit une direction
de descente. On choisit alors dy = —,V f(z}) avec t > 0.
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Définition 9.2.1. Une méthode de gradient est définie par un paramétre
tr > 0, une valeur initiale xo et la récurrence

Tp1 = T — 6V f ()
tant que V f(xy) # 0.

Il existe plusieurs variantes suivant le choix de t;. Ce choix doit garantir
la convergence de 'algorithme.

9.2.1 Meéthode de gradient a pas fixe

Ici, t,, = t, ou t > 0 est constant. Si la fonction f vérifie certaines hypo-
theses, il existe un unique point de minimum z* et la suite x; converge vers
x* des que t est assez petit.

Théoréme 9.2.1. On suppose que f est de classe C*(R") et que f est for-
tement convexe. Donc il existe un unique point x* de minimum global qui est
l'unique point critique. Alors la suite x converge vers ™ pour t assez petit
et pour tout xg.

Soit M(z) < ... < \(x) les valeurs propres de la matrice hessienne
Hf (.T) .
Sl existe o > 0 et B> 0 tels que

Vee R" a < \(z) <... <\ (x) <5,

2a
@ .

La convergence de la méthode du gradient a pas fixe est linéaire. Il existe
r € [0, 1] tel que

alors l'algorithme converge pour 0 < t <

[ 21 = %[ < rlly — 27

En pratique, cette convergence peut étre lente et il faut faire beaucoup d’ité-
rations. On peut accélérer la convergence en choisissant un pas variable.

9.2.2 Meéthode de gradient a pas variable

Ici, on choisit ¢ de fagon & minimiser la valeur f(xy,1). Soit ¢ la fonction
de R™ dans R définie par

o(t) = flar =tV f(ar)),
On cherche t tel que ¢(t) est minimal.
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Théoréme 9.2.2. Si f est de classe C? et est fortement convexe, alors il
eziste t, > 0 tel que ¢(ty) est minimal. La méthode de gradient avec ce choix
de ti, pour tout xo, définit une suite xp qui converge vers l'unique point de
manimum global.

La convergence est en général plus rapide qu’avec un pas fixe mais reste
linéaire. La méthode de Newton converge en général beaucoup plus vite.

9.2.3 Recherche linéaire

Soit d une direction de descente en z (donc d?V f(z) < 0) et ¢ la fonction
définie dans R par ¢(t) = f(x + td).

La fonction ¢ est de classe C' et ¢/(t) = d"V f(z + td).

Donc ¢(0) = f(x) et ¢/(0) = d'V f(z) < 0.

La recherche linéaire consiste a résoudre le probleme de minimisation de ¢
dans R . On peut calculer un point critique de ¢ dans |0, +-00[ donc résoudre
I’équation ¢'(t) = 0.

On peut aussi calculer une approximation de la solution qui doit satisfaire
deux conditions, dits criteres de Wolfe :

Soit ¢; un nombre tel que 0 < ¢; < 1. Le premier critere, appelé condition
de Goldstein-Armijo, garantit que la décroissance de ¢ est suffisante :

o(t) < ¢(0) — c1t|¢'(0)]-

Soit ¢, un nombre tel que ¢; < ¢ < 1. Le deuxieme critere, appelé
condition de courbure, garantit que la dérivée de ¢ en t est assez grande :

¢'(t) = c2¢/(0).

9.3 Méthode de Newton

On suppose que f est une fonction de classe C*(R"). Dans la méthode
de Newton, on utilise la récurrence

Tpt1 = T + di,

ou il faut choisir dj.
On veut résoudre ’équation V f(z) = 0. On utilise la méthode de Newton
qui résout I’équation F'(z) = 0, ou F est une fonction de R™ dans R" de classe

CL(R™).
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Sin =1 la méthode de Newton s’appelle aussi la méthode de la tangente

et s’écrit :
F(xy,)

Fr(xy,)

Tiy1 = Tk —

tant que F'(zy) # 0.
Pour n quelconque, on linéarise F' en utilisant la formule de Taylor a
l'ordre 1 et la matrice jacobienne Jp(z) :

F(Ik_H) = F(Ik) + Jp(xk)yk + ...

On veut résoudre I'équation F(xy) + Jp(xy)d, = 0. Si la matrice jacobienne
Jr(xy) est inversible, il existe une solution unique, qu’on choisit. On obtient

Tpt1 = T — JF(CC].C)ilF(:Ck)

La méthode itérative échoue si la matrice jacobienne Jp(zy) est singuliere.
Pour résoudre I’équation V f(x) = 0, on utilise donc la matrice jacobienne
de la fonction gradient, c’est-a-dire la matrice hessienne de f.

Définition 9.3.1. La méthode de Newton est définie par une valeur initiale
T et par la récurrence

Tpr1 = xp — Hp(z) 'V f(21),
tant que la matrice hessienne Hy(xy) est inversible et tant que V f(xy) # 0.
Sous certaines hypotheses, la suite ), converge.

Théoréme 9.3.1. On suppose que f est de classe C3, qu’il existe un point
critique x* (donc V f(x*) = 0) tel que H¢(z*) est inversible. Si la valeur
initiale xo est suffisamment proche de xz*, alors les matrices Hy(xy) sont
inversibles et la suite xy est bien définie. De plus, elle converge vers x*.

La méthode de Newton converge vers un point critique. Il faut vérifier
si celui-ci est un un point de minimum local, par exemple en utilisant la
convexiteé.

Il est intéressant en pratique d’utiliser des directions de descente pour
diminuer la valeur de f(z) & chaque itération.

Théoréme 9.3.2. Si V f(xy) # 0 et si Hy(xy) est symétrique définie positive,
alors dy, = —H (xy,) "'V f(z1) est une direction de descente.
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Démonstration. ¥ f(xg)Tdy = =V f(ax)T Hp(xp) "'V f(25) < 0 puisque H(zy)
est symétrique définie positive et V f(zy) # 0. O

La convergence de la méthode de Newton est quadratique, donc tres ra-
pide. Il existe r > 0 tel que

i — 27| < vl — 2%

9.3.1 Approximation de f a 'ordre 2

Ecrivons la formule de Taylor a 'ordre 2, aux points zy et x + d :
flag +d) = g(d) + [|di]|*e(l|di]),

ot g(d) = f(xx) + Vf(zr)"d+ 5d" Hy(x))d. La fonction g est une approxi-
mation de f a l'ordre 2.

La méthode de Newton calcule le point critique de la fonction ¢ : en effet,
g est une fonction quadratique dans R™ donc Vg(d) = V f(xy) + Hy(zx)d et
H,(d) = Hy(xy). Donc si Hy(zy,) est inversible, g a un unique point critique,
d, = —Hp(xg) 'V f(xg). Si Hp(xg) est symétrique définie positive, g est
fortement convexe dans R" et ce point critique est I'unique point de minimum
global de g.

9.3.2 Convergence globale

La convergence de Newton est dite locale parce qu’elle est prouvée si le
point de départ est proche de la solution. Pour garantir une convergence pour
tout point de départ, dite convergence globale, on introduit un scalaire .
On définit les itérations par

Tpt1 = Tk + trdy,

ou dj, est défini par la méthode de Newton et ou il faut choisir .
Ici, on choisit ¢ de fagon & minimiser la valeur f(xy,1). Soit ¢ la fonction
de R™ dans R définie par

o(t) = flxg + tdy),

on cherche t tel que ¢(t) est minimal. Comme pour le gradient & pas optimal,
c’est une recherche linéaire.
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9.3.3 Algorithme de quasi-Newton

Il est parfois cotteux ou difficile de calculer la matrice hessienne Hy(xy)
puis de résoudre le systeme linéaire Hy(xy)d = —V f(xy), pour calculer la
solution dj puis xgy1.

Plusieurs variantes de la méthode de Newton, dites de quasi-Newton,
utilisent une approximation By, de Hf(xy), ou By est une matrice inversible.

Définition 9.3.2. Une méthode de quasi-Newton est définie par une valeur
matiale xo, une suite de matrices inversibles By, et par la récurrence

dk = —B;IVf([L‘k), l‘k+1 = Tk —|— dk7
tant que V f(xy) # 0.

Lorsqu’un algorithme de quasi-Newton converge, il requiert nettement
plus d’itérations que la méthode de Newton. Souvent, la vitesse de conver-
gence devient linéaire au lieu d’étre quadratique. Néanmoins, le calcul de
chaque itération est plus rapide donc le temps global peut étre plus petit
qu’avec la méthode de Newton.

Si Hy(xo) est symétrique définie positive, une premiere variante est de
choisir By, = H(z).

Une autre approximation, tres largement utilisée, est celle dite BFGS, du
nom de ses auteurs Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno.

L’algorithme part d'une approximation By, par exemple By = I. Puis il
construit By, a partir de B en ajoutant deux matrices de rang 1 :

Bi1 = By + aguguy, + Br(Byoy)(Byog)”,

ou les vecteurs sont définis par ux = V f(xr11) — Vf(xy) et vp = 241 — x4
Les scalaires sont définis par oy = u{lvk et O = m.

Si By est symétrique définie positive, alors By est symétrique définie po-
sitive et dj, est une direction de descente tant que le gradient V f(xy) est non
nul.

Il est possible de calculer d de fagon approchée en utilisant une approxi-

mation de Bk_l.

9.3.4 Algorithme de Newton inexact

Lorsqu'une méthode itérative est utilisée pour résoudre le systeme li-
néaire, alors le vecteur d; est une approximation de la direction de Newton.
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On parle de méthode de Newton inexacte.

L’algorithme utilise deux criteres d’arrét qui sont liés, 'un pour la mé-
thode itérative linéaire, 'autre pour la méthode de Newton.

La convergence de I'algorithme de Newton inexact est plus lente, souvent
linéaire. Il faut gagner du temps dans chaque itération pour diminuer le temps
de calcul global.

9.3.5 Minimisation avec contraintes d’égalité

On veut minimiser f dans R" sous la contrainte g(x) = 0.
On cherche un point critique solution de ’équation d’Euler-Lagrange.
Soit F' la fonction définie par

F(z,A) = ( ng((;)7 A) )

o V. L(x,A) =V f(x)+ J,(x)TA.
L’équation d’Euler-Lagrange s’écrit F'(z, A) = 0. La matrice jacobienne
de la fonction F' vaut

Hy(w) + 320 MiHg () Jg(2)"
JF(I,A) = ( f Jg(.ilﬁ) O )

On utilise ensuite la méthode de Newton ou une méthode de quasi-
Newton. Par exemple, on peut approcher Jp(z, A) par

s = (0 )

Si Hy(z) est symétrique définie positive et si Ker(J,(x)") = 0, alors la

matrice B(z) est inversible. Avec ce choix de B(z), la méthode de quasi-
Newton s’écrit

(5 )= (&) oo (505™)
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Chapitre 10
Bibliographie

Voici quelques références bibliographiques qui peuvent étre utiles.
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